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Se presentan las ecuaciones de Saint-Venant que modelan el flujo de aguas someras,
y se introducen las ideas bésicas del método de volimenes finitos para el tratamiento
numérico del modelo. Finalmente se presentan simulaciones numéricas de flujos de
agua generadas con el paquete comercial GUADFlow-2D, el cual tiene implementados
el modelo y el método numérico mencionados.

In this paper the Saint-Venant equations are introduced. These equations model the
flow of shallow water. Also, the basic ideas of finite volumen method are introduced to
disctretice in space the model. Finally, numerical simulations of water flows, with the
comercial software GUADFlow-2D are shown. This software implements the model
and the numerical method mentioned.
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1. Introduccién

Un problema que constantemente ha estado afectando una gran parte de las planicies
del planeta es el desborde de rios, exceso de lluvias, y en menor medida la rotura
de presas, entre otros, que asociadas a la existencia de zonas urbanas, industriales,
agropecuarias, agricolas y vias de comunicacién en zonas potencialmente inundables,
ha dado como resultado pérdidas econdmicas y sociales con frecuencia irreversibles,
como fué el caso de las inundaciones ocurridas en el estado de Tabasco, México, en
octubre y noviembre de 2007 ([1] y [2]). Una de las formas de encontrar posibles
soluciones para este tipo de problemas es mediante la simulacién numérica de es-
tos escenarios, los cuales son modelados por las ecuaciones de Saint-Venant. Estas
ecuaciones son un sistema hiperbdlico cuasi-lineal para las cuales ya se cuenta con
varios esquemas numéricos para su solucién, dentro de los que se destaca el método
de volimenes finitos, por su capacidad de capturar caracteristicas especiales de la
solucién como son las posibles discontinuidades ([3, 4, 5, 6]). La implementacién
de tales métodos ha dado lugar a diferentes paquetes comerciales para la simulacién
de flujos de aguas, como por ejemplo GUADFlow-2D, los cuales arrojan resultados
bastantes confiables ([7, 8, 9, 10, 11]). En [12] se proporciona una buena revisién de
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los requerimientos que un modelo bidimensional de simulacién de flujos en rios debe
cumplir: aplicarse a orografias complejas, incluir avance sobre lecho seco, incluir con-
tornos variables, aceptar altos valores de rugosidad, reproducir el flujo estacionario o
transitorio y condiciones subcriticas o supercriticas de flujo.

En la Seccién 2 se presenta el modelo de Saint-Venant y en la Seccién 3 se describe
brevemente el método de volumenes finitos, y finalmente en la Seccién 4 se presentan
tres ejemplos de flujos simulados con GUADFlow-2D. El més relevante, dadas las
aplicaciones que implica en nuestro entorno, es el del rio en ciudad.

2. El modelo de Saint-Venant o de Reynolds en 2D

El tipo de flujos que estamos interesados en estudiar son los de aguas poco profundas,
es decir, aquellos en los que las medidas horizontales son mucho mayor que las verti-
cales. En este conjunto de flujos estéan los de los rios en planicies, presas o lagunas y
escurrimientos. Para la deduccién del modelo se utilizan varias hipotesis que cumplen
estos fluidos, pero también otros que no son para nada poco profundos. Lo cual es
mas bien una ventaja del modelo. En la Figura 1 se muestra la geometria del flujo de
aguas de interés, el cual es también un flujo con superficie libre. Una descripcion de
este flujo implica determinar la parte del terreno €2 en donde hay agua y sobre cada
punto de éste determinar la altura del agua, asi como en cada punto del cuerpo del
fluido determinar su vector velocidad u. Un modelo que considera esta descripcion es
el de Navier-Stokes en 3D para fluidos incompresibles [13]. A partir de este modelo
haciendo un promedio en el tiempo para las variables de interés [4], se llega al modelo
de Reynolds en 3D al cual a su vez se le aplica un promedio en la vertical para tener
el modelo de Reynolds en 2D o modelo de Saint-Venant ([4, 11, 14, 15]).

y

Figura 1. Las velocidades se promedian en la vertical y se desprecia la componente en z.

Algunas de las hipétesis mas importantes consideradas para la deduccién del mode-
lo de Saint-Venant son:

i) La pendiente del fondo es pequenia.
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ii) El movimiento principal de las particulas ocurre en planos horizontales.

iii) Las fuerzas de masa que actiian son la gravedad en la direccién vertical y la fuerza de
Coriolis en el plano horizontal.

iv) La curvatura de las lineas de corriente es pequena, por lo que la distribucién de la

presion se considera hidrostatica.

Con esto, el modelo de Saint-Venant es:

oh n 0 (hu) 0 (hv)

ot Ox Oy =0,
d(hu) 0 s 1 4 0 (huv) Tsx
ot +% (hu +§gh +Ty—0vh+7+gh(5’0$ sz)—i-Sﬂ,

3(hv) 8(huv) 0 2 1 2\ _ Tsy )
ot o, T a hv” + 59h” | = —Cuh + n + gh (Soy — Spy) + Sa,

donde h es el calado o la profundidad del fluido, u y v son las componentes del vector
velocidad en las direcciones x y y respectivamente, en cada punto de Q (ver Figura
1), g es la aceleracién de la gravedad, C refleja el efecto de la fuerza de Coriolis, 7,
y Tsy estan asociados con el efecto del viento en la superficie del fluido. Los términos
Sox = —0z/0x y Sy, = —0z/0y miden la pendiente del terreno en las direcciones x y
y respectivamente, si z es una funcion que describe el fondo o terreno. Las expresiones

n2uvu? + v? n2vvu2 + v2

Sfx: h4/3 y Sfy:T,

reflejan el efecto de friccién del fluido con el terreno, donde n es el coeficiente de

Manning, y ) 5 5 5 )
U v u
Stl = % <2Vthal‘) + aiy (Vth |:31‘ + 8y:|> 5

0 ov  Ou 0 ov
% =00 (“"h {ax * ayD 3y (Waz) ’

representan los efectos turbulentos del flujo, siendo v; la viscocidad turbulenta.

La forma vectorial del modelo de Saint-Venant simplifica mucho la notacién para
el tratamiento numérico, asi que se da enseguida:

ou JOF, 0F,

a2 @ 1
ot T or oy ’ (1)
donde
hu hv
h 1
U= hu 5 F] = h’U,2 + §gh2 P F2 - huv )
h 1
v ha h’U2 4 §gh2
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0

Cvh + % + gh(SOIL - Sf;l:) + Stl

—Cuh + % + gh (Soy — Spy) + Sio

Son necesarias condiciones iniciales y de contorno para la resolucion del sistema
de Saint-Venant, aunque en situaciones generales no existen soluciones analiticas del
problema. Ante esto, una opcién es recurrir a los métodos numéricos. Enseguida
se bosquejara la aplicacién de uno de ellos: volimenes finitos. Para el tratamiento
con volimenes finitos no se tendran en cuenta los términos de Coriolis y tension del
viento, ni el término turbulento.

3. El método de voliimenes finitos

Existen varios tipos de volimenes finitos que pueden usarse, teniendo cada uno sus
ventajas y desventajas. Aqui usaremos los de tipo vértice por sus ventajas para tratar
las condiciones de frontera [4]. Dado un dominio Q y una discretizacién por tridngulos
de éste, se define una nueva discretizacion espacial como se muestra en la Figura 2,
uniendo los baricentros de cada tridngulo con los puntos medios de sus aristas. Esto
da un poligono asociado con uno y sélo uno de los nodos de la malla de tridngulos.
A cada uno de estos poligonos C; se le llama un volimen finito.

Figura 2. Discretizacion de () por volumenes finitos.

Con cada volumen finito se asocia una funcién base como la que se muestra en
la Figura 3, es decir se supone que las incégnitas del modelo son constantes en cada
volumen finito.

3.1 Integracidn y discretizacion temporal

Definiendo:
}—(U) = (Fl(U)an(U))7
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Figura 3. Funcién base.

el modelo de Saint-Venant (1) se puede escribir como:

ouU
5 TV F=G.

Como el dominio del sistema (1) esta dividido en un conjunto de volimenes finitos
C;, se calcula la integral de superficie en cada uno de ellos, y se obtiene:

// dA+//CiV-J-'dA://CiGdA,
// A= /n]-f(mler/CiGdA.

Discretizando la derivada temporal con el método de Euler hacia adelante, se tiene

n+1 n
Y UZA +/ Froqndl = / G"dA,

de donde

con A; el drea de la celda C;, de donde se sigue que

U"H UnA +> / F -l = Z// G"dA. (2)

JEK; JjEK;

3.2 Discretizacion del flujo

El producto escalar F - 7 se llama flujo en 2D a travéz de un segmento de longitud
unidad, y se aproxima en el tiempo n como

n (aFl + BFZ):L + (&Fl + BFz)n 1 - n n
(I)ij = 9 L - §(X|A|X I)Ug, (Uj - Uz )7 (3)
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para tener un esquema conservativo descentrado ([4], [16], [17] y [18]). Q es la matriz

Jacobiana del flujo
_ _dFy | 5 dFs
Q=Yg TP

y la matriz |Q| se obtiene como |Q| = X |A| X!, donde |A| es la matriz diagonal
de los valores absolutos de los autovalores de Q, X es la matriz cuyas columnas son
los autovectores correspondientes a cada autovalor, y n;; = (&, ) es el vector normal
unitario en la frontera comin de C; y C}, dirigido hacia el exterior de la celda C;. En
el Q-esquema de Van Leer, |Q| se evalia en el estado intermedio:

. Ur+uy
="y

3.3 Discretizacion del término fuente

La fuente discreta bidimensional G en cada subcelda Tj; en el tiempo n se define
como ([4], [17], [19], [20] y [21]):

U = X1~ |A|JAH)X Gy + Gy, (4)

donde, si H representa la distancia al fondo desde un nivel de referencia fijo, entonces

0
Gy = 2 dij )
i+ b H; — H,
2 dij

es decir, también se descentra este término. Aqui d;; es la distancia del nodo ¢ al
nodo j (ver Figura 2). G aproxima la pendiente de friccién en el centro de cada

celda:
0

Gy=| gh7(=Sp)}

ghi(=55,)i
Sustituyendo el flujo discreto (3) y la fuente discreta (4) en (2), se tiene para cada
i y cada n la discretizacién del modelo (1):

U'T'lJrl — :l n n
TAi + Z 17511275 = Z Ay Wi

JEK; JEK;

donde A;; es el drea del tridngulo T;; (ver Figura 2). Esta ecuacién dé un algoritmo
explicito para encontrar el valor de las variables de interés en cada volumen finito
C; en cada tiempo n, en donde sélo falta tener en cuenta si el volumen finito tiene
especificada una condiciéon de contorno, y definir el tamano de paso temporal para
asegurar la estabilidad.
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3.4 Paso temporal y algoritmo

El paso temporal corresponde a la condiciéon CFL y esta dado por:

At < min

i, jeK; <2 (\/u2 4+ 0% + c)ij> ’

donde c es la celeridad. En casos de fuerte pendiente se producen inestabilidades, lo
que ha obligado al uso de un coeficiente corrector de 0.8 [4].

4. Simulaciones numéricas con GUADFlow-2D

4.1 Ejemplo 1: Canal con bordo

Este ejemplo tiene como fin ilustrar cémo influye un obstéculo en el fondo de un canal
y cémo se alcanza el flujo permanente. Para esto se considera un canal de 25m de
largo por 1m de ancho con bardas laterales de 0.1 m de ancho y 3m de altura. El
canal tiene un bordo que inicia a los 8 m y termina a los 12m, ver Figura 4.

Figura 4. Terreno del canal con bordo.

4.1.1 El terreno, la triangulacién y condiciones iniciales y de frontera

El terreno con el bordo considerado corresponde a tomar el fondo z de acuerdo a la
férmula

1) 0.2—0.05(x —10)?, si 8<z<12,0<y<1
z xay -
0 en otro caso,

siendo z la longitud sobre el canal a partir del extremo izquierdo. En este caso,
para la triangulacién se tomé un error maximo de cota de 0.01 y el lado maximo de
tridangulo 0.25. La malla resultante consta de 6 024 tridngulos con 3277 nodos. En la
Figura 5 se muestra una parte del terreno con la malla triangular.

Como condiciones iniciales se considera un nivel de 2m y velocidad nula en las
dos direcciones en todo el canal. Para las condiciones de contorno se considera uno
de los tres casos considerados en [4]: Flujo subcritico. Se especifica una condicién de
entrada en la parte izquierda del canal fijando un caudal Q de 4.42m?/s. En la parte
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Figura 5. Triangulacién de una parte del terreno de canal con bordo.

derecha del canal se establece una condicién de salida de 2m para el calado. En este
caso se consideré un parametro de fricciéon constante en todo el terreno de 0.01. El
tiempo de simulacién fue de 120 segundos, registrando datos cada segundo.

4.1.2 Resultados

Este es un ejemplo de flujo subcritico, es decir el nivel del agua estd determinado por
la condicién de frontera aguas abajo [4]. También corresponde a un flujo lento con
disminucién del calado sobre el bordo. Esto implica un aumento en la velocidad sobre
el bordo. En las Figuras 6, 7 y 8 se muestra la evolucién del calado hasta alcanza el
régimen permanente.

= Guadiew 24 =8

Seccion animada
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Figura 6. Nivel de agua a los 21 segundos a lo largo del canal.
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Figura 7. Nivel de agua a los 30 segundos a lo largo del canal.
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Figura 8. Nivel de agua a los 80 segundos a lo largo del canal cuando se ha alcanzado el
régimen permanente.
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4.2 Ejemplo 2: Compuerta con abertura

Al estudiar este ejemplo se quiere ver en qué medida los datos arrojados por la simu-
lacién satisfacen la conservacion de masa, que se puede resumir como: el volumen
que entra debe ser igual al que sale mas el que permanece.

4.2.1 El Terreno, la triangulacién y condiciones iniciales y de frontera

El terreno corresponde al etiquetado como Ejemplo 3 que se encuentra disponible en
http://www.inclam.com/, pero con una pequena modificacién: se eliminé un pedazo
de barda cerca de la esquina inferior izquierda para establecer alli una condicién de
flujo de entrada. El pedazo eliminado fue de 11 em de largo por 50 ¢m de profundidad
desde el nivel de la barda, ver Figura 9. Basicamente es un terreno bardeado de 2.74m
por 2.80m y casi partido horizontalmente a la mitad por una barda interior que no
es continua sino que permite comunicacion de flujo entre las dos mitades del terreno.
La barda tiene una altura de 2m y todo lo demés es plano con una altura de 1m, asi
que para llenar este espacio, se requiere aproximadamente 7m? de agua.

La triangulaciéon se genera de manera automatica tomando en cuenta dénde estan
situadas las condiciones de frontera y las variaciones del terreno. En la Figura 9 se
muestra una triangulacién del terreno tomando error méximo de cota igual a 0.1 y
lado méximo de tridngulo igual a 1.0. Como condicién inicial se toma terreno seco.
Se consideran dos condiciones de frontera, una de entrada y otra de salida. En la
de entrada se establece un caudal de 0.02m?/s durante los primeros 10 segundos,
el cual se hace descender linealmente hasta 0 durante los siguientes 10 segundos. A
partir de los 20 segundos y hasta los 120 segundos que tarda la simulacién, el flujo
de entrada es nulo en esta condicién. La condicién de salida se establece en la misma
barda izquierda pero més arriba como se muestra en la Figura 9, de tal manera que
el flujo salga de la mitad superior del terreno. En esta condicién se establece un flujo
fijo nulo al nivel de la barda. Esta condicién mas bien tiene fines operativos pues el
ejemplo original en el que se estaba interesado no consideraba salida, y sin embargo
el paquete necesita al menos una de entrada y una de salida. Asi que se establecié
allf fijando el flujo en 0m?/s.

Se consider6 un parametro de friccién constante en todo el terreno de 0.1. El
tiempo de simulacién fue de 120 segundos, registrando datos cada segundo. Este
dato no corresponde al tamano de paso usado para avanzar en el tiempo, el cual es
mucho mas pequeno y se establece mediante criterios internos tomando en cuenta la
estabilidad del método usado.

4.2.2 Resultados

Como ya se menciond, con este ejemplo se desea estudiar qué tanto se satisface la
conservacién de masa al aproximar numéricamente las ecuaciones de Saint-Venant.
De acuerdo al flujo de entrada durante la simulacién lo que permanece mas lo que sale
debe ser igual a 0.3 m3. Las simulaciones muestran que la cantidad de agua acumulada
durante la simulacién fue de 0.3014m?, ya que el agua alcanzé aproximadamente una
altura de 0.044 m como se observa en la Figura 10, que corresponde a la seccién que
va de la esquina inferior derecha hasta la barda superior pasando por la abertura que
comunica las dos mitades. En la Figura 11 se ilustra el avance global del agua y el
médulo de la velocidad en todo el terreno a los 11 segundos.
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Figura 9. Triangulacién y condiciones de entrada y salida del Ejemplo 2.
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Figura 10. Nivel en una seccién a los 119 segundos para el ejemplo de la compuerta.
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Figura 11. Avance global del agua y médulo de velocidad en todo el terreno a los 11 segundos.

4.3 Ejemplo 3: Rio ciudad

Con este ejemplo se pretende conocer cémo se desborda un rio sobre una ciudad o
sobre sus margenes. En la Figura 12 se tiene una vista del rio con la ciudad. Los
datos de este terreno son cortesia del INCLAM, S. A. En estos casos es importante
saber qué tanto se desborda y en qué tiempo se lleva a cabo esa afectacién.

4.3.1 El terreno, la triangulacién y condiciones iniciales y de frontera

El terreno que se muestra en la Figura 12 tiene una inclinacién de la esquina superior
derecha a la esquina inferior izquierda, de tal manera que el rio corre siguiendo esta
inclinaciéon. Entre el rio y la ciudad hay un bordo de contencién, y en la parte
intermedia del rio se muestra los pilotes de un puente. La triangulacién también se
genera de manera automética tomando en cuenta donde estan situadas las condiciones
de frontera y las variaciones del terreno. En la Figura 13 se muestra una parte del
terreno que incluye el puente con su respectiva triangulacién, tomando error maximo
de cota igual a 0.1 y lado méximo de tridngulo igual a 10.0. Estos parametros
generaron en todo el terreno un total de 219265 nodos y 435 819 tridngulos.

Las condiciones iniciales se obtuvieron de una corrida previa iniciada en seco, y
son las que se muestran en la Tabla 1 y en la Figura 14. La condicién de entrada se
mantuvo constante en el tiempo con 20 m?3/s, y la condicién de salida se mantuvo
constante en el tiempo con 0 m3/s (compuerta cerrada).

Se consideré un parametro de friccién constante en todo el terreno de 0.20. El
tiempo de simulacién fue de 7200 segundos (dos horas), registrando datos cada 40
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Figura 13. Parte del terreno del Ejemplo 3 con su triangulacién.

segundos.

4.3.2 Resultados

Media hora después de iniciada la simulacién se alcanza aproximadamente el nivel

és comienza

s

la parte final, como se muestra en la Figura 15. Despu

del rio en

,

maximo
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Longitud | Nivel de terreno | Nivel de agua | Velocidad u | Velocidad v
m m m m/s m/s
0 417.870 420.212 —-0.271 —0.260

200 416.369 420.020 —0.171 —0.227
400 416.824 419.875 —0.163 —0.288
600 417.457 419.700 —0.141 —0.315
800 417.555 419.235 —0.200 —0.252
1000 417.045 418.796 —0.188 —0.283
1200 416.570 418.118 —0.213 —0.048
1330 415.800 417.918 —0.283 0.081
1400 415.841 417.834 —0.260 0.200
1600 415.911 417.594 —0.222 0.250
1850 415.299 417.052 —0.356 0.009
2150 414.239 416.828 —0.662 —0.067
2350 414.049 416.786 —0.030 —0.123
2660 413.833 416.770 —0.006 —0.006

Tabla 1. Condicién inicial. La longitud del rio se mide a partir del extremo superior derecho.

Figura 14. Condiciones iniciales.

el desborde del cual se muestran dos momento que corresponden a una hora después
de iniciada la simulacién (Figura 16), y a dos horas después (Figura 17). Estos
mismos momentos de la simulacién se muestran en las Figuras 19, 20, 21 y 22, pero
correspondiendo a la secciéon que se muestra en la Figura 18.
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[ a4

Figura 15. Nivel del rio 30 minutos después de iniciada la simulacién.

S

Figura 16. Nivel del agua una hora después de iniciada la simulacién.

5. Conclusiones

El modelo de Saint-Venant es un sistema hiperbdlico de tres ecuaciones con tres
incognitas. Para su deduccién se hace uso de multiples hipétesis que cumplen las
aguas someras o poco profundas, pero el conjunto de flujos de agua que cumple estas
hipétesis es mas amplio, y entonces se espera que Saint-Venant modele bien no solo
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P

Figura 17. Nivel del agua dos horas después de iniciada la simulacién.

Seccién observada

‘a @

Figura 18. Seccién observada.

las aguas poco profundas sino flujos en este conjunto mas amplio.

El software GUAD-2D y en particular el tratamiento numérico del modelo con el
esquema, de volimenes finitos, es un método exitoso para la simulacién numérica de
flujos de agua como los canales o rios, pues los ejemplos numéricos muestran buenos
resultados en cuanto a la conservacion de la masa, y en cuanto al tratamiento de
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® GuadView 2d
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Figura 19. Nivel inicial del agua en la seccién observada.

¥ GuadView 2d

Seccion animada

e TERRENO W NIVEL T=1800.07

0 50 100 150 200 250 300
Distancia (metros)

Tiempo (seg) 1800.07 (46/180)

Figura 20. Nivel del agua en la seccién observada media hora después.

flujos con valores pequenos como es el caso del ejemplo de la compuerta con abertura;
también en cuanto al manejo de cambios de régimen como se muestra en el ejemplo
del canal con bordo. Asimismo muestra un comportamiento aceptable al simular con
terrenos reales como el de la ciudad con rio, en donde se ha usado un terreno extenso
y una malla muy fina. Por el hecho de ser el método de volumenes finitos un método
explicito y con las capacidades de computo actuales, las simulaciones son en tiempo
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Seccién animada
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Figura 21. Nivel del agua en la seccién observada una hora después.

¥ GuadView 7d

Seccién animada
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Figura 22. Nivel del agua en la seccién observada dos horas después.

real si los periodos de observacién de interés no son exageradamente pequenos.
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