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En este trabajo desarrollamos un criterio para seleccionar un polinomio cuadrético
en la solucién de sistemas no li-neales por homotopia polinomial.

In this work we develop a criteria for select a quadratic polynomial in the solution of
no linear systems by polynomial homotopy.
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1. Introduccién

Resolver un sistema de n ecuaciones con n incognitas es equivalente a encontrar los
ceros de una funcién F : R" — R". Esto es,

F(z) = 0. (1)

Uno de los métodos para resolver (1) es el método homotdpico, el cual consiste
en perturbar (1) usando una funcién de apoyo G : R® — R" y una homotopia H :
R"*1 — R", entre F'y G, definida como

H(z,t) = tF(z) + (1 — t)G(). (2)

En este nuevo sistema, la funcién G(x) se elige de tal manera que sus raices sean
conocidas. Asi, las soluciones del sistema (1) viven en el conjunto de nivel H=1(0) y
corresponden a t = 1. Como H va de R"™! a R", si H es de clase C' y cero es un
valor regular de H, entonces el conjunto H~1(0) es una 1 — variedad, es decir, es la
unién de curvas y a cada una de las componentes de este conjunto se les llama curvas
homotdpicas [5].

Dado que

H(z,0) = G(2),
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la estrategia para encontrar una raiz de F'(x) consiste en elegir una raiz zy de G(x) y
recorrer la curva homotépica v que pasa por (g, 0), comenzando en ¢ = 0 hasta llegar
at =1, que es donde se obtiene una raiz de F'(x). A priori, esta trayectoria puede
presentar ramificaciones y no alcanzar una solucién en ¢t = 1, pero si ambas funciones,
F(z) y G(x), son funciones de clase C?, el teorema de Sard permite garantizar que
para casi cualquier condicién inicial zg, la curva homotépica v(p) alcanza en t = 1
una solucién del sistema (1), [2].

Dentro de las funciones de apoyo G que se han trabajado en la literatura destacan

las polinomiales, en particular, la homotopia de punto fijo, la cual corresponde a un
polinomio lineal [1, 4]. En el caso de la homotopia polinomial se eligen polinomios
que tengan raices simples y existen al menos dos estrategias para elegirlos. Una es
tomar G de tal manera que tenga tantas raices como F', es decir, si F tiene d raices
se toma G(x) = H;lzl(x — a;). Asi, para encontrar las raices de F' se recorren las
trayectorias homotdpicas que pasan en los diferentes puntos de partidas (a;,0) [4].
El problema que se presenta en este caso es que puede ocurrir que dos trayectorias
homotdépicas converjan a la misma raiz de F'y por lo tanto al recorrer todas las curvas
homotopicas no se obtienen todas las raices de F. Ademds, es necesario conocer el
numero de raices de F'. Una alternativa para esta homotopia es tomar un polinomio
de grado pequeno pero garantizar que al recorrer las curvas homotodpicas se van a
alcanzar todas las raices. En particular, se conjetura que es posible elegir G de tal
manera que todas las raices de F' se encuentren en una sola curva homotoépica y por
lo tanto solo se necesita un punto de partida.
En la homotopia de punto fijo G es de grado uno, tiene una sola raiz y dependiendo de
la eleccion de ésta, la curva homotdpica puede contener o no todas las raices. En un
trabajo anterior [9] se presenté un criterio para hacer la eleccién de G basados en el
trabajo de Kuno-Seader para homotopia de punto fijo [6]. Debido a que para sistemas
de dos variables la homotopia de punto fijo presenta problemas que es posible superar
con una homotopia polinomial de grado dos [10], en este trabajo se analiza el caso
cuando G es una funcién polinomial en una variable y en particular se analiza el caso
cuando se tiene un polinomio de grado dos.

2. Homotopia Polinomial

Cuando k = 1, la homotopia polinomial consiste en tomar la funcién de apoyo

Glx)=(x—ri)(x—r2) - (x—19). (3)

Asi, tenemos la homotopia

d
H(xz,t) = tF(x) + (1—t) [ [ (@ = ). (4)
k=1

En general, si k > 1, entonces la funcién G es una funcién vectorial cuyas entradas
son funciones polinomiales de grado d como (3). En particular en el caso d = 2,
decimos que la homotopia es cuadratica y la funcién de homotopia es,

H(z,t)=tF(x)+ (1 —t)(x —r1)(z —r2) (5)
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Un problema interesante es determinar una estrategia para elegir las dos raices de
G de tal manera que ellas y todas las raices de F' se encuentren en la misma curva
homotoépica. Si esto ocurre, entonces partiendo de cualquiera de ellas se pueden
encontrar todas las raices. Este problema lo analizaremos en la siguiente seccién.

3. Homotopia cuadratica para una ecuacion

Con el fin de mostrar como cambian las curvas homotdpicas, en una homotopia
cuadratica, a medida que varian las condiciones iniciales, presentamos los siguientes
dos ejemplos, uno muestra el caso de una funcién par y el otro el de una funcién
impar.

Example 3.1. Resolver la ecuacién cubica

fa(z) = 2® — 622 + 11z — 6 = 0, (6)

usando una homotopia cuadratica.

Al aplicar la homotopia cuadratica a la ecuacién (6), ésta se transforma en,

H(z,t) = t(2® — 62° + 11z — 6) + (1 — t)(z — 0, ) (x — z0,) = 0.

Vamos a fijar zo, = —3, para tener un grado de libertad en la eleccién del punto
de partida. Asi,

H(z,t) = t(z® — 62% 4+ 11z — 6) + (1 — t)(z + 3)(z — x0,) = 0. (7)

En la figura 1, mostramos las curvas de nivel que se obtienen de la ecuacién (7) al
variar zo,.

Las figuras 1 (a) y 1 (b), corresponden a =z, = -1y z, = 0,
respectivamente. En cada una de ellas podemos observar que el conjunto H~1(0)
esta formado por dos componentes homotépicas. En ambas fi- guras, tanto xp, como
xo, Se encuentran sobre la misma componente, la cual pasa por las tres raices de

f3(z).

Para zg, = 1y xg, = 3, tenemos las figuras 1 (c) y 1 (e), respectivamente. Estas
muestran que el conjunto H ~1(0) esta formado por cuatro componentes, de la cuales,
la componente que pasa por xg, no pasa por las raices de f3(x), mientras que la
componente que pasa por o, es la que pasa por las tres raices de f3(x).

En cambio, para zp, = 2, en la figura 1 (d) se muestra que la componente de
H~1(0) que contiene a x¢, no pasa por las raices de f3(z), mientras que la componente
de H~1(0) que pasa por zg, se bifurca en tres componentes que tienen la caracterfstica
de que cada una contiene una raiz de f3(z); por lo que siguiendo la direccién de una
trayectoria solamente se puede obtener una raiz de f3(z) partiendo de xg,. La figura
1 (f), corresponde a zo, = 4 y el conjunto H~1(0) que se muestra estd formado por
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Figura 1. Curvas de nivel de H(x,t) = 0 para f3(z) y zo, = —3.

13

dos componentes, de las cuales, una contiene a x, pero no pasa por las raices de f3(z)
y la otra contiene a xg, y a las tres raices de f3(x). Aqui es importante observar que
las figuras 1 (a), (b) y (f) muestran que atin cuando H~1(0) no es conexo, es posible
tener todas las rafces de f3(z) en una componente de H~1(0).

Example

3.2. Resolver la ecuacién cudrtica
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fa(z) =2t =522 +4=0, (8)

usando una homotopia cuadratica.

Usando una homotopia cuadratica, la ecuacién (8) se lleva a

H(z,t) = t(z* — 522 +4) + (1 — t)(z — 0, )(x — x0,) = 0.

Fijando de nuevo zy, = —5 tenemos que

H(x,t) = t(z* — 522 +4) + (1 — t)(z + 5)(x — z0,) = 0, (9)

En las figuras 2 y 3 mostramos las curvas de nivel correspondientes a la ecuacién
(9) para diversos valores de x,.

Las figuras 2 (a) y 2 (b), corresponden a zg, = —3 y %o, = —2, respectivamente.
Allf se muestra que una de las componentes de H~1(0) contiene tanto a x¢, como a
T, ¥ que esa componente no pasa por las raices de fy(x), las cuales se encuentran en
la otra componente de H~1(0), por lo que no es posible alcanzar las raices de f4(x)
desde las condiciones iniciales.

La figura 2 (c), corresponde a x, = —1.5, y muestra que la componente de H~1(0)
que contiene a xp, sélo pasa por la raiz x = —2. Mientras que la componente de
H~1(0) que contiene a xg, pasa por las otras tres raices de fy(x).

Para z, = —1, la figura 2 (d) muestra que la componente de H~1(0) que contiene
a 7o, solamente pasa por la raiz x = —2 y que la componente de H~*(0) que contiene
a g, sblo pasa por la raiz x = —1. Las otras dos raices de fy(z) se encuentran en
otra componente, por lo que no es posible alcanzarlas partiendo desde las condiciones
iniciales.

Las figuras 2 (e), 2 (f) y 3 (g), corresponden a xg, = —0.5, zg, = 0y x9, = 0.5,
respectivamente. En ellas se observa que la componente de H~1(0) que contiene a
To, ¥ To, pasa por dos raices de fi(x), la cuales son x = —2 y x = —1, mientras que
las otras dos rafces de f4(z) se encuentran sobre otra componente de H~1(0), por lo
que no es posible alcanzarlas.

Para z, = 1, la figura 3 (h), muestra que la componente que contiene a xy, pasa
por z = —2 y x = —1, pero que después llega a una bifurcacién en la cual se debe
elegir el camino de homotopia que se va a seguir; de dicha eleccién dependerd si se
pasa por alguna de las otras raices de f4(z), motivo por el cual, si partimos desde
esta condicién, a lo méds obtendremos tres raices de fy(z). Por otra parte, si partimos
de xp, nos encontramos con otra bifurcacién, al elegir uno de los caminos que salen
de la bifurcacién a lo més se pueden alcanzar dos raices de fy(x).

Para xo, = 1.5 y xo, = 2, las figuras 3 (i) y 3 (j) muestran que la componente
de H~1(0) que contiene a g, pasa por tres de las rafces de f4(r), que son z = —2,
r = —1y x =1, mientras que la componente de H1(0) que contiene a x(, pasa por
la raiz restante de fy(x).
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Las figuras 3 (k) y 3 (1), que corresponden a xo, = 3 y zp, = 5, muestran que
tanto xp, como zg, se encuentran sobre la misma componente, la cual contiene todas
las raices de f4(x).
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Figura 2. Curvas de nivel de H(x,t) = 0 para fa(z) y zo, = —5.

Esto ultimo nos motiva a generar un criterio que garantice la soluciones de una
ecuacién usando homotopia polinomial.
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Figura 3. Curvas de nivel de H(x,t) = 0 para fi(z) y o, = —5.

4. Criterio para elegir el polinomio

Cuando se aplica una homotopia polinomial a una ecuacion en general se tiene que
resolver la ecuacién H(z,t) = 0. Cuando H es de clase C! y cero es un valor regular
entonces se tiene que las componentes de H~1(0) son curvas diferenciables y estamos
interesados en establecer condiciones necesarias para que exista una sola componente
en este conjunto de nivel. Trabajaremos con las condiciones necesarias porque las
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condiciones suficientes en general son dificiles de verificar para un sistema dado [3, 7].
Dentro de los puntos del dominio de H, los que contribuyen fuertemente en la ge-
ometria de las curvas de nivel, son los puntos criticos de H, ya que éstos determinan
los valores extremos de la funcién y para valores cercanos a estos se generan com-
ponentes en los conjuntos de nivel correspondientes. En consecuencia una funcién
con un mayor numero de puntos criticos, tendra un mayor nimero de componentes.
Para evitar esto o reducir el nimero de componentes de H~1(0) es necesario elegir
las raices r; de tal manera que se minimice el nimero de raices del gradiente de H.

Como el gradiente de H es

DH(z,t) = (tF'(z) + (1 — t)G'(z), F(z) — G(z)),

para minimizar el nimero de puntos criticos es suficiente con que mi- nimicemos el
ntmero de rafces de F(x) — G(z). Por ello, si se desea una funcién G de tal manera
que todas las raices de F' estén en una misma componente de H~1(0), es necesario
que el nidmero de raices de F(z) — G(x) sea minimo. Asi, un criterio para elegir la
funcién G es tal que sus raices r; para i = 1,...,d formen una d-ada que pertenezca
al conjunto

A={(y1,.-,ya) €R" - N(y1,...,ya) = min N(2)},
donde N(z) es el ntimero de raices reales del polinomio F(z) — ngl(x — z;), para
zZ = (21,...,Zd).

En el caso d = 1, tenemos G(z) = (z — r1), la homotopia es de punto fijo y el
criterio coincide con el criterio de Kuno Seader, [9, 6]. En este caso, el problema de
minimizar se traduce a encontrar de nuevo raices de la derivada y de igual manera
puede resultar dificil de verificar. Lo que vamos a mostrar en el siguiente resultado
es que para el caso de homotopia cuadratica el criterio se puede verificar conociendo
el intervalo donde se encuentran las raices.

Proposition 4.1. Sea ¢(x) = F(z) — G(x), donde G es un polinomio de grado d
como en (3). Si G tiene una tnica rafz r; dentro del intervalo (a1, @2), donde «; son
raices consecutivas de F para j = 1,2. Entonces ¢(z) tiene una raiz en el intervalo
(o1, ).

Demostraciéon Sean a; y as raices consecutivas de F.

p(a1) = —G(o)

plaz) = —G(az).

Supongamos que ambas tienen el mismo signo, es decir que ambas son positivas o
negativas.

Si ambas son positivas, entonces como G(r;) = 0, G tiene un minimo en (aq, as), el
cual tiene que ser negativo porque 7; es una raiz simple. Aplicando el teorema del
valor intermedio a G obtenemos una nueva raiz de G, lo cual es una contradiccién
porque 7, es la tUnica raiz de G en (aq, az).

De igual manera si ambas son negativas, G debe tener un minimo y se llega con el
mismo argumento a una contradiccién. Por lo tanto, tenemos que G(ay) y G(az2)
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tienen signos diferentes, lo que implica que ¢ tiene una raiz en el intervalo (aq, ).

Este resultado en particular nos dice que para minimizar el nimero de raices de
, es necesario tomar las raices de G fuera del intervalo que contiene las raices de F.
Esto se traduce para la homotopia de punto fijo que se debe tomar r; de tala manera
que todas las raices de F' se encuentren en el rayo (—oo,71) o (r1,00). En el caso de
homotopia cuadratica el resultado sugiere que se deben tomar r; y ro de tal manera
que ambas cumplan la condicién dada para r; en la homotopia de punto fijo, lo cual
se traduce en que todas las raices estén a la derecha de r1 y ro, todas las raices estén
a la izquierda o que el intervalo (r1,r2) contenga todas las raices de F. Nosotros en
particular hemos trabajado con este 1ltimo el cual ha resultado desde el punto de
vista computacional mas adecuado como podemos observar en las figuras 1,2,3.

5. Conclusién

Cuando se aplica la homotopia de punto fijo o la cuadratica para resolver una
ecuacién, es posible establecer un criterio para calcular todas las raices de F' desde
un punto de partida. En el caso de homotopia de punto fijo es necesario tomar rq
mayor que todas las raices de F' o menor que éstas. Para la homotopia cuadrética
un criterio es elegir las dos raices 1,72 de G de tal manera que las raices de F' estén
en el intervalo (ry,72). Asi, basta con tener una idea en que intervalo se ubican las
raices de F' para hacer una buena eleccién de G o simplemente tomando las r;’s lo
suficientemente grande en valor absoluto también se puede garantizar este criterio.
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