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Analizamos un fluido simple de un solo componente en estado de coexistencia liquido-
vapor, el cual, bajo ciertas condiciones de frontera forma una intercara esferoidal. Uti-
lizando el método del tensor de esfuerzos, en una aproximacién de campo medio, hemos
calculado el gran potencial. Este representa la cantidad de energia requerida para man-
tener esta intercara, el resultado se evalua en la aproximacion del perfil de densidad
a un escalén. Hemos obtenido las expresiones microscépicas de las propiedades inter-
faciales las cuales son la tensién superficial, la curvatura espontdnea y las constantes
de rigidéz.

We analize a simple fluid of one component in the liquid-vapour coexistence state.
Under some boundary conditions it is present the formation of a spheroidal interface.
By using the stress tensor method, in a mean field approach, we have calculated the
grand potential. This, represents the requerid energy to support the interfase, the
result is evaluated within the step-like approach for the density profile. We then
obtain the microscopical expressions of the interfacial properties such as the surface
tension, sponateneous curvature, and bending rigidity.

Palabras clave: liquido-vapor; tensor de esfuerzos; perfil de densidad; tension superfi-
cial.
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1. Introduccién

El céalculo de las propiedades interfaciales ha sido de interés desde hace mucho tiempo,
particularmente en la intercara que se forma en un fluido simple de un solo com-
ponente en estado de coexistencia liquido-vapor [2, 1]. Estas propiedades son, la
tensién superficial de una intercara plana -y, la curvatura espontanea cg, la constante
de rigidéz de flexién K y la constante de rigidéz asociada con la curvatura Gaussiana
k. En el caso de una intercara plana, la unica propiedad interfacial es la tensién su-
perficial para la cual los valores tedricos y experimentales concuerdan. Sin embargo,
para una intercara curva todas las propiedades estdn presentes y el andlis es mas
complicado. Trabajos pioneros en esta direccion, se basaron en el andlisis de Laplace
que relaciona la tensién superficial y la diferencia de presién de una gota liquida [2, 3].
Sin embargo, este método incluye solo en forma parcial la contribucién debida a las
curvaturas. Una ruta mas eficiente para realizar esta tarea es a través de la teoria
fenomenoldgica de Helfrich, la cual propone un modelo para expresar la energia libre
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de la superficie en potencias de las curvaturas media y Gaussiana a segundo orden [4].
La ecuacion para la energia libre de Helfrich describe la cantidad de energia necesaria
para mantener una configuracién de la intercara curva, en la cual se introducen las
propiedades de la superficie como un conjunto de pardmetros fenomenolégicos. No
obstante, la ecuacién de Helfrich proporciona informacion sobre el diagrama de fases
en sistemas complejos, y hace posible la investigacion de fluctuaciones alrededor de
la superfice que representa el estado de equilibrio. Mas aun, el modelo de Helfrich es
ampliamente utilizado para comparar las energias libres microscépicas de superficies
en equilibrio con diferentes curvaturas [6, 5].

Otra cuestion que surge en la descripcion de intercaras curvas es la localizacién de
la superficie divisoria de Gibbs. Un desplazamiento en la localizacién de la intercara
no modifica el valor de la tensién superficial, pero si altera el valor de las constantes
de rigidez. Aunque el origen de la discrepancias de estas cantidades no se debe
exclusivamente a la elecciéon de esta superficie, es importante tener un criterio bien
establecido para poder fijarla. Esta tarea ya ha sido realizada en un trabajo previo
[6] y en este trabajo se omite una discusién al respecto.

En el presente trabajo estudiamos el sistema liquido-vapor cuando la intercara que
separa ambas fases del bulto tiene una geometria esferoidal. Usamos la teoria de
funcionales de la densidad de fluidos inhomogéneos, por la ruta del tensor de esfuer-
zos. Aplicamos la teorfia al modelo de van der Waals, construimos una expresién
microscdpica para el gran potencial. El procedimiento es similar al que se ha seguido
en un trabajo previo para otras geometrias [6]. Sin embargo, en este trabajo in-
troducimos una aproximacién que es valida para cualquier geometria. Considerando
que el potencial de interaccion es de corto alcance, desarrollamos esta cantidad en
potencias de las curvaturas hasta segundo orden y calculamos las propiedades de in-
terfaciales del sistema. El trabajo esta desarrollado de la siguiente manera: en la
seccion II presentamos la teoria de funcionales de la densidad; en la seccién III, se
presenta el esquema para obtener el tensor de esfuerzos para la geometria de interes;
los resultados principales se muestran en la seccién IV y en la secciéon V hacemos una
breve conclusién.

2. Teoria de funcionales de la densidad

El punto de partida de nuestro analisis consiste en proponer un funcional de la den-
sidad, el cual contiene toda la informacién del sistema. Por tanto, el gran potencial
se propone como [1],

Qp(M)] = Flp(M)] + [ = Vear (r)]p(7), (1)

donde F[p(7)] es la energia libre de Helmholtz, p es el potencial quimico, y V.. es el
potencial externo.

El valor del perfil de densidad en el punto de equilibrio se obtiene minimizando el
gran potencial como
OF[p(7)]

—op Vel =0, (2)

Esta ecuacion en general no tiene una soluciéon analitica, sin embargo podemos
construir una aproximacién utilizando el tensor de esfuerzos. A continuacién des-
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cribimos las lineas generales de este método sin proporcionar detalles, pero el lector
interesado puede consultar las referencias [7, 8].

El equilibrio termodinamico implica que el sistema esté en equilibrio térmico,
quimico y mecanico. El primero implica que la temperatura sea la misma en to-
dos los puntos del sistema, el segundo que el potencial quimico es el mismo en todas
las fases del sistema para cada una de las especies, y el equilibrio mecénico para un
fluido homogéneo equivale a decir que la presién es la misma en todos los puntos
del sistema. Sin embargo, para un fluido inhomogéneo la presiéon es un tensor, y
debe satisfacer una ecuacién de balance de fuerzas. En este sentido, la ec. (2) puede
ser transformada a una ecuacién de balance de fuerzas al multiplicarla por Vp, y
manipulando se obtiene una ecuacién de la forma

V.6 = pVViur, (3)
donde & es el tensor de esfuerzos y pVe,+(7) es la fuerza externa por unidad de &rea.

El tensor de esfuerzos no es unico ya que siempre se le puede sumar un término
cuya divergencia se anule. Esta libertad de norma se manifiesta directamente en el
tensor de esfuerzos, como veremos mas adelante.

La naturaleza del sistema sugiere una separacion del tensor de esfuerzos en sus
contribuciones homogénea o e inhomogénea G;,;, i.e.

0 =00+ Giph- (4)

La parte homogénea comprende las fases del bulto en las que el perfil de densidad es
uniforme, mientras que la regién inhomogénea es aquella para la cual Vp(7) # 0.

La contribucion de las fases homogéneas esta dada por

5o = [f(r,[p]) = (1 = Veur (r)) po] 1, ()

i

+ ., satisface

donde I es el tensor unitario. Mientras que la contribuciéon inhomogénea &
la relacion,

Vo (r) = %mww) V£ po), (6)

donde la energia libre de Helmholtz es

Flo(r)] = / 47 f (. [po)).

La energia libre del sistema se obtiene integrando la componente normal del tensor
de esfuerzos sobre todo el espacio. Al igual que el tensor de esfuerzos, esta energia se
puede separar en dos contribuciones, una debida a la region homogénea y otra debida
a la regién inhomogénea [8].

QU] = [ dro(7) = [ aroi ) - [ drod). (7)

La region homogénea que contribuye con términos de la forma presién por volumen,
se pueden obtener sin dificultad. Sin embargo, en este trabajo estamos interesados
en la regién inhomogénea, por lo cual ignoramos la contribucién a la energia debida
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a las fases de bulto. De aqui la contribucién mas relevante a la energia libre, en la
cual nos centramos en este trabajo es:

7)) = [ dro (7). (8)

Observamos que conociendo la componente ath se pueden obtener las propiedades
de la superficie, por lo tanto la tarea es calcular o;,;,. Esto, fue ya hecho exitosamente
por J. K. Percus y Romero-Rochin [9], quienes calculan de primeros principios el

tensor de esfuerzos en su forma mas general

1 o
&%(T)://O T:YVgp(r—k)\r')éfo(r ( )\)r’p)d)\dr'

1
dp(r + Ar')
1
—V,,// dXdr' A,V p(r 4 Ar') —
0

dfo(r — (1 =Nr';p)
dp(r + Ar') '

H Y ap(r + X))

Este tensor de esfuerzos es simétrico, y estd construido para una energia libre
arbitraria, es decir que no depende del modelo. Aplicando este resultado al modelo
de van der Waals, que es el modelo mas sencillo para describir la coexistencia de fases

Flo(7)] = / dFf (p()) +
%/d?/ A (7 = 1) p(F)p(r7),

obtenemos el tensor de esfuerzos

‘ 1 ol
5331,(7?) = *5/ dr’/o dA\p(7 — (1 — N)7) x

S )V yp(F + AF) —
1 1
5vy/ i [ dap(F— (1= \)a() x
0
r;,[r;VI/p(F-i- A7) — 1) N op(F+ A7) (9)

El resultado depende exclusivamente del perfil de densidad, del potencial de inter-
accién y es independiente de la geometria de la intercara. En realidad la geometria
la define el perfil de densidad. Por ejemplo para una geometria plana p(7) = p(z),
para una intercara esférica p(7) = p(| 7 |). En general para cualquier sistema de co-
ordenadas si £ es la coordenada normal, el perfil de densidad es una funcién exclusiva
de esta cantidad p(7) = p(§). En este trabajo en particular, estamos interesados en
una intercara esferoidal prolata, lo cual implica que necesitamos conocer el tensor de
esfuerzos en coordenadas esferoidales, esta es la tarea que se realiza a continuacion.
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3. Geometria esferoidal y el tensor de esfuerzos

Conviene mencionar algunas caracteristicas de estas coordendas, teniendo en cuenta
que existen diferentes parametrizaciones, en particular adoptamos la siguiente:

(x,y,2) = f(sinh & sinn cos ¢, sinh € sin 7 sin ¢, cosh £ cosn), (10)

donde f es el foco del elipsoide y & € [0,00], n € [0, 7], ¢ € [0,27]. En esta notacién
¢ es la coordenada normal, mientras que n y ¢ son las coordenadas angulares en un
punto de la superficie.

Para un elipsoide prolato, a = by ¢ son los semi-ejes. Para un elipsoide de tamano
&o los semi-ejes menores se localizan en n = 7, ¢ = 0, a = b = fsinh&p; el semi-eje
mayor como n = 3, ¢ = 5, ¢ = fcosh&.

Para un punto arbitrario sobre la superficie, el vector de posicién es:

7= hi(sinhgcoshfég — cosnsinné,), (11)
3
con he = f(sinh &2 + sinn?)3.

Los vectores unitarios se calculan facilmente siguiendo el procedimiento estandar
[10], estos son:

1 A N .
ée = h—f(coshé“sinn cos ¢1 + cosh € sinnsin ¢j + sinh € cos nk), (12)
1 A R N
éy = h—g(sinhfcosn cos ¢t + sinh € cos nsin ¢j — cosh € sinnk), (13)
és = —sin $i + cos B, (14)

donde € es el vector unitario que indica direccién en la que crece la coordenada
normal {, y equivalentemente para los vectores €, y €, en las coordenadas angulares.

La matriz de transformacién entre los vectores unitarios de las coordendas carte-
sianas a esferoidales es:

i coshésinncos¢ sinh&cosncos¢ —sing ¢
j | = ” cosh&sinnsing sinh&cosnsing  cos ¢ € (15)
i ¢ sinh & cosn cosh&sing 0 €s

El operador gradiente en estas coordenadas, se puede obtener facilmente con-
siderando la funcién escalar ¥ = W({,0,¢) y su variacién d¥ = V¥ - d7, por lo
que

e 0 &, 0 &4 0
V=—=x+——++—7, 16
he 96 hyon Ty 00 (16)
donde h¢ = h,, y hy = fsinh{sinn.
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Con esta parametrizacion se pueden calcular las curvaturas media y gaussiana
facilmente, las cuales se muestran a continuacién [10]:

Para la curvatura gaussiana se obtiene

12
K= s (1)
f2(sinh” € + sin” )2
mientras que para la curvatura media
— cosh £(2sinh? € + sin? ) (18)

2 sinh &o(sinh? € + sin2 7)3/2

Aunque existen diferentes procedimientos para obtener las componentes del tensor
de esfuerzos en coordendas esferoidales, seguimos un procedimiento simple transfor-
mando directamente el tensor de esfuerzos, a partir de su expresién en coordenadas
cartesianas

o= O-’I‘Tii + U;rygj + O—mz%]% + Uyrjg + Uyyjj + Uyzj]:ﬂ +
o.ki + azyicj' + 0., kk. (19)

Sustituyendo esta transformacién de coordendas entre los vectores unitarios ec.
(15), se obtiene

T = Ogelele + Opny + 0op€sCs- (20)

Observamos que la expresion resultante es diagonal y depende de las componentes
cartesianas del tensor de esfuerzos. Sin embargo, para ser consistentes con la geome-
tria adoptada es necesario expresar el perfil de densidad como una funcién exclusiva
de la coordenada normal. Haciendo esto para la componente normal, resulta

1 1

O = —5// f3(sinh? ¢’ + sin 7)) sinh &’ sinn'df’dn’/ d o (]7']) x
0

27 cosh &’ cosn’ sinh € cosn Op(7e + Afer)

plre = (1= A7) (Sinh2 € + sin? 7) o0&

(21)

donde se ha introducido la notacién 7 = r¢é¢ para indicar que el perfil solo depende
de la parte normal del vector 7= r¢é¢ +1,¢, y en forma equivalente 7 = r¢/é¢ para
el vector 7 = rgéer + 1y éyy.

La energia libre para la intercara, se obtiene integrando esta componente sobre el
espacio disponible. En la proxima seccion discutiremos la energia libre para una gota
liquida de tamano arbitrario.
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4. Energia libre de la intercara esferoidal

La energia libre requerida para mantener una intercara con geometria esferoidal es:

1
Qunlpl = — [ artem) [[an' [ g fsint € +sin ) sin e sinf ()
cosh &’ cosn’ sinh € cosn Op(Fe + AFe)
(sinh? ¢ + sin? 7)) 73

/Od)\p(Fg—(l—)\)f'g/) (22

Aqui, el factor contenido en la componente normal ec. (21), se puede identificar
como el producto escalar de los vectores 7 y Vp(Fe + Aer), es decir

cosh &’ cosn' sinh & cosn Op(Fe + Arer)
(sinh? € + sin? 7)) o€

=7e - Vp(re + M), (23)

La expresién para la componente normal del tensor de esfuerzos se reduce a

L[ 5! . . . L
7= = [ a7 [ ol = @)l )i - o+ i) (29

de donde podemos eliminar el pardmetro A mediante la relacion,

Dp(F + A7)

Tavap("?_k)‘f/) = I\

(25)

El resultado para el gran potencial debido a la contribuciéon de la regién inho-
mogénea es,

Ya que el gran potencial obtenido depende exclusivamente del perfil de densidad
y del potencial de interaccién, conociendo el primero de ellos, se pueden obtener las
propiedades interfaciales. Al carecer de un método directo que nos permita obtener
esta cantidad, es inevitable introducir ciertas aproximaciones y verificar que los re-
sultados sean consistentes con los de trabajos previos. Una aproximaciéon que ha sido
ampliamente usada con buenos resultados es la del perfil escalén [5, 6],

p(re) = pib(re, +1¢) + puf(re —rey)- (26)
siendo p; v p, las densidades del liquido y del vapor, respectivamente.
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Introduciendo la aproximacién y después de algunas simplificaciones
hehy;

Vp(re) - Vp(re) = (Ap)?3(re — e, )8(rg — g, ). (27)

El elementos de volumen dr = f3h¢hnh§d¢dnd§ , ¥ su equivalente en el sistema
primado, sustituyendo en el gran potencial

éf M éf/
hshl,

2
Q= _% / FPRLR! hdd dn de! / FPhghyhedé dn do

-
/

Blre = 150~ ) [ " dsi(s 4+ (F—7Y2). (28)

La aparicion de la funcion delta de Dirac en el integrando de la coordenada normal
&, facilita los célculos y el gran potencial que se obtiene es

Ap)? >
Qs = —E0E [ 2 uinntas! [ 1 hatadnasec-ée [ ds
0

x@(s + (F—1")?|,,). (29)

Para evaluar esta cantidad aproximamos la superficie de la intercara, a un parabo-
loide . La aproximacién es ampliamente justificada si el radio promedio de la superficie
de la intercara es muy grande comparada con el rango del potencial de interaccion
entre las moléculas. Entonces, la superficie se puede aproximar localmente como un
plano mas términos de correccién [11]. La figura 1 describe tal aproximacién.

Figura 1. Aproximacién local a una superficie curva.

Construimos ahora un sistema local de coordendas en la vecindad de un punto «
sobre la superficie. La normal en ese punto es 7, por tanto eligiendo el eje z paralelo
a este vector, las coordenadas = e y caen sobre el plano tangente a la curva en las
direcciones de los radios principales de curvaturas Ri(«) y Ra(a). En este sistema,
la curvatura se puede describir como

_1 x2 y2
= 2[R1(a) * RQ(O[)
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donde la métrica estd dada por g = 1+ [Vz,(z,y)]?, v el producto escalar de las
normales es i, - ig = g_%. Adicionalmente tenemos

2 42
(V2)? = w + R (31)
donde - <1 ,R% < 1.
Asi, en esta aproximacién
Qi,nh, = - dS1 dSQ dS< = )
L+ 5+ ”—2
st (L +y2) (32)
v alEt

Desarrollando el binomio de Newton que define la métrica y reteniendo el término
de segundo orden. En forma equivalente desarrollando el el potencial de interaccién
a segundo orden

1 1/ z? y2) 3(332 y2>2
g:zl—(+ +-l=+t55) +---, (33)
1+ 2\R? " R}) '8\ R? ' RZ
1 2
1 a? g TR L AT T
<s+x +y +2(R2+R§)) = w(s+a +y )+2<R%+R%>w’(s+x +y )+.... (34)

Sustituyendo en el potencial de interaccién, y manteniendo los términos hasta
segundo orden.

Desarrollando cada uno de los términos, finalmente la expresion para ;,;:

th_—Ap /dS/dx/dy/ dsio(s + a2 +y Ap /dS
y2
/dm/dy/ ds[ <R2+R2>~(3+$2+y2)]+.... (35)

Nos quedamos a segundo orden en el inverso del radio de curvatura para comparar
con el modelo fenomenolégico. Realizando las manipulaciones pertinentes,

n(Ap)? [ . 7(Ap)? [ 1 1
Qinh = _/ dsl |: 9 ‘/O' T3 dTW(’rz) - 16 R2 + ?

% / . drd)(rQ)] . (36)
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Aqui notamos
1 1
2H? - K = (+) (37)
RY R}
Este resultado es comparado con el modelo fenomenolégico de Helfrich

QS:/ds{fy—4/{coH+4liH2+RK}. (38)

Las propiedades interfaciales en este nivel de aproximacién son las siguientes:
La curvatura espontanea

co =0, (39)

la tensién superficial

v = _WATp) /000 3 dro(r?), (40)

y las constantes de rigidez

n 2
25+ K = (?76@ / 5 dra(r?). (41)

El resultado para la tensién superficial ésta de acuerdo con el que se han obtenido
en trabajos previos desde otros puntos de vista [12, 6]. El valor para la curvatura
espontanea es el que se esperaba en este nivel de aproximacién del perfil de den-
sidad [6], también notamos que hay una contribucién de la rigidez, el cual esta en
abierta discrepancia de las predicciones de otros puntos de vista [5]. Es un hecho bien
conocido que este valor depende de la eleccién de la superficie divisoria de Gibbs.

5. Conclusiones

Hemos analizado las propiedades de la intercara que se forma entre un liquido en
equilibrio con su vapor, cuando ésta se encuentra formando una superficie esferoidal.
También, hemos obtenido una expresién microscopica de la energia requerida para
su existencia. Atn cuando el resultado obtenido para el gran potencial ec. (26), es
valido en general para cualquier tamano de la gota, y para el perfil de densidad del
sistema (exacto), en ese estado no es posible hacer prediciones de las propiedades
fisicas con las cuales comparar. En este sentido, se han realizado aproximaciones
pertinentes para obtener expresiones microscopicas de las propiedades interfaciales a
partir de este resultado general. Nuestros resultados descansan bédsicamente en dos
aproximaciones; primero, suponer el perfil de densidad como una funcién escalén, y
la segunda consiste en suponer que el radio promedio de la superficie que representa
la intercara es grande comparado con el rango del potencial de interaccién, de tal
manera que la superfice se puede aproximar como un paraboloide. Con estas aproxi-
maciones, las propiedades de la superficie son ficilmente obtenibles. Nuestro gran
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potencial, ec. (36), ha sido comparado con el modelo fenomenoldgico de Helfrich ec.
(38) y asi se identifican las propiedades interfaciales. Estas propiedades dependen
exclusivamente del potencial de interaccién. El valor calculado para la tensién super-
ficial y la curvatura esponténea, estdn de acuerdo con los obtenidos mediante otros
puntos de vista por [5, 6, 12]. El valor de las constantes de rigidez son diferentes a
los encontrados en la literatura. Es prosible que ésta discrepancia tenga su origen, o
bien en la eleccién de la superficie divisoria de Gibbs, o a la forma en que se propone
la separacién de la energia libre en sus contribuciones de bulto y superficie. Como
tarea pendiente queda realizar el anélisis para una geometria curva arbitraria.
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