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Este trabajo considera los aspectos computacionales de la aplicacién del método de
elemento finito para la solucién de un problema eliptico bidimensional con condiciones
de frontera mixtas. En particular se trata la generacién automadtica de una malla
irregular sobre un dominio no trivial. Lo aqui expuesto tiene aplicacién directa en la
solucién numérica de problemas tipo Stefan en 2D.

The matter of this work are some computational aspects of the application of finite
element method to the numerical solution of a 2D elliptic problem with elementary
mixed boundary conditions. In particular, an automatic generation of an irregular
mesh in an irregular domain like an L inverted is presented. This material could be
applied to numerically solve some Stefan type problems in 2D.
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1. Introduccién

El problema eliptico considerado en este trabajo es de la forma:

—vAu+au=f,enw CR? (1)
u = gg sobre 7, (2)
g% = g1 sobre 71, (3)

donde v > 0, @ > 0, w un dominio en forma de L invertida cuya frontera v = dw es
la unién disjunta de v9 = 01 U702 ¥ 71 = Y11 U 712 U713 U 714. Ver figura 1. Estos
problemas y dominios resultan al aproximar numéricamente la solucién de problemas
tipo Stefan en un dominio rectangular 2 en el cual el subdominio en forma de L
contiene una sustancia cuya concentracién se difunde de acuerdo al modelo eliptico
planteado y que en la interface -y tienen lugar reacciones que hacen que esta se
mueva hacia el punto A. Con esto, se espera que los fendmenos més interesantes se
den alrededor de la interface, por lo cual es necesario usar una malla que esté de
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Figura 1. Un dominio w en forma de L invertida.

Figura 2. Malla para el dominio w irregular.

acuerdo con estos requerimientos.

Como la formulacién tedrica de elemento finito para el tipo de problemas elipticos
(1)-(3) se describié con suficiente detalle en [5], aqui nos concentraremos en los aspec-
tos computacionales asociados con la generacién automatica de la malla propuesta,
la cual es como se muestra en la figura 2, y en las consecuencias que esta modificacién
tiene en los cédlculos posteriores implementados en el programa ELIGOG1SKY, que
se implementé para resolver por elemento finito el problema (1)-(3) en un dominio
rectangular w y para el cual 7y y 71 son como en la figura 3.
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Figura 3. Un dominio w rectangular con malla regular.

2. Definicién y generacion automatica de la malla

La malla usada es como se muestra en la figura 2 donde la caracteristica principal es
que estd formada por rayos por un lado y por el otro por lineas horizontales/verticales
mas cercanas unas de otras cuanto mas cercanas estan de la interface.

Una vez visualizada la forma de la malla, para su uso computacional, debe gene-
rarse automaticamente, es decir, se debe tener un algoritmo para dados los puntos A,
By C, los valores NT B, NTA y una regla de distribucién de las lineas verticales y
horizontales, se conozcan los nodos, etiquetandolos con un ntimero 1,2,...,IN, y sus res-
pectivas coordenadas, se conozcan los tridngulos que forman la malla, etiquetdndolos
con un nimero 1,2,.....T, y estableciendo la relacién de los vértices de cada tridangulo
con los nodos globales, lo cual es importante para llevar a cabo eficientemente los
calculos de las integrales asociadas con el método de elemento finito.

La numeracién de nodos que se usa para esta malla se muestra en la figura 4 y en
la cual se debe resaltar que primero se numeran los nodos interiores (incluidos los de
la frontera ~; pues también son nodos incégnita) y se dejan para el final los nodos de
la frontera -y que son nodos en donde se conoce la solucién.

La numeracion de tridngulos se ilustra en la figura 5 y lo que hay que notar en ella
es que se numeraron primero los tridngulos que no tienen vértices en la frontera ~yg.
Esto se hace asi solamente porque permite establecer la relaciéon entre nodos locales y
nodos globales con un algoritmo similar al usado para establecer esta relaciéon como
en el caso del dominio y malla usados en [1], ya que el dominio de L invertida y la
malla mencionada se pueden transformar de manera afin a un rectangulo y una malla
uniforme como la de la figura 3.
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Figura 4. Numeracién de nodos para w y malla irregulares.
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Figura 5. Numeracién de tridngulos para w y malla irregulares.
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Para establecer las lineas verticales, las cuales deben estar menos espaciadas cuanto
mas cerca estén de la interface, se mapean los puntos

T
0j=ix ————, 1=0,1,.., NTB,
! 2NTB
del intervalo [0,1] a los puntos a; sobre el intervalo [zc, zb] via la transformacién
(zb — xc)0* + xc.

La interseccién de las rectas verticales definidas asi cortan al segmento C'B en
puntos cuya abscisa define las rectas horizontales. Los NT'H/2 — 1 puntos en cada
segmento de la frontera que definen los rayos estan igualmente espaciados, asi que
es facil localizarlos y encontrar la interseccién de cada uno de estos con las rectas

verticales y con las rectas horizontales. El algoritmo que se usé para hacer todo esto
se muestra en el apéndice.

Siendo 73, la coleccién de tridngulos K que forman la particién de w al usar la malla
mencionada, se define como en [1], para K € 7, :

P(K)={p: K =R |p(z,y) = a+bx+cy},
Hy(w) = {v € C(w) : v |ge P (K), VK € 7},
Vi(w) = {v € Hyp(w) : up = go sobre 7o},
Wi(w) ={v € Hy(w) : v(n;) =0, Vn; € 7o}

3. El sistema lineal a resolver

Como se vi6 en [1], si se define
V={veH" (w):v=gosobre v}

y
W ={ve H"(w):v=0sobrey},

entonces el problema variacional asociado con nuestro problema eliptico es: Encontrar
u € V tal que

1// Vu - Vodzdy + a/uvdmdy = / f vdzdy +/ g1 vdy, Yv € W, (4)

71
y para usar elemento finito una opcién es usar los subespacios de dimensién finita V},
y W), contenidos en V' y W respectivamente y resolver el problema

(5)

Encontrar uy, € Vj, tal que
a(un,vn) =< fyon >, Yo, € Wy,

donde

G;(’U,h,U}I,) = V/ Vuy - Vo, + Oé/Uh’Uh
w w
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< f,on >:/fvh+/ glvh,d’Y'
w 71

Asumiendo que {v’f, ol UZ_H, - vf{,} es la base para Hj, y {v’f, . n} es la base para
W, se tiene que si u = (u1, .., un) es el vector de aproximacién para la solucién u en
cada nodo:

uj =up(ng), j=1,.....,N,

para n; el nodo j de la discretizacién de w, u; = go(n;) para j =n+1,..N

N

h

up, = E u;vj
j=1

)

y que las u; deben satisfacer

N
Zu] ol ;l =< f,ol > — Z uja(vl, ;L) ,i=1,..,n, (6)
j=n+1
0 equivalentemente
Au = b, (7)

donde a;; = a(v]',v}) y b =< f, vl > — E] "1 uja(vl,vlh). La matriz A es simétrica
y definida positiva , por lo cual el vector solucién u existe y es tunico, asi que la
aproximacion uy, a la solucién wu existe y es tinica. Para el cdlculo de los elementos de
la matriz A se hace uso de la propiedad de aditividad de la integral y de la forma en

que se discretizo el dominio w:

aij = Z (VVoll - Vv + avlv h) (8)

112 siij

I
BN

3
2,
3
<
<

<

—N

1/6 sm‘:j]_ (9)

Como en la mayoria de los tridngulos las funciones v y 11] tendran valor cero, no es
eficiente fijar una 7 y una j y moverse sobre todos los trlanguIOb con el fin de calcular
a;j. Lo que se hace es moverse sobre cada tridngulo K, calcular:

K K 1/6 sil=p
Area(K)[v(Vy - Vo,') —|—a{ 1//12 siltp ]
paracadal = 1,2,3 y cada p = 1,2,3, siendo vl( las funciones base locales del tridngulo
K, y acumular este valor a a;; si el nodo local [ corresponde al nodo global ¢ y el
nodo local p corresponde al nodo global j. Debe tenerse en cuenta, ademas, que si @
y j son menores que n, la participacién es para A, mientras que sii <ny j >nla
participacion es para b; y finalmente, si ¢ > n no hay participacién ni para A ni para
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b. Todas estas ideas se usaron ya en el agoritmo para el cdlculo de A en [1], as{ que
se usa el mismo.

Dado que
N
biZ/fJ'*/ quidy = Y wja(vi,v))
w Y1 j=n+1

y en [1] se mostré cémo se pueden calcular las integrales involucradas al moverse
tridngulo por tridangulo y como se deben de ensamblar al respectivo b;, y los calculos se
hacen solo en términos de Area(K) y de las coordenadas de los nodos, aqui tampoco
afecta usar una malla no uniforme, con tal de que se tengan las coordenadas de los
nodos y la relacién de nodos locales con globales. En resumen, a partir del programa
ELIGOG1SKY se modificé solo el algoritmo con el que se establecen las coordenadas
de los nodos y la relaciéon entre nodos locales con globales y con esto se tiene el
programa ELIELE que resuelve el problema eliptico (1)-(3) en un dominio w como el
de la figura 2, en donde también se ilustra qué parte de la frontera es vy y ~1.

4. Ejemplo numérico

Se considera el dominio w en forma de L invertida definido por los puntos A =
(-1/2,-1/2), B = (1/2,1/2) y C = (0,0), a = 1, v =1, g0 =0, g1 = 0, y
f(x,y) = (a+ 2vm?)sen(mx)sen(my). Para estos datos la solucién exacta es u(x,y) =
sen(mx)sen(my).

Se ejecutd el programa ELIELE con NTB = 16 y NTH = 32, resultando una
malla como la de la figura 6 y obteniéndose la solucién aproximada que se muestra
en la figura 7. En la figura 8 se muestra la solucién exacta.

En las figuras 9 y 10 se muestran las curvas de nivel de la solucién exacta y de la
solucién aproximada, respectivamente.
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Figura 7. Solucién aproximada con una malla de 16 x 32.
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Figura 8. Solucién exacta con una malla de 16 x 32.
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Figura 9. Curvas de nivel para la solucién aproximada.
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Figura 10. Curvas de nivel para la solucién exacta.

Apéndice

A. Algoritmo

25

Listing 1. Seudocédigo en FORTRAN 90 para construir la malla radial en el dominio L

invertida, coordenadas y relacién de nodos locales con globales.

Datos entrada:
A=(a(1),a(2)),B=(b(1),b(2)),C=(c(1),c(2)) ,NIB,NTA.
Datos salida:
coor(i,j), Coordenadas j de los mnodos i
de acuerdo a la numeracion
preestablecida.
nodo(i,j): nodo global al que corresponde el nodo
local i del triangulo j.

Inicio instrucciones:
incB=1/NTB;
NTAS2=NTA/2;
! Parte inferior de la L invertida:
incAl=(c(2)—a(2))/NTAS2;
incA2=(b(2)—a(2))/NTAS2;
NNI=(NTA+1)NTB;
! calculo de las lineas wverticales:
coor (1 ,NNI+1)=c(1);
coor (2 ,NNI+1)=a(2);
do j=1NTB
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t=incBx*]j ;
w(i)=(b(1)—c(1))+t72 + c(1);
! numeramos los mnodos de la linea horizantal
coor (1,1)=w(j);
coor (2,j)=a(2);
end do
! se calculan las y para cada recta radial:
do i=1,NTAS2
! primer nodo de cada linea:
coor (1 ,NNI+1+i)=c(1);
yl=a(2)+incAlxi;
coor (2 ,NNI+1+i)=y1;
! nodos restantes de las lineas radiales
y2=a(2)+incA2x*i;
do j=1NTB
2=(w(J)=b (1)) % (y2-y1)/(b(1)—c (1)) +y2;
! numeramos los nodos de la linea diagonal
coor (1, i«NTB+j)=w(]);
coor (2, 1*«NIB+j)=z;
end do
end do
! Parte superior de la L invertida :
incx1=(c(1)—a(1l))/NTAS2;
incx2=(b(1)—a(1))/NTAS2;
! primer nodo linea wvertical
coor (1,(NTA+1)«(NITB+1))=a(1);
coor (2 ,(NTA+1)*(NIB+1))=c (2);
! los otros nodos
do j=1NTB
! calculo de las lineas horizontales
t=incBxj ;
w(j)=(b(2)—c(2))xt"2 4+ c(2);
! numeramos los nodos de la linea wvertical
coor (1 ,NTA«NTB+j)=a(1);
coor (2 ,NTA«NTB+j )=w(] );
end do
! se calculan las = para cada recta
NTAS2M1=(NTAS2+1)«NTB;
do i=1,NTAS2-1 ! (para cada linea diagonal de derecha a izq)
xl=c(1l)—incx1x*1i;
! primer nodo:
coor (1 ,NTBx (NTA+1)+NTAS2+i+1)=x1;
coor (2 ,NTBx* (NTA+1)+NTAS2+i+1)=c (2);
! los otros mnodos.
x2=b(1)—incx2xi;
NTAS2MINTB=NTAS2M1+ (i —1)*NTB;
do j=1NTB
z=(w(j)=c(2))*(x2—x1)/(b(2)=c(2))+ x1;
! numeramos los nodos de la linea diagonal
coor (1 ,NTAS2MINTB+j )=z
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coor (2 ,NTAS2MINTB+j )=w(] );
end do
end do

! se establece la relacion entre nodos locales con nodos globales.
! triangulos interiores:

do i=0NTA-1
indt=2%(NTB—1)*1i
do j=1,NTB-1
numt=indt + 2xj
indn=numt/2 + i
nodo (1 ,numt—1)=indn
nodo (2 ,numt—1)=indn+1
nodo (3 ,numt—1)=indn+NTB+1
nodo (1 ,numt)=indn
nodo (2 ,numt)=indn4+NTB+1
nodo (3 ,numt)=indn+NTB
end do
end do

! triangulos frontera iquierda :

indt=2+(NTB—1)+NTA
indn=NTBx* (NTA+1)
do i=1NTA
numt=indt + 2xi
nodo (1 ,numt—1)=indn + i
nodo (2 ,numt—1)=(i —1)«NIB + 1
nodo (3 ,numt—1)=1*«NTB + 1
nodo (1 ,numt)=indn + i
nodo (2 ,numt)=1«NIB + 1
nodo (3 ,numt)=indn + i + 1
end do

fin del algoritmo.
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