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Sumario. Al analizar la familia de las trayectorias parabólicas que siguen los proyectiles lanzados con distintos ángulos 

de tiro pero igual rapidez inicial, encontramos que existen tres miembros de las secciones cónicas que corresponden con 

dos propiedades circulares, una elíptica con dos significados físicos y otra parabólica. Obtenemos cada una de las sec-

ciones cónicas, discutimos su significado físico y propiedades universales en el problema de lanzamiento de proyectiles. 

Con una de las propiedades circulares presentamos un método para determinar la parábola de seguridad y la elipse que 

une las posiciones de altura máxima. 

 

Abstract.   By analyzing the parabolic trajectories that follows the missiles shuttled with different angles but same ve-

locity, we find there are three groups of conical sections that bellows to a pair of circular properties, one elliptic with 

two physical meaning, and other parabolic. We obtain each one from the conical sections, discussing his physical mean-

ing and universal properties. Using one of such properties we show a method to obtain the safety parabola and the el-

lipse that joint the maximum height positions. 

  

Palabras clave.  Physics education, 01.40.-d, teacher training, 01.40.J-. 

 

 
1 Introducción  
 
El problema del movimiento de proyectiles es parte de 

los cursos introductorios de la mecánica clásica.  La físi-

ca moderna comienza con las investigaciones de Galileo 

del movimiento de proyectiles en un medio sin resisten-

cia.  Ingeniosamente Galileo representa el movimiento 

en dos componentes, una en dirección vertical con acele-

ración uniforme (de acuerdo con su ley de la caída libre 

de los cuerpos) y la otra es el movimiento horizontal con 

velocidad constante.  DE esta forma concluye que la tra-

yectoria de los proyectiles es una parábola. 

 En este trabajo describimos propiedades interesantes 

que se encuentran cuando se analiza a la familia de tra-

yectorias de proyectiles que son lanzados desde un mis-

mo punto con la misma velocidad inicial pero con dife-

rentes ángulos de tiro respecto a la horizontal desde 0º 

hasta 180º.  Mostramos que existen que existen propie-

dades parabólicas (aparte de la trayectoria parabólica), 

elípticas y circulares. Ilustramos de qué manera el estu-

diante puede “descubrir” y demostrar que la curva (elip-

se) que une los puntos donde la velocidad radial es cero 

coincide con la que une las posiciones de máxima altura.  

Con la propiedad circular damos un método alternativo 

para encontrar la parábola de seguridad y la elipse críti-

ca. 

 

2 Parábola de seguridad  
 

Este es un problema antiguo que aún ha sido reconside-
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rado por varios autores. Consiste en hallar la envolvente 

de la familia de todas las trayectorias correspondientes a 

proyectiles que son lanzados desde el origen de coorde-

nadas en todas direcciones con la misma velocidad ini-

cial. 

 Aquí indicaremos un método para obtenerla que es 

particularmente simple
1,2,3

. Mas adelante vemos otro mé-

todo usando una propiedad circular del tiro parabólico. 

La ecuación de la trayectoria parabólica de un proyec-

til lanzado desde el origen con velocidad v0  y ángulo de 

tiro α es: 

                       ( )
2

2

2

0

1
2

gx
y xu u

v
= − +                         (1) 

con  tanu α= . 

    La figura 1 muestra dos trayectorias de esta familia 

correspondientes a dos valores del parámetro u, junto 

con la porción derecha de la envolvente buscada. 

    Dado un punto de coordenadas ( , )x y  los valores 

de u para los cuales este es alcanzado son las raíces re-

ales de la ecuación (1) que al rescribirse en la forma ca-

nónica: 
2 0au bu c+ + = , es 

  
2 2

2 0 0

2

2 2
1 0

v v y
u u

gx gx

 
− + + = 

 
           (2) 

dependiendo de los valores del discriminante 
2 4 ,D b ac= −  la Ec. (2) puede: 

 i) No tener soluciones reales si D<0,  ii) Tener dos 

soluciones reales si D>0,   iii) Tener una raíz real si D 

=0. 

 Físicamente significa que un punto A para el que D>0 

puede ser alcanzado por dos ángulos de tiro distintos.  

Ningún punto B para el que D<0 puede ser alcanzado 

por un proyectil lanzado con velocidad v0 en cualquier 

dirección.  El caso D =0 corresponde al conjunto de pun-

tos C que solo pueden ser alcanzados al lanzar el proyec-

til en una dirección.  La condición D =0 nos permite en-

contrar la envolvente buscada o línea de seguridad y que 

divide al plano en dos regiones: Una donde los puntos 

pueden ser alcanzados por dos proyectiles y la otra don-

de ningún punto puede ser alcanzado por algún proyectil. 

De la relación  
2

2 2

0 0

2

2 2
4 0

v v y
D

gx gx

   
= − =   
   

 

se obtiene la ecuación de la envolvente: 
2 2

0

2

0
2 2

v gx
y

g v
= −  ,  que corresponde a una parábola. 

  

3 Elipse crítica 
 

En el artículo [4] se demuestra que la curva que une las 

posiciones de los puntos de altura máxima de las trayec-

torias de los proyectiles lanzados desde el origen con ve-

locidad v0 en distintas direcciones corresponde a una 

elipse.   

Para encontrar esta curva recordemos que las ecua-

ciones de las trayectorias de los proyectiles lanzados 

desde el origen con velocidad v0  y ángulo de tiro α son 

        
2

0 0

1
cos ,

2
x v t y v tsen gtα α= = −             (3) 

el tiempo tm en alcanzar la altura máxima es 

0

m

v sen
t

g

α
=  (para el que y’=0). Así entonces las coor-

denadas del proyectil al tiempo tm son 

 
2 2

20 01
cos ,

2
m m

v v
x sen y sen

g g
α α α= =              (4) 

usando las identidades trigonométricas 
22 cos 2 y 2 1 cos 2sen sen senα α α α α= = −  las ecua-

ciones (4) se pueden rescribir como 

( )
2 2

0 02 , 1 cos 2
2 4

m m

v v
x sen y

g g
α α= = −       (5) 

eliminando el ángulo α de las ecuaciones (5) obtenemos 

el lugar geométrico de los puntos de altura máxima 

                     
( )

22

2 2
1

mm
y bx

a b

−
+ =                         (6) 

donde 
2

0

2

v
a

g
=  y 

2

0

4

v
b

g
=  , esto es a = 2b. La Ec. (6) re-

presenta una elipse centrada en el punto (0,b) con ejes 

menor y mayor dados por 2b y 2a, respectivamente. La 

excentricidad es 
3

2
e =  y no depende de ningún detalle 

del movimiento, en ese sentido, decimos que es univer-

sal. 

 
Figura 1.  Trayectorias 

de dos proyectiles lan-

zados desde el origen 

con velocidades igua-

les y el lado derecho 

de la parábola de segu-

ridad. Los puntos A. B 

y C, corresponden a 

los casos D<0, D>0 y 

D=0, respectivamente.  
 

Figura 2.  Trayecto-

rias de varios proyec-

tiles lanzados desde 

el origen con veloci-

dades iguales a dife-

rentes ángulos, elipse 

crítica y parábola de 

seguridad. 
 

 

Como se observa en la figura (2), el vértice derecho 

de la elipse corresponde al caso de un proyectil con al-

cance máximo. Las coordenadas de estos puntos son 

xm=a y ym= b. Como las trayectorias son simétricas con 

respecto a los puntos  sobre la elipse el alcance de cual-

quier proyectil es 
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2

02 2m

v
R x sen

g
α= =       (7) 

por lo tanto el alcance máximo esta dado por 

          
2

0

max 2
v

R a
g

= =     .                    (8) 

Para obtener el ángulo correspondiente a la trayectoria 

de alcance máximo, de acuerdo con (7) y (8): 

( )max
2 1sen α = , i.e. el máximo alcance se obtiene cuan-

do 
max

4

π
α = .  De esta forma hemos maximizado el al-

cance del proyectil sin usar el cálculo diferencial. 

 

4 Elipse de retorno 
 

Si nos preguntamos ¿Qué parte de la trayectoria del pro-

yectil se aproxima o se aleja del punto de lanzamiento? 

Tendremos que calcular la velocidad radial 

2 2
r x y= +� � �  y verificar en que parte 0r <� , 0r >�  o 

0r =� .  Lo mas natural es ver primero si es posible en-

contrar el lugar geométrico de todos los puntos (x,y) de 

la familia de trayectorias para los cuales 0r =� . Lo pri-

mero que podemos ver es que para los puntos de la elip-

se de coordenadas (0,0) y (0,2b), 0r =� . Esto lleva a 

sospechar que la elipse podría contener a todos los de-

más puntos para los cuales 0r =� .  Para resolver este 

problema procedemos como sigue: usando las ecuacio-

nes de la trayectoria, la velocidad radial r�  se anula para 

los valores de t que son raíces de la ecuación 

( )2

1
0

2

d r
rr xx yy

dt
= = + =� � � ,  que se reduce a 

2 2 2 3

0 02 3 0v t v gt sen g tα− + = .  

La raíz cero (no-relevante) corresponde al punto de lan-

zamiento.  Así r�  se anula en los instantes 

20 03 3 8

2 2 9

v v
t sen sen

g g
α α

±
= ± −                (9) 

con ( )0,180α ∈ ° . Los puntos ( ),A x y
± ± ±

=  (ver figura) 

corresponden a estas dos raíces si, y solo si, ellas son re-

ales.  En ese caso la distancia radial ( )r t del proyectil, 

primero se incrementa para tiempos comprendidos entre 

el punto de lanzamiento y A-.  En el punto A- la distancia 

( )r t   alcanza un máximo local, y entre A- y A+ la distan-

cia radial ( )r t  decrece con el tiempo hasta que el pro-

yectil alcanza un mínimo local en A+.      Finalmente, 

después de A+  la distancia radial ( )r t  se vuelve monó-

tona creciente.  Entonces entre A- y A+ el proyectil se es-

tá acercando al origen y únicamente lo hace así entre es-

tos dos puntos. Los puntos ( ),A x y
± ± ±

= se calculan con 

(9) en (3)  
2

203 8
cos

2 9
±

 
= ± − 

 

v
x sen sen

g
α α α  

 
2 2

20 03 8

4 9
±

 
= − ± − + 

 

v v
y sen sen sen

g g
α α α  

En términos de de los semiejes de la elipse a y b estas se 

pueden rescribir de la forma 

2 8
2 cos

9
±

 
= ± − 

 
x b sen senα α α  

2 8
4

9
±

 
= − ± − + 

 
y bsen sen sen bα α α           (10) 

para que los puntos A
±

 existan se requiere que 

8 / 9senα > . Nótese que los dos puntos A
±

 coinciden en 

c
A A A

− +
= =  para el ángulo ( )8 3=

c
arcsenα   

70.53°� . La figura (3) muestra tres trayectorias, una pa-

ra α>70.53°, otra para α<70.53° y la de α= 70.53°.  

De las Ecs (10) obtenemos para α = 70.53°   

( )
4

2,1
3

c

b
A = . 

   Si sustituimos los valores de las coordenadas de Ac 

directamente en la ecuación de la elipse vemos que tam-

bién este punto pertenece a ella. 

La trayectoria del proyectil lanzado con el ángulo α = 

70.53° toca tangencialmente a la elipse en Ac. 

Para encontrar el lugar geométrico de todos los  pun-

tos A
±

de las trayectorias de los proyectiles lanzados con 

velocidad v0 en todas las direcciones eliminamos α de 

las Ecs (10). Como se sospecha que seguramente ha de 

coincidir con la elipse critica procedemos a eliminar α 

de la forma siguiente: Dividimos a x
±

 entre 2 y restamos 

b de y
±

 para obtener 

2

2

8
3 cos ,

2 9

8
3 1

9

x
b sen sen

y b b sen sen sen

α α α

α α α

±

±

 
= ± −  

 

  
− = − ± −   

   

 

elevando al cuadrado estas últimas ecuaciones y suman-

do los resultados obtenemos después de algunos cálculos 

elementales que 

( )
2 2

2 2
1

y b x

b a

± ±
−

+ =  

ésta es la misma elipse que une a los puntos de altura 

máxima. Los puntos de altura máxima y los puntos don-

de la velocidad radial es cero comparten el mismo lugar 

geométrico pero evidentemente no coinciden punto por 

punto a excepción de los puntos de coordenadas (0,0) y 

(0,2b). 

Con estos resultados podemos ver que, de la misma 

forma que la parábola de seguridad divide al plano en 

dos regiones, una donde los puntos pueden ser alcanza-

dos por dos proyectiles y otra donde los puntos no pue-

den ser alcanzados por ningún proyectil, la elipse tam-

bién divide al plano en dos regiones. En todos los puntos 
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que se encuentran en los segmentos de trayectoria que 

estén fuera de la elipse el proyectil se aleja del punto de 

lanzamiento; mientras que en todos los puntos que se en-

cuentren en la porción descendente de la trayectoria y 

que este dentro de la región encerrada por la elipse el 

proyectil se acerca hacia al punto de lanzamiento.    

La figura 3 muestra un segmento de la elipse de retor-

no,  tres segmentos de trayectorias de proyectiles y sus 

intersecciones con la elipse, para los tres casos: I): α = 

75º > αc con tres intersecciones, el punto de crítico M; 

+A  y 
-A . II): α = αc = arcsen√8/3 ≈ 70.53º, mostrando 

la intersección con el punto de crítico M y las dos inter-

secciones coincidentes con  el doble punto  de contacto 

tangencial en 
cA . III): α = 60º < αc, para el cual r(t) 

siempre se incrementa, y la única intersección en el pun-

to crítico M. Exceptuando este último, todas las intersec-

ciones i. e. A+, A. ó Ac, tienen la propiedad de que 0r =� . 

 

5 Propiedades circulares  
 
Supongamos que ocurre una explosión en el origen de 

coordenadas al tiempo t = 0, después todos los fragmen-

tos son dispersados en todas direcciones con velocidad 

v0. ¿Dónde se encuentran localizados todos los fragmen-

tos después de un tiempo t>0? Podemos responder fá-

cilmente esta pregunta si nos imaginamos que los frag-

mentos se mueven en ausencia de gravedad: en cualquier 

instante t ellos se localizan en una esfera  que se expande 

con un radio 0r v t=  y cuyo centro se localiza en el ori-

gen. Con gravedad esta esfera expandiéndose uniforme-

mente, cae libremente (3) como un todo con la acelera-

ción de la gravedad. Esto es, la coordenada y  del centro 

de esta esfera en un instante t es y =-gt
2
/2, y el plano xy 

interseca la esfera a lo largo del circulo cuya ecuación es 
2

2 2 2 2

0

1

2
x y gt v t

 
+ + = 
 

                  (11) 

esta ecuación define una familia de círculos en donde se 

localizan los fragmentos en un tiempo t. 

      La figura 4 muestra algunos de estos círculos,    

obviamente la envolvente de esta familia de círculos nos 

determina la frontera del alcance de los fragmentos dis-

parados en la explosión con la misma velocidad v0. Pues-

to que esta frontera es también la envolvente de las tra-

yectorias parabólicas de los proyectiles podemos encon-

trar la parábola de seguridad determinando la envolvente 

de los círculos dados por la Ec. (11) en lugar de la en-

volvente de las trayectorias parabólicas. 

 Otra forma de obtener la elipse crítica.  Si susti-

tuimos t por el tiempo 
m

t que tarda en alcanzar la altura 

máxima, podemos ver que las coordenadas ( , )
m m

x y  de 

de los proyectiles se localizan en 
2 4

2 2 2 2

2
( )

2

o o

m m

v v
x y sen sen

g g
α α+ + =  

para eliminar  2
sen α  de esta ecuación usamos la segun-

da ecuación de las Ecs (4) de esta forma volvemos obte-

ner fácilmente  la ecuación (6) de la elipse crítica.  

Lugar geométrico de los focos de las trayecto-

rias parabólicas.  De la ecuación de la trayectoria pa-

rabólica del proyectil lanzado desde el origen de coorde-

nadas con ángulo de tiro α, es fácil ver que las coordena-

das del foco son  
2 2

0 02 , cos 2
2 2

f f

v v
x sen y

g g
α α= = −  . 

Eliminando el parámetro α  de estas ecuaciones pode-

mos ver que el lugar geométrico de los focos de las tra-

yectorias es una circunferencia de radio 2 2
o

v g  centrada 

en el origen.  Esta es otra propiedad circular del proble-

ma del tiro parabólico. 

 

 
Figura 3.  Un segmento de la elipse de retorno. 

 

Figura 4.  Los círculos 

corresponden a las po-

siciones momentáneas 

de los fragmentos que 

se expanden en todas 

direcciones con veloci-

dades iguales y en caí-

da libre y parábola de 

seguridad.  

 

6 Conclusiones  
 

En el problema de lanzamiento de proyectiles  hemos 

encontrado propiedades que involucran a tres miembros 

de las secciones cónicas, esto es un ejercicio interesante 

y elegante para impartirse en  cursos introductorios de 

mecánica clásica.  Seria interesante ver si el cuarto 

miembro de la familia de las cónicas, la hipérbola, existe 

en este interesante problema. 
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