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Sumario. Se describe la obtencién de una ecuacién no clésica en derivadas parciales de séptimo orden para describir las os-
cilaciones pequefias en un fluido viscoso, rotatorio y compresible. A partir de las relaciones de dispersion de las ondas pla-
nas en tal fluido se sacan conclusiones sobre las caracteristicas fisicas de la propagacion de las ondas en ese medio. Para un
caso particular de fluidos ideales rotatorios, se estudia la difraccién de una onda estabilizada en una ranura sumergida en el
fluido.

Abstract. We describe the deduction of a non-classical seventh order partial differential equation to describe small oscilla-
tions in a viscous rotating compressible fluid. Starting from the dispersion relations of plane waves in such a fluid we con-
clude the physical characteristics of the wave propagation in that fluid. For a particular case of ideal rotating fluids we study
the diffraction of a steady-state wave in a slot in the fluid.

Palabras clave. Hydrodynamics, applied fluid mechanics, 47.85.Dh, Partial differential equations, 02.30.Jr, Diffraction

acoustical, *43.20.Fn.

1 Introduccion

En la Hidrodindmica ha aparecido en los tltimos tiempos
un creciente interés por el estudio de los fluidos rotato-
riosl, asociados a los modelos de estrellas y otros cuer-
pos celestes, asi como también a modelos del propio
universo®. En el articulo que aqui presentamos se hace
un estudio fisico matemdtico de ecuaciones no cldsicas
para la descripcién de ondas de pequefia amplitud en
fluidos rotatorios viscosos e ideales. La complejidad de
las ecuaciones, que resultan ser ecuaciones en derivadas
parciales de séptimo orden para los fluidos viscosos rota-
torios compresibles y de cuarto orden para los ideales ro-
tatorios compresibles, respectivamente, hace pensar ini-
cialmente en dificultades insalvables para su solucién
analitica, o siquiera para el estudio de las propiedades

esenciales de las ondas en tales medios, que pueden
abordarse a partir del estudio de las relaciones de disper-
sion.

Sin embargo, con la ayuda de operaciones matemati-
cas convenientemente aplicadas se logra estudiar los
procesos de propagacién de ondas en tales medios y
describir adecuadamente incluso los procesos de difrac-
ci6én ante determinadas barreras. En el articulo presenta-
mos un andlisis de las relaciones de dispersién en fluidos
viscosos rotatorios compresibles y un ejemplo de la di-
fracciéon de Franhoufer de una onda plana en una ranura
sumergida en un fluido ideal rotatorio compresible. El
tema tratado en este articulo tiene importancia en la ac-
tualidad, debido a la posibilidad de modelacién de pro-
blemas relacionados con la fisica de las estrellas y del
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cosmos. Algunas ideas para un desarrollo ulterior de esta
linea se esbozan al final del trabajo.

2 Ecuacion de las ondas acusticas

Consideremos un fluido viscoso y compresible rotando
como un todo con velocidad angular constante a/2 alre-
dedor de un eje dado. El movimiento del fluido esta refe-
rido a un sistema cartesiano de coordenadas (Xi,X»,X3)
que rota junto con el fluido. El eje Ox; estd dirigido a
largo del eje de rotacién, y se consideran pequefias osci-
laciones de la presién y la densidad alrededor de su valor
de equilibrio cuando el fluido estd en reposo, que repre-
sentan las ondas acusticas.

Las ecuaciones que gobiernan los movimientos en tal
fluido son:

La ecuacion de Navier Stokes:
?; +(5-V)7 ——;Vp+ZV2 (§+gjv(v-v)+f (1

La ecuacion de continuidad:

op -

—+V. =0 2
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La ecuacion de estado:

p=pr(p.s) 3)

Considerando procesos isentropicos, se puede obtener
para la ecuacion de continuidad la expresion

ldp—i-pV 7=0 @)
¢t dt

donde

2 ap

| 22 5
c (ap S (5

y c¢ tiene el sentido fisico de la velocidad del sonido
en el fluido. Expresamos la presion y la densidad como
la suma de su valor en ausencia de la onda sonora
(py ¥y P,), mds las pequefias perturbaciones (p'y p')
debido a esta
p=pytp ., P=Eptp
con p'Kp, y p'<p,. Se tomardn como cantidades
de primer orden de pequefiez a p', p' y v,y se des-
preciardn los términos de orden superior. Ademads, para
poder despreciar el término no lineal en la ecuaciones de
Navier-Stokes, se exige que la velocidad de las particu-
las del fluido en la onda sea mucho menor que la veloci-
dad de fase de la onda.

Se obtiene el sistema de ecuaciones linealizadas que
describen las oscilaciones pequefias en el fluido viscoso
rotatorio compresible:

ﬂ+5:><v+ivp'—ivzv—i[gfﬂJv(v-v)=0 (6)
ot Po Py P 3

ia” +p,V-5 =0 )
¢’ ot

En lo adelante se denotard a p'y p, como py p
para simplificar la notacién.

Operando con estas ecuaciones se llega a la expresion

2

L% _oivpe 6P _idP_g
c ot c t ox;
donde los operadores que aqui aparecen son:
Ak

or p
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La ecuacién (8) también la satisface las pequefias va-
riaciones de la densidad.

3 Casos particulares

Como casos particulares de la ecuacién (8) tenemos que,
si consideramos un fluido ideal rotatorio, es decir, si
despreciamos los coeficientes de viscosidad (£=0, n = 0),
2
2 a p — 0

(8) se reduce a
2
+_
’p P} 8x32

0’ 1 ’p
| o

La cual coincide con la ecuacién cuya deduccién fue
publicada en la referencia [1]. Como se aprecia, es una
ecuacién no clésica de cuarto orden en derivadas parcia-
les que satisfacen tanto la presién dindmica del fluido,
como las componentes de la velocidad de las particulas
del fluido. Para fluidos viscosos no rotatorios (ot = 0) la
ecuacion (8) se transforma en la ecuaciéon
1 0|9
L _mvp |-V p=0 (11)
c” dt| ot

donde M es el pardmetro fundamental de viscosidad
y lo definimos como

e

La ecuacién (11) fue publicada por J. Marin y O. So-
tolongo’. En el caso de un fluido ideal en ausencia de ro-
tacion (o = 0, E=0, n = 0), (8) se transforma en la cono-
cida ecuacién de las ondas en un medio:

19°p
o’

como era de esperar.

(10)

12)

~V2p=0 (13)

4 Relaciones de dispersion

A fin de estudiar las caracteristicas de la propagacion de
las ondas actisticas en un fluido viscoso rotatorio cuyos
movimientos se describen mediante la ecuacién (10),
propongamos una solucién en forma de una onda mono-
cromatica plana

p= pexp[ (k r) J (14)

donde k es el vector de onda, @ es la frecuencia y p

es la amplitud.
La relacién de dispersion que se obtiene es
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— O’ +ik’0’N + 0— O +ia’ Nk’ cos’ 6 =0 (15)

c c
donde O y N se expresan por

O{ka—iw} y N={1—

: (e

Hemos llamado 6@ al dangulo que forma el vector de
onda con el eje de rotacion del fluido.

La ecuacidén (15) es una ecuacién algebraica de tercer
grado en & por lo que tiene 6 raices, tres de las cuales
dan resultados sin sentido fisico, pues en un medio vis-
coso la amplitud de la onda que se propaga no puede ser
creciente, por lo que las desechamos. De esta manera te-
nemos tres modos posibles k = k(@) de propagacién de

las ondas en el fluido viscoso rotatorio compresible. La
ecuacion (15) debe tratarse numéricamente porque su so-
lucién analitica es de dificil interpretacion.

La relacién de dispersién (15) contiene como casos
particulares la relacion de dispersion de fluido ideal rota-
torio [1] y de un fluido viscoso sin rotacién [3]. La rota-
cion del fluido ejerce su mayor influencia en la propaga-
cion de la onda sonora para frecuencias del orden de ve-
locidad angular de rotacién y menores, y es despreciable

cuando @> « . Mientras que la viscosidad es despre-
2 2

. . c c
ciable para frecuencias tales que @<« p? y 0 p—,

y su influencia es notable para frecuencias que cumplan
a)[§+%] ~ pc* o @n ~ pc’, y mayores.

La razoén entre los pardmetros del fluido, determinara
su comportamiento cualitativo en la propagacién de las
ondas acusticas. El segundo coeficiente de viscosidad
£ es usualmente del mismo orden de magnitud que el

coeficiente de viscosidad, lo cual se tendrd en cuenta pa-
ra el andlisis de la relacién de dispersién. Entonces, pue-

a a a

de suceder que —772<<1, —772~1 0 —772>>1. Seartel
pc pc pc

tiempo caracteristico de propagacion de la onda sonora y

se define las magnitudes adimensionales x =kcz y

y=0r.

Para

772 <1 (Figuras 1 y 2) tenemos que para on-
c

. [0}
das con frecuencias tales que —Z ~1 o mayores, la ro-
c
tacion deja de ser importante, y predomina una de las re-
laciones k =k(w) que tiene un comportamiento similar
al de un fluido viscoso no rotatorio. En caso de frecuen-

wn

cias que cumplan @/ >1 y —- <1 tanto la rota-
pc

cién como la viscosidad son poco relevantes y prevalece
una relacién del tipo k=w/c. Si w/a>cosl y w/«a
no es mucho mayor que 1, impera una de las funciones
k = k(@) con las caracteristicas de un fluido ideal rota-

torio (las otras dos se amortiguan rapidamente).
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Figura 1. Parte real de los modos k = k(@) para
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Figura 2 Parte imaginaria de los modos k =k(w) para
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Figura 3 Relacién de dispersién (parte real) para

! (5%):4/3, U —1,0(T=1y0=%

pc’t c’t

Para w/a ~ cos@, principalmente con @/ <cosf
la propagacién de las ondas acusticas es distintiva de un
fluido viscoso y rotatorio. En los fluidos ideales rotato-
rios se observa que para estas frecuencias la curva
k = k(w) presentaba una divergencia [1]. Pero esto no
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ocurre aqui, porque incluso para viscosidad muy peque-
fla, esta ejerce una influencia notable en esta regiéon de
frecuencias. No puede existir esta divergencia porque
ello implicaria gradientes demasiado pronunciados, lo
cual es contrarrestado por la viscosidad. Por ultimo, si
o/ <« cos@ prepondera una de las funciones
k = k(w) con las caracteristicas de un fluido ideal rota-

torio.

Cuando on
pc

an

2
C

1 (Figuras 3y 4) o

>~ > 1, resulta
que para frecuencias que satisfacen la condicién
w/a>1, el medio se comporta como un fluido viscoso
no rotatorio, aunque estas ondas se amortiguan rapida-

. wn

mente. Para frecuencias que cumplan s<1 y
C

o/ o <« cos@ la viscosidad no ejerce mucha influencia.

Las ondas con las frecuencias restantes presentan el

comportamiento propio de un fluido viscoso y rotatorio.

En general la onda sonora serd una superposicién de
las tres relaciones k = k() .

5 Difraccion de una onda plana en una
ranura en un fluido ideal rotatorio

Como una aplicacién sencilla de las ecuaciones estudia-
das, proponemos el estudio de la difraccién de una onda
del tipo
u(x,1) = 6(t —x,)e" ="

en donde 6(1) es la funcién de Heaviside de paso unitario
que define un frente de onda que viaja de izquierda a de-
recha en el fluido rotatorio cuyos movimientos se descri-
ben por la ecuacién (10). Aqui u(x,¢) tiene el sentido fisi-
co de la componente del vector de velocidad de las parti-
culas del fluido en la direccién del eje Ox;, ademds se
supone que @ > & . Coloquemos en el fluido una barrera
I'; I'; que definen una ranura en ella de ancho /, como se
muestra en la figura 4.

A fin de simplificar los cédlculos consideraremos el es-
tado estacionario de la onda, cuando ¢ — oo Es posible
ver que en el régimen estabilizado que se obtiene la onda
adopta la expresion estabilizada
u(x,1) =u(¥)e'™ (16)
y la ecuacién (10) se convierte para este régimen estabi-
lizado en
Viu-— a_Z o

o -a’
@ Ox; c

2

u=0 an
donde u es aqui la amplitud de las ondas estabilizadas.
La ecuacién (17) permite un tratamiento sencillo me-
diante el cambio de variables siguiente:
2 aZ '
E X, s X3=X

Entonces la ecuacion en las variables primadas adopta
la forma de la siguiente ecuacién de Helmholtz:

o

Al '

x'\ = 1-—x , x',=,/1-
1 2 1 2

[0

veu+rZ =0 (18)
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Figura 4 Relacién de dispersién (parte imaginaria) con para-
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Figura 4. Ranura de ancho / en la pared I'; I, sumergida en
el fluido ideal rotatorio compresible.

Figura 5 Cuadro de difrac-
cién en la ranura de ancho [.
Notese el patrén en forma de
elipse P

En la ecuacién (18) el
laplaciano primado signi-
fica que las derivadas son
calculadas con respecto a
las variables x;° con
i=1,2,3. Un patrén tipico
de difraccién dado por la
solucién del problema de
difraccién en la ranura
puede verse en la figura
5.

LB
HEU

Donde se aprecia que,
a diferencia del cuadro de difraccién en una ranura en un
fluido no rotatorio, en el que se obtendria un cuadro de
difraccién esférico, aqui se obtiene un cuadro de difrac-
cién sobre una elipse detrds de la ranura, lo que se expli-
ca facilmente por el cambio de variables realizado.
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6 Conclusiones

En el tratamiento de los problemas de propagacién de
ondas en fluidos rotatorios nos enfrentamos a ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no cldsicas de cuarto
y séptimo orden. Para determinadas geometrias y condi-
ciones de régimen de ondas estabilizadas obtuvimos con
facilidad el cuadro de difraccién de tales ondas. En ba-
rreras de menor complejidad, tales como paredes simples
sumergidas en el fluido hemos podido obtener los cua-
dros de difraccion para etapas tempranas de la excitacion
de las ondas, bien lejos del estado estabilizado, lo que ha
sido publicado en varios articulos anteriores® y otros. En
trabajos futuros incluiremos campos magnéticos en los
procesos descritos por estas ecuaciones a fin de lograr un
acercamiento mayor al tema de la modelacién de estre-
llas.
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