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RESUMO 
 

Este estudo mostra como o método não paramétrico Análise de Espectro Singular (SSA — Singular Spectrum Analy-

sis) pode ser utilizado para analisar a tendência e efeitos sazonais de séries temporais de vazão média mensal. O método foi 

aplicado para analisar o comportamento dos valores da vazão média mensal registrada nas estações fluviométricas Acorizal 

e Cuiabá, localizadas no Rio Cuiabá. Os resultados mostram que o método é capaz de extrair as componentes de tendência, 

harmônicos e ruídos das séries temporais. As séries reconstruídas (apenas com os componentes de tendência e harmônicos) 

reproduziram satisfatoriamente o comportamento não linear das séries originais, indicando que o método pode ser considera-

do como uma nova ferramenta de auxílio na gestão de recursos hídricos.  
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INTRODUÇÃO 
 
 

A análise de séries temporais de vazão é de 
fundamental importância no contexto da gestão de 
recursos hídricos. Permite identificar a capacidade 
de captação de água para abastecimento, dimensio-
namento de reservatórios, potencial para a constru-
ção de usinas hidrelétricas e previsão de ocorrência 
de eventos hidrológicos futuros. Uma série temporal 
é interpretada como um conjunto de observações 
dispostas em ordem cronológica e cuja característica 
mais importante é a auto-correlação provocada pela 
relação de dependência das medidas adjacentes 
(Box & Pierce, 1970; Box & Jenkins, 1976). Séries 
temporais contém informação sobre a tendência e 
oscilações dos valores da variável em estudo (Ghil et 
al., 2002) e, segundo Kirchgässner & Wolters 

(2007), geralmente as oscilações não são observáveis 
diretamente e nem visível em gráficos do valor me-
dido em função do tempo. Como os métodos estatís-
ticos clássicos assumem que as observações são in-
dependentes, a análise de séries temporais requer 
métodos específicos. 

Existem duas abordagens para a análise de 
séries temporais. A abordagem no domínio do tem-

po tem sua origem na teoria clássica da correlação 
(Morettin & Toloi, 2006). A abordagem no domínio 
da frequência, ou de análise espectral, é uma exten-
são da análise de Fourier, a qual considera que em 
um intervalo de tempo finito, qualquer função ana-
lítica pode ser aproximada, em qualquer grau de 
precisão desejado, por funções seno e cosseno (Pol-
lock, 1999). A análise espectral introduzida por 
Broomhead & King (1986a, 1986b) é uma alternati-
va para extrair informação, através da decomposição 
da série em uma soma de três componentes inde-
pendentes, isto é,  não-correlacionadas (Fan & Yao, 
2003). A primeira componente, chamada de ten-
dência, contém informação sobre mudanças de 
longo prazo no nível médio da série. A segunda, 
chamada de componente periódica (harmônicos), 
contém informação sobre eventos que se repetem 
regularmente em um intervalo de tempo. A terceira 
componente, chamada de ruído, representa todos 
os aspectos considerados irrelevantes para descrever 
o comportamento da série. O termo “Análise de 
Espectro Singular” do acrónimo em inglês Singular 

Spectrum Analisys (SSA) provém da decomposição 

espectral (que conserva os autovalores) de uma 
matriz em um conjunto (espectro) de autovalores 
(Elsner & Tsonis, 1996). O termo sinal é atribuído 
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às componentes de tendência e periódicas.  A SSA 
incorpora elementos da análise clássica de séries 
temporais, estatísticas multivariadas, geometria mul-
tivariada, dinâmica de sistemas e processamento de 
sinal. Apesar de muitos elementos estatísticos e pro-
babilísticos estarem presentes na fundamentação do 
método, não há suposições estatísticas e nenhum 
modelo paramétrico é utilizado para estimar as 
componentes de tendência, harmônicos e ruídos. 

Vários artigos foram publicados sobre o mé-
todo SSA. O formalismo matemático e o desenvol-
vimento do método é descrito em  Elsner & Tsonis 
(1996), Danilov (1997), Golyandina et al. (2001) e 

Buchstaber (1994). Várias modificações, aplicáveis a 
diversas situações, foram propostas, como para a 
análise multivariada (Broomhead & King, 1986b), 
análise de séries contínuas e sequencial para detec-
ção de mudança estrutural (Moskvina & Zhigljavsky, 
2003) e preenchimento de falhas de dados (Schoel-
lhamer, 2001; Kondrashov et al., 2005; Golyandina & 

Osipov, 2007). 
Bozzo et al., (2010) ressaltam a aplicabilida-

de do método SSA na física, economia, ciências 
sociais e pesquisa de mercado. Há uma ampla litera-
tura sobre a aplicação do método nas ciências ambi-
entais. Prieto et al. (1999) analisaram uma série anu-

al de chuva de granizo. Carniel & Di Cecca (1999) 
propuseram e aplicaram o método para análise de 
tremores vulcânicos. Schoellhamer (2002) empre-
gou o método para preencher falhas de dados em 
séries temporais de sólidos suspensos e Baratta et al. 

(2003) para previsão de precipitação diária. Mar-
ques et al. (2006) aplicaram o método para previsão 

de eventos futuros em séries de precipitação anual, 
escoamento superficial mensal e temperatura horá-
ria da água. Kondrashov & Ghil (2006) aplicaram o 
método para preencher falhas de dados em séries 
temporais multivariadas da temperatura superficial 
oceânica e índice atmosférico SOI (Southern Oscilla-

tion Index). 

Este estudo mostra como o método SSA po-
de ser aplicado para extrair informação sobre a ten-
dência e efeitos sazonais de séries temporais de va-
zão média mensal. O estudo foi realizado com dados 
de vazão média mensal de duas estações fluviométri-
cas localizadas no Rio Cuiabá no Estado de Mato 
Grosso. 
 

METODOLOGIA 
 

 Os dados utilizados neste estudo são prove-
nientes do programa de monitoramento do Estado 
de Mato Grosso e estão disponíveis no Sistema de 

Informações Hidrometeorológicas, Hidroweb (ANA, 

2003). 
 

Obtenção e pré-processamento dos dados 
 
 Foram obtidos dados de vazão média mensal 
das estações fluviométricas Marzagão (66140000), 
Rosário Oeste (66250001), Acorizal (66255000), 
Cuiabá (66260001), Barão de Melgaço (66280000), 
Porto Cercado (66340000) e Fazenda Raizama 
(66231000). A Figura 1 mostra a localização das 
estações na Bacia do Rio Cuiabá. 
 
 

 
 

Figura 1 - Localização das Estações fluviométricas na bacia 

hidrográfica do Rio Cuiabá. 

 

 

 Entretanto, apenas as estações Acorizal 
(66255000) e Cuiabá (66260001) possuem séries 
completas de vazão. A estação Acorizal possui 504 
observações, correspondentes ao período de janeiro 
de 1966 a dezembro de 2007, a estação Cuiabá pos-
sui 552 observações, correspondentes ao período de 
dezembro de 1962 a setembro de 2007. 
 
 
Método de Análise de Espectro Singular (SSA) 
 

O método SSA consiste em dois estágios 
complementares. O primeiro estágio decompõe a 
série original, enquanto o segundo estágio recons-
trói a série. Cada estágio, por sua vez, possui dois 
passos. O primeiro estágio inclui a inserção da série 
num espaço vetorial (embedding) e a decomposição 
em valores singulares (Singular Value Decomposition - 
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SVD), enquanto o segundo estágio compreende o 
agrupamento dos autovetores e a diagonalização 
(Golyandina et al., 2001; Hassani, 2007). 

 
 
Inserção da série no espaço vetorial 

 
Considerando uma série temporal FN = (f0, 

..., fN-1) de tamanho N. Fixando o tamanho da janela, 
L, sendo 1 < L < N, a etapa de inserção transforma a 

série original em uma sequência de vetores defasa-
dos no tempo de dimensão L {Xi}

k
i=1 onde K = N — L 

+ 1, ou seja:  

 

  ,,..., 21
T

Liii ffX       (1) 

 
Sendo 1 ≤ i ≤ K. A matriz trajetória da série 

FN é formada pelos vetores defasados: 
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A matriz trajetória pode ser escrita como: 
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 Obviamente, xij = fi+j-2 e a matriz X, tem valo-
res iguais nas diagonais, i + j é constante. 

 
 
Decomposição em Valores Singulares (SVD) 

 
 

O resultado desta etapa é a decomposição 
da matriz trajetória X, em seus valores singulares. 
Considere a matriz S = X XT de dimensão L × L. 

Denotando por λ1,…,λL os autovalores de S, em or-
dem decrescente de magnitude (λ1 ≥ … ≥ λL ≥ 0) e 
por U1, …, UL os autovetores correspondentes, o 

resultado da decomposição em valores singulares da 
matriz trajetória X pode ser expressa matematica-
mente como: 
 

 dXXX  ...1      (4) 

 
onde, d é a quantidade de autovalores diferentes de 

zero (da matriz S) e T
iiii VUX  . 

 

Agrupamento 

 
 

O procedimento de agrupamento particio-
na o conjunto de índices {1, …, d} em m subconjun-
tos de I1, …, Im. Fazendo I = {i1, ..., ip} então a matriz 
resultante XI correspondente ao grupo I é definida 
como Xi = XiL + ... + XIp. Estas matrizes são calculadas 
para I = I1 + ... + Im e a expansão leva a decomposi-

ção: 
 

ImXXX IL        (5) 

 
O procedimento de escolha do conjunto de 

I = I1, ..., Im é chamado de agrupamento. 

 

 

Diagonalização 

 
 

O último passo da SSA transforma cada ma-
triz resultante da decomposição, e que fora agrupa-
da, em uma nova série de tamanho N. Chamando de 

Y a matriz L × K com elementos yij, 1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ 

K. Definindo L* = mín(L, K), K* = máx(L, K) e N = 
L + K — 1. Fazendo y*

ij = yij se L < K  e y*
ij = yji caso 

contrário. A matriz Y é a matriz trajetória de uma 
série (h0,...,hN-1). Em outras palavras, se Y é uma ma-
triz de Hankel, então gi = hi para todo i. A diagonali-

zação aplicada a matriz resultante XIk produz a série 
)(
1

)(
0

)( ~
,,

~~ K
N

KK FFF    e, portanto, a série inicial 

10 ,, Nff  é decomposta em uma soma de m series: 
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~ k

n

m

k
n ff 


       (6) 

 
Os resultados da análise da série temporal 

de vazão média mensal das estações Acorizal e Cuia-
bá são discutidos, em detalhes, a seguir.  
 
 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 
 
 A Figura 2 mostra a série temporal de vazão 
média mensal da estação Acorizal no período de 
janeiro de 1966 a dezembro de 2007. É possível 
verificar na Figura 2, que a vazão média mensal pos-
sui um comportamento oscilatório (com período de 
12 meses) em função dos ciclos hidrológicos.
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Figura 2 - Série temporal da vazão média mensal na estação de Acorizal. 

 

 

 As maiores vazões ocorrem preferencial-
mente nos meses de janeiro, fevereiro e março, e as 
menores vazões nos meses de julho, agosto e setem-
bro. Em fevereiro de 1995 (ano hidrológico 94/95) 
foi registrada a maior vazão, 1.614,2 m3/s, e em 
setembro de 1967 (ano hidrológico 66/67) foi regis-
trada a vazão mínima  de 57,2 m3/s.  
 Entretanto, para extrair informações que 
não podem ser facilmente observadas no gráfico da 
Figura 2, a série de vazão foi decomposta através do 
método SSA conforme descrito a seguir. 
 

Decomposição da Série Original 

 
 Levando em conta que a série possui perio-
dicidade anual e conforme sugerido por Hassani 
(2007) e Golyandina & Osipov (2007), L deve ser  

um número divisível por 12 e próximo da metade 
do tamanho da série (N/2). O tamanho da janela 
foi fixado em 252 (L = 252). 
 Para L = 252 a decomposição resultou em 
um conjunto de 253 vetores defasados (K = 253). O 

próximo passo fazer a separação entre o sinal (com-
ponentes periódicas e de tendência) e os ruídos. 
 
Separação do Sinal e do Ruído 

 

Como destacado por Hassani (2007) e Gol-
yandina et al. (2001), uma componente periódica é 

caracterizada por um par de autovetores de mesmo 
período e valores singulares próximos, enquanto 
uma componente de tendência é identificada por 
um autovetor isolado. A componente de ruído é 
identificada por uma sequência de autovetores com 
valores singulares próximos e decrescentes. A Figura 
3 mostra o gráfico de valores singulares em função 
dos autovetores resultante da decomposição da série 
original. 

 

 
 

Figura 3 - Valores singulares resultantes da decomposição 

da série original (L=252). 

 
 
 Hassani (2007) e Golyandina et al. (2001) 

ainda destacam que dois autovetores da mesma 
componente periódica estão fortemente correlacio-
nados entre si, mas não estão correlacionados com 
os autovetores das outras componentes. Uma forma 
de medir o grau de dependência entre os autoveto-
res é por meio da análise de correlação. Quanto 
maior for o módulo do coeficiente de correlação, 
maior é a relação e, consequentemente, a depen-
dência entre os autovetores. A Figura 4 mostra os 
coeficientes de correlação entre os primeiros dezes-
seis autovetores defasados. 
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Figura 4 — Matriz de correlação entre os 16 primeiros 

autovetores. 

 
 
 A Figura 3 evidencia que o valor singular do 

autovetor 1 é consideravelmente maior que os 

valores singulares dos outros autovetores. A  Figura 4 

mostra que o autovetor 1 não está correlacionado 

com outros autovetores extraídos da série. Portanto, 

o autovetor 1 contém informação sobre a tendên-

cia da série conforme mostra a Figura 5. 
 

 
 

Figura 5 — Informação sobre a tendência da série. 

 
 
 A Figura 3 mostra que os pares de autoveto-

res 23 e 45 possuem valores singulares bastante 

próximos, formando um platô no gráfico e, portan-
to, contém informação sobre o comportamento 
periódico da série. A Figura 4 evidencia que os auto-

vetores 2 e 3 estão correlacionados entre si, mas 
não estão correlacionados com outros autovetores. 

Os autovetores 4 e 5 têm o mesmo comportamen-

to dos autovetores 2 e 3. O par de autovetores 

23 dá origem a uma componente periódica (perí-

odo igual a 12 meses) conforme mostra a Figura 6. 

O par de autovetores 45 também dá origem a uma 
componente periódica (período igual a 6 meses) 
conforme mostra a Figura 7. 

 
 

Figura 6 - Autovetores com período igual a 12 meses. 

 
 
 A Figura 3 também mostra que a partir do 

autovetor 6 há uma suave diminuição dos valores 

singulares dos autovetores. A Figura 4 mostra que os 

autovetores 6 e 7, possuem correlação entre si e 

com os autovetores 10 e 11 
 

 
 

Figura 7 - Autovetores com período igual a 6 meses. 

 
 

 Assim como o autovetor 1, os autovetores 

6 e 7 dão origem a uma componente de tendên-

cia da série (ver Figura 8), embora essa componente 
seja formada pela sobreposição dos autovetores de 

tendência com os autovetores 10 e 11. 
 A Figura 3 mostra outro platô formado pelo 

par de autovetores 89. A Figura 4 mostra que eles 
possuem correlação forte entre si e correlação des-

prezível com os autovetores 15 e 16. Portanto, os 

autovetores 8 e 9 dão origem a uma componente 

periódica, (período igual a 14 meses) conforme 
mostra a Figura 9. 
 A periodicidade de 14 meses pode estar 
associada a algo que ocorre entre o final e início de 
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cada ano hidrológico devido a variações climáticas, 
porém uma explicação conclusiva desta hipótese 
está fora do escopo deste estudo. 
 
 

 
 

Figura 8 - Autovetores da tendência. 

 
 

 
 

Figura 9 - Autovetores com período igual a 14 meses. 

 
 

A partir do autovetor 10, todos os valores 

singulares diminuem  de forma suave (ver Figura 3) 
e os correspondentes autovetores são correlaciona-
dos (ver Figura 4). Devido a existência da correlação 
entre eles, foram interpretados como ruídos. 

O resultado da separação entre o sinal e os 
ruídos resultou em três grupos de autovetores (m = 

3). O primeiro grupo composto pelos autovetores 

167 que dão origem a componente de tendência 

da série, o segundo grupo composto pelos autoveto-

res 234589 que dão origem a componente 

periódica da série e o terceiro grupo composto por 

todos os outros autovetores, 10,11,...,253, os 
quais foram considerados ruídos. 
 

Reconstrução da série 
 
 Primeiro a série foi reconstruída utilizando 
somente os autovetores que deram origem a ten-
dência da série. A Figura 10(a) mostra a série origi-
nal e a reconstrução da tendência utilizando apenas 

o autovetor 1. A Figura 10(b) mostra a série origi-

nal e a reconstrução da tendência utilizando os au-

tovetores 6 e 7. As duas séries resultantes confir-

mam que os autovetores 167 dão origem a com-

ponente de tendência da serie original. 
 

 
 

Figura 10 - Reconstrução da tendência da série: 

(a) utilizando o autovetor 1 e (b) utilizando os 

autovetores 6 e 7. 
 

 
 

Figura 11 — Reconstrução da série: (a) componente da 

tendência, (b) componente periódica. 

 
A Figura 11 (a) mostra a série original e a 

reconstrução da tendência utilizando os autovetores 

167. A reconstrução da tendência utilizando 
simultaneamente os três autovetores, indica a exis-
tência de uma oscilação de longo alcance com perí-
odo de aproximadamente 6 anos. Esta informação 
não é visível na Figura 2. Como o tamanho da série é  
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Figura 12 — Reconstrução da série de vazão média mensal da Estação Acorizal. 

 

 

 
 

Figura 13 — Autovetores extraídos da série temporal  de vazão da estação Cuiabá. 
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Figura 14 — Reconstrução da série temporal da Estação Cuiabá. 

 
 
 
pequeno (42 anos), uma série maior é necessária 
para que se possa afirmar que esta oscilação seja 
característica da série. A Figura 11 (b) mostra a re-
construção da componente periódica  utilizando 

simultaneamente os autovetores 234589. A 

reconstrução reproduz de forma satisfatória o com-
portamento periódico de 6 e 12 meses.  A Figura 12 
mostra a reconstrução da série original utilizando a 
componente de tendência, formada pelos autoveto-

res 167 e a componente periódica, formada pe-

los autovetores 234589. É possível observar 

que a reconstrução da série utilizando os autoveto-
res extraídos na etapa de separação do sinal e do 
ruído, reproduz de forma satisfatória o comporta-
mento periódico da série original. 
 O mesmo procedimento foi adotado para 
decompor a série da estação Cuiabá. O tamanho da 
janela escolhido foi 276 (L = 276), o que resultou 
em um conjunto de 277 vetores defasados (K = 277). 

A Figura 13 mostra os autovetores 1,...,10, extraí-

dos na etapa de decomposição da série.  Os autove-

tores 1678 dão origem a componente de ten-

dência e os autovetores 2345910 dão origem 

a componente periódica da série. Os demais  auto-

vetores 11,...,277 foram interpretados como ruí-

dos. O par de autovetores 23 dá origem a compo-

nente periódica de 12 meses, o par de autovetores 

45 dá origem a componente periódica de 6 meses 

e o par de autovetores 910 dá origem a compo-

nente periódica de 14 meses. O par de autovetores 

78 indica uma oscilação de longo alcance com 

período de aproximadamente 12 anos. 
 A Figura 14 mostra a reconstrução da série 
original após agrupar as componentes de tendência 
e as componentes periódicas. A Figura 14, também 
mostra que a reconstrução da série utilizando os 

autovetores extraídos na etapa de separação do sinal 
e do ruído reproduz de forma satisfatória o compor-
tamento periódico da série original. 
 Os maiores resíduos encontrados na etapa 
de reconstrução das séries foram 741,61 m3/s (Esta-
ção Acorizal) e 1.104,24 m3/s (Estação Cuiabá), 
correspondentes aos meses de março de 1995 e 
fevereiro de 1994, respectivamente. O coeficiente de 
correlação de Pearson foi calculado para medir grau 

de relação entre as séries original e reconstruída, 
conforme mostra a Tabela 1. A Tabela 1 também 
mostra o erro médio absoluto (EMA) e erro médio 
relativo (EMR) da etapa de reconstrução. 
 

Tabela 1 — Coeficiente de correlação e erros médios. 

 

Estação  p-valor EMA EMR 

Acorizal 0,8584 < 2,2×10-16 145,6 m3/s 0,5% 
Cuiabá 0,8564 < 2,2×10-16 121,1 m3/s 0,4% 

 
 
 Levando em conta a magnitude dos erros e 
do coeficiente de correlação de Pearson, pode-se 

concluir que as séries reconstruídas representam o 
comportamento das séries originais de forma satisfa-
tória e podem ser utilizadas para explicar o compor-
tamento da série original. O erro na reconstrução é 
atribuído aos ruídos presentes na série original e 
eventos ambientais extremos não previsíveis facil-
mente. É importante observar que a reconstrução 
não previu os picos de vazão existentes nas séries 
originais. Visando melhorar a reconstrução e prever 
os picos de vazão, outros tamanhos de janela foram 
testados para decompor as séries, mas os resultados 
foram bastante similares aos obtidos inicialmente. 
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CONCLUSÕES 
 
 

Resumindo os resultados obtidos na análise 
de espectro singular dos valores de vazão média 
mensal, pode-se concluir que o método é capaz de 
extrair informação sobre a dinâmica da variável 
hidrológica vazão. 

Os resultados mostram que o método SSA 
foi capaz de modelar a tendência não linear e o 
comportamento periódico da série. Foram encon-
tradas duas oscilações dominantes, correspondendo 
a 6 e 12 meses, além de uma oscilação de 14 meses. 
As  oscilações de 12 e 6 meses foram interpretadas  
como o período de início e fim de cada ano hidro-
lógico e dos períodos estiagem-chuva, respectiva-
mente. A oscilação de 6 meses confirma a sazonali-
dade em função do ciclo estiagem-cheia, caracterís-
tico da região (Zeilhofer et al., 2006). Tanto na esta-

ção Acorizal quanto na estação Cuiabá se observou 
uma oscilação de longo alcance, compreendendo 
um período de aproximadamente 6 e 12 anos, res-
pectivamente.  A interpretação das oscilações de 
longo alcance estão fora do escopo deste estudo. 

A vazão média mensal, calculada com os va-
lores da série reconstruída quando comparados com 
a série original tiveram erro médio absoluto e relati-
vo, considerados baixos. Uma vez que o método se 
mostrou eficiente na extração das componentes e na 
reconstrução da série temporal de vazão média 
mensal, pode ser utilizado como ferramenta de auxí-
lio na gestão de recursos hídricos visando a tomada 
de decisão orientada a partir da análise da tendência 
e efeitos sazonais de séries temporais de vazão média 
mensal. 
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Time Series Analysis of Mean Monthly Flows in 
Cuiabá River by Singular Spectrum Analysis (SSA) 
Method 
 
ABSTRACT 
 

This study examines the application of the Singu-

lar Spectrum Analysis (SSA) method to assess existing 

trends and oscillations in time series of mean monthly flow 

in non-parametric fashion. The method was applied to 

analyze the values of mean monthly flows recorded at the 

Acorizal and Cuiabá gauges located in the Cuiabá River. 

The results show that the SSA is able to extract the compo-

nents of trend, harmonics and noise of the series. The re-

constructed time series (with only the trend and harmonic 

components) satisfactorily reproduced the nonlinear trend 

of the original time series indicating that the method can be 

considered as a new tool to water resources management. 

Key-words: Time series,  Mean monthly flow, Singular 

Spectrum Analysis (SSA), Cuiabá River. 

 
 

 

 

 




