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RESUMEN

El uso de las fracciones continuas y su conexion con la sucesiéon de Fibonacci en la teoria
de los circuitos eléctricos tipo escalera no es nuevo, pero es susceptible de plantearse de otras
maneras a fin de ganar una vision desde otra perspectiva de un mismo problema, que es
lo que se hace en este trabajo. Se presenta pues una revision de las técnicas tradicionales
relevantes, a través de una generalizacion de la sucesiéon de Fibonacci mas amplia y coémoda
que permite obtener los mismos resultados sin necesidad de fabricar relaciones auxiliares,
como por ejemplo, los polinomios de Morgan-Voyce. Los resultados centrales de este trabajo
corresponden al calculo de las corrientes y voltajes nodales para un circuito tipo escalera
y el voltaje a lo largo de una linea de transmisién continua. Para ello se utiliza técnicas
del formalismo matricial que comprenden el calculo de eigenvalores, la diagonalizacién y la
potenciacion de matrices de 2x2.

Descriptores: fisica general — teoria de circuitos
Cédigo(s) PACS: 01.55.b , 84.30.Bv

ABSTRACT

The use of continuous fractions and their connection to the Fibonacci sequence as part of
the theory of ladder-type electric circuits is not a new issue. However, it is a matter that is
improvable in order to gain an insight into the same issue but from a different perspective.
In this work: we present an overview of traditional techniques through the use of a generali-
zation of the Fibonacci sequence which is broader and easier to apply, as well as, leading to
the same results without invoking other special relations, as, for example, the Morgan-Voyce
polynomials. The results in this work correspond to the nodal currents and voltages for a
ladder circuit and the voltage along a continuous transmission line. We use the techniques of

the matrix formalism: eigenvalues, diagonalization and potentiation of 2x2 matrices.

Subject headings: general physics — circuit theory

1. INTRODUCCION

Los nimeros de Fibonacci (o la sucesién del mismo
nombre: F={a,}) se presentan usualmente al estu-
diante en los primeros cursos de alguna carrera de
ingenieria o ciencias como un ejercicio de compu-
tacion recursiva, pues su formula generatriz es

(n>2). (1)

Asi, F queda definida al especificar los dos primeros
términos ai, a,. La forma usual de F corresponde a
la eleccién (arbitraria) a;=as=1:

F=1,1,2,3,538,13,21,... 2)

Ap = Ap—1 + Ap—2

La convencién acostumbrada que designa una su-

“Este trabajo se publicé originalmente como un articulo arbi-
trado en la revista ContactoS 6, 80, 1992 (Univ. Auténoma Me-
tropolina, México D.F.). Se re-edita en este numero de la Revista
Boliviana de Fisica debido al posible interés pedagégico que pueda
tener para nuestros lectores.

cesion generalizada de Fibonacci es elegir a;=a y as=
B (ver, por ejemplo, Horadam 1961 y Basin 1963),
donde el caso especial de a=(3=1 corresponde a F. Sin
embargo, en este trabajo se referira simplemente a
una sucesion de Fibonacci como aquella que cumpla
la relacion (1) independientemente de los valores de
a1y as, de tal forma que la designacién de sucesion
“generalizada” se aplique de una forma mas general
(y util) para los fines de este trabajo.

A propésito de los nimeros de Fibonacci, éstos tie-
nen una larga y venerable tradicién cuyos aspec-
tos generales se pueden resumir a continuacién. En
1202, Leonardo de Pisa, hijo del comerciante Bo-
naccio y conocido como Fibonacci (i.e., Filius Bo-
nacci=hijo de Bonaccio) publicé la obra “Liber Abaci”
(libro del abaco) donde traté matematicamente un
problema muy popular en aquellos dias: la multipli-
cacion de una poblacién de conejos a partir de una
pareja inicial (Vorobyov 1973). Esta fue la primera
ocasion en que aparecié de manera documentada la
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sucesion F que desde entonces se atribuye a Fibo-
nacci. En el siglo XVII, J. Kepler re-descubrié esta
sucesion, lo que motivé aun su estudio; algunos nom-
bres relacionados con ello son: J. Binet, B. Lamé,
E. Catalan, E. Lucas. A propésito de este ultimo
(s. XIX), se conoce como “numeros de Lucas” aque-
llos que corresponden a la sucesion F con valores ini-
ciales a1=2 y a>=1. Una cronologia reciente y muy
resumida de actividades y publicaciones relevantes
puede ser la siguiente:

1959.- Morgan-Voyce A.M, “Ladder Network
Analysis using Fibonacci numbers” (Morgan-Voyce
1959).

1961.- N. Vorobyov, “Fibonacci numbers” (Vorobyov
1973).

1963.- V. Hoggat funda la “Fibonacci Association”
y se publica el “Fibonacci Quarterly”. Se organiza las
conferencias “Fibonacci” en California (EUA) anual-
mente hasta 1979.

1969.- V. Hoggat, “Fibonacci and Lucas numbers”.

1984, 1986, 1988.- Conferencias internacionales
(1ra, 2da y 3ra en Grecia (Lahr 1986), EUA e Ita-
lia respectivamente) sobre los nimeros de Fibonacci
y sus aplicaciones.

Actualmente existe una gran variedad de aplica-
ciones de los nameros de Fibonacci en distintos cam-
pos, donde se destaca el uso de diversas relaciones
derivadas de generalizaciones de la formula recur-
siva (1), como es el caso de los polinomios de Morgan-
Voyce (Morgan-Voyce 1959, Lahr 1986). Una apli-
caciéon muy comun es aquella referida a los circuitos
eléctricos tipo escalera, donde se da una especie de
escenario natural para la aparicién de los nimeros
de Fibonacci. Es aqui donde surge la motivacion para
este trabajo.

2. FORMALISMO MATRICIAL Y SUCESION
GENERALIZADA DE FIBONACCI

Uno de los problemas centrales de una sucesion re-
cursiva con una relaciéon generatriz como es el caso
de (1), es hallar una formula para el n-ésimo término
como una funcién de n:

an = f(n). 3)

Para el caso de (1), J. Binet dedujo ingeniosamente
dicha férmula (Vorobyov 1973):
1

1+\/§ n 1_\/5 n
[ (59) o

Una extensiéon para un caso mas general de (1):
a,=Aa, _1+Ba, - (A, B>1, n>2) se logra de manera
inmediata a través del mismo procedimiento original
de Binet (Kiss 1986).

Otra forma equivalente de obtener el mismo resul-
tado (4) es a través del formalismo matricial. Asi, la
relacion de recurrencia (1) se puede representar por

A 11 Ay — Ap—
()= (o) () = (i) @

Si se escribe x,=(a,, a,_1), la relacion recursiva (5)
se puede aplicar n-2 veces para obtener x,=M " ~2x,.

Ay =

Si se conoce el resultado de M "2, entonces cierta-
mente se conocera x, a partir del vector inicial x,.
Para tal efecto se debe resolver el problema de ei-
genvalores de M, es decir, obtener el valor de ) de la
ecuacion de eigenvalores Mz=)\z, lo que da lugar al
polinomio caracteristico cuyas raices son

1++5 o
1= :{ﬁ. ©6)

El siguiente paso es diagonalizar M, esto es, encon-
trar otra matriz D tal que M p=D~'MD sea una ma-
triz diagonal. El resultado de dicha diagonalizacion

es
_«/—al—ﬁ(? f) MD:(g 2) @

Ty = M" %29 = DM 2D as. €))

A

D =

Asi,

Teniendo ademas en cuenta que los eigenvalores «
y (3 tienen las propiedades

056 = _17

se obtiene finalmente de x,, que

B2=1+p, 9)

a2 =1+a,

1 n n
Qn \/5 (O{ 6 ) ’
que es la formula de Binet (4).

El método matricial para obtener a, es particu-
larmente adecuado para calcular el n-ésimo término
de una sucesién aun maéas general, ya que el crite-
rio original de Binet para obtener (4) no se puede
aplicar al caso de una relacién de recursividad del
tipo a,=A,a,_1+B,a,_> (A,, B, #1, n>2), que se
puede designar como sucesién generalizada de Fibo-
nacci. Un caso particular de esta relacién que con-
viene para los fines especificos de este trabajo es

(10)

- Ap—1+ an—2 (TL impar)
"1 Rap—1+an—2 (npar,R#1) -

Se asignara el simbolo G para el conjunto de los
términos a,, dados por (11). En el formalismo matri-
cial la relacién de recurrencia (11) se escribe (para n
par) como

() () ()~ () (1) ()
()

que se puede escribir como x,, = T x,, _; esta relacion
se aplica de manera repetida para un n par (n>4):
2, =T /271 .

Ya que la matriz T (con eigenvalores \;, \;) se
puede diagonalizar, entonces se obtiene finalmente

an:
R n/2—1 11—\
Ay, = . [)\1 (ag 7 al)

—)\;/271 (agl_—R)\Q — a1>] (n>4). (13)

(11)
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Como un ejemplo ilustrativo, la sucesién corres-
pondiente a R=2 y a;=as=1es G=1,1,2, 5,7, 19,
26, 71,.... Usando la expresion (13) se obtiene

an = % [(2 + \/ﬁ)n/Q_l (\/§+ 1)

n/2—1

- (2-v3) / (\/§—1)], (14)
de donde se calcula directamente a4=5, ag=19, ag=71.

Aunque no es un misterio, siempre es interesante
notar como las expresiones claramente irracionales
de (14) se “ponen de acuerdo” para dar por resultado
so6lo numeros naturales. Esto es una consecuencia de
las propiedades correspondientes a (9) para el caso
de las sucesiones generalizadas G.

3. FRACCIONES CONTINUAS

Una aplicaciéon interesante de las sucesiones G
surge al expresar una fraccién continua W como la
razoén entre dos términos consecutivos de G. Para
ver esto consideremos el tratamiento que hace Vorob-
yov (1973) de las fracciones continuas, adoptando la
notacién practica de Hall & Knight (Hall & Knight
1948). Considérese entonces la fraccion continua
dada por
1

_|__L i (15)

=40
q1 + (I2+ dn

1
W=qp+———
DF o FL

Definiendo las razones (o “convergentes”)

AR 1 oA 11
Qo 1 Q1 w o’ Q2 w Q@+ g’ B
(16)

el valor de W se puede expresar por W=P,/Q,. Ta-
les convergentes satisfacen las siguientes propieda-
des (Vorobyov 1973):

Piy1 = Pegry1 + Pr—1,
Qrs1 = Qrqrg1 + Qr—1, i
Per1Qr — PuQpry1 = (—1)".

A continuacién consideremos la fraccién continua
(con N impar)

17

1 1 1 1 1 1 Py
Y=R+——F—— —— = —, 18
"I RIIT R Ry 1 Qn (18
que es el caso particular de (15) para
_ | R (npar)
In = { 1 (nimpar) - (19)

Las primeras convergentes para Y son: Py/Qo=R
(Po=R, Qo=1), P1/Q1=R+1 (P1=R+1, @,=1). Estas ex-
presiones, con ayuda de (16) y (19) se pueden aso-
ciar a las siguientes sucesiones generalizadas de Fi-
bonacci:

H=1,R 1+R, R+R(1+R), RA+R)+2R+1,...

L=1,1,1+R 2+R R(R+2)+R+1,...
(20)

cuyos términos A, y [, respectivamente correspon-
den de acuerdo a (11) a

hn:an (a1:1;a2:R)7
In=0ns1 (a1 =0,a2 =1), (2D
donde A, =1, (para n impar). Se puede entonces es-
cribir
Pn = hn+2a Qn = anrl (TL > 0)7 (22)

de tal forma que la fraccién continua Y en (18) se
exprese como

Pn hn+2
y = 2= 7= (23)
Qn anrl
o bien, para n impar,
y = 2 (24)
anrl

Se puede verificar inmediatamente que si R=1 en
(20), estas sucesiones de reducen a la sucesion de Fi-
bonacci F y el resultado de (24) es el mismo que se
obtiene en Vorobyov (1973). Utilizando (13) en (21)
se llega a una expresiéon muy comoda para el n-ésimo
término de la sucesion L (n>3 impar):

_ 1— )\1 — 1- )\2
ln = /A1 — /A5t 25
1 <)\2—/\1) 2 <)\2_/\1)’ ( )
donde )\1=R+2+\/(R2+4R), )\2=R+2-\/(R2+4R) son los
eigenvalores de la matriz T en (12). En lo sucesivo se

expresara los resultados centrales de este trabajo en
términos de ,, en (25).

4. APLICACIONES EN LA TEORIA DE CIRCUITOS
ELECTRICOS

Estas aplicaciones son frecuentes en la literatura
cientifica; uno de los mas antiguos es el trabajo
de Fry (1929). La razén de ello es que el circuito
tipo escalera (Fig.1) es un modelo bastante simple
y completo de las lineas de transmisién de energia
eléctrica y permite obtener resultados relevantes
para aplicaciones especificas, como ser la atenuacion
del voltaje a medida que se avanza a lo largo de la
linea. En este trabajo se aplica el formalismo matri-
cial y la generalizacién de la sucesion de Fibonacci
(11), donde la deduccion de los resultados ya conoci-
dos se realiza a manera de probar de la validez del
meétodo.

En el modelo ilustrado en la Fig.1 se desprecia los
efectos capacitivos e inductivos en el calculo de la re-
sistencia equivalente R para N lazos. El calculo de
Ry da como resultado

1 1 1 1 1 1
I+ R+14+R+ R+ 17
que es igual a (18) con qo 5 _1=R y g2 =1, por lo que
se puede usar (24) para escribir

Ry =R+ (26)

Ry — lonv1 ~ Rlana
N = —
lon lans1 —lan—1

27

En el limite de un nimero muy grande de lazos se
obtiene R

— 28
11—t (28)

R = Lim Ry =
N—o0
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R

F1G. 1.— Circuito escalera de N lazos con voltajes y corrientes nodales V,, i, respectivamente. La resistencia longitudinal tiene un
valor de R unidades de resistencia mientras que la resistencia transversal vale 1 unidad de resistencia. Cuando el interruptor esta en
el estado s=1 el circuito tiene una carga de Z unidades de resistencia y cuando s=0 el circuito esté abierto.

Si R=1 entonces RDQ=(1+\/5)/2, lo que se conoce
—desde los tiempos de la Grecia clasica— como
razoén aurea.

A continuacion se calcula los voltajes y corrientes
nodales V,, i,, (Fig.1). Fijando en valor del voltaje
de entrada como Vy =iy Ry, las corrientes nodales
resultan ser

k —1
IN—k = VN H 1+RNm] (1§k§N—1),

(29)
donde se usa (27) para el calculo de Ry _,,. Cuando
el estado del interruptor es s=1 (circuito con carga)
la resistencia equivalente es

1 1 1 1 1 1
RN=R4+——F—— ... ——,
NSRRI Ry Ry Z
la que se puede escribir en términos de sus respecti-
vas convergentes:

Py _
Q2N

(30)

Z Poy_1+ Pan 2

Z Qan—1+ Q2n—2
_(Z41) o1 — Poy_3
C(Z+1) Qan—1— Qan—s’

o bien, en términos de las sucesiones generalizadas
Hy L en (20),

Ry =

(31)

(Z41) hany1 — han—1
(Z+1) lany1 —lan—1
Zlony1+ (R—Z) lan—1
Sustituyendo este valor de Ry en (29) se obtiene la

corriente nodal y de ahi —por la ley de Ohm— el vol-
taje nodal:

Vv {Z lyN—ky+1 + (R —2) 12(1\/—1@)—1}

Ry =

(32)

IN_k=

R (Z41) lang1 — lon—1
(Z+1) lyN—k)y+1 — 12(1\/_1@)_1}
=V . (33)
e [ (Z41) lant1 — lon—1

La férmula (33) para las corrientes y voltajes noda-
les en un circuito con carga constituye el resultado

central de este trabajo. El caso particular del cir-
cuito sin carga (o abierto) se obtiene de (33) al tomar
Z=co. La férmula (33) comprende, como casos espe-
ciales, los resultados reportados por Basin (1963). En
el limite de una cadena de lazos muy grande (N— o)
se obtiene de (32) que

MI(Z+1) A -1
(Z+1) N —(Z+2) M+ 1
(34)
y de aqui, se recupera la expresion (28) para el cir-
cuito sin carga en el limite Z — co.

Roo = Lim RN =R
N—o00

5. LiMITE DEL CONTINUO: LiNEA UNIFORME DE
TRANSMISION

La aplicacion de los anteriores resultados en el
limite continuo del circuito de la Fig.1 es inmediata.

Este es el modelo para una linea de transmisién uni-
forme que consiste —por ejemplo— de un juego de
cables coaxiales con una fuente de voltaje en un ex-
tremo y una carga en el otro extremo. Asi, se tomara
el limite de un nimero muy grande de lazos, N — oo,
junto con las resistencias longitudinal y transversal
en cada lazo:

oL N

ry=

donde L es la longitud de la linea de transmision
y pi, p¢ son la impedancia y admitancia por uni-
dad de longitud, que son caracteristicas del ma-
terial y de la geometria del sistema fisico. Asi,
para una carga Z’, la resistencia equivalente es
R.,=r:R., donde R, esta dada por (34) con Z=Z"/r;
y R=r)/ri=(LIN)?p; p;. Sustituyendo estas expresio-
nes en )\1=R+2+\/(R2+4R) se tiene:

L
M1+ NW’ (36)
por lo que R., queda como
R Z'pt + /Pipi (37)
eq —

Z’pt\/mpt + oot
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que se reduce a la formula correcta en el limite del
circuito sin carga:

Lim Req = v/i/pr.

La férmula para R., en (37) es la misma (salvo por
un factor V2) que obtiene Mowery (1964) después
de usar un método con base en los polinomios de
Tchebyshev.

El voltaje nodal en (33) se puede escribir en la
forma sencilla

(38)

Vn—r = VnAT" (39)

para lo que se usé

A2 R+2-/R(R+4) < L >2

22 ~(1- =,/ , (40)
M R+2+R(E+4) NV

junto con (recordando que Lim y _, ., (1+a/N)=e®)

-1 1-M1 /o5
In= L\z W exp (—2L\/pipt) + py /\J VAT
41)

Usando (36) y k=IN/L, donde [ es la distancia fisica
desde la fuente de voltaje (V) hasta el punto nodal
se tiene que

V(i) = ]\%im Vi =Voexp (—ly/pipr), (0<I<L)
(42)
lo que coincide con el resultado usual que se obtiene

al resolver la ecuacion del telegrafista (Plonsey & Co-
Ilin 1961, Sander & Reed 1976).

=0\

6. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA RESISTENCIA

El comportamiento asintético de Ry en (32) cuando
N— 0, se deduce esencialmente del comportamiento
de I, en (25) cuando N— oo con do=X\; ' (\>1) y
n> 3 impar:

n— —n— 1_)‘1
ln=\/)\11<1+\/)\1 1)<A2—A1>' (43)

Definiendo: 0=\{-2, p=(n+1)/2 y m=(n-1)/2, se rees-
cribe /,, como

Ly o< gp(8)AT, (44)
donde se introdujo la funcién
2 p
gp(6) =1+ (—2+5> . (45)

Asi, se establece el comportamiento asintdtico de
gp(9) en tres intervalos:

(i) 026<2 — g()=1+(1-6/2)",
(i) 622 — gn(0) 214277,
(iii) 0>2 —  g.(0) =1+ (2/6)".

En los tres casos se verifica el comportamiento
Lim,, .. ¢,(6)=1. El caso (i) corresponde al limite
R_.,=0 pues el circuito se reduce a una coleccién in-
finita de resistencias unitarias en paralelo. El caso
(iii) corresponde al limite R.,=R pues el circuito se

(46)

reduce a una coleccién infinita de “cortos” y por ello
solo queda la primera resistencia longitudinal. Asi,
el caso mas interesante puede ser (ii) ya que la razén
R de las resistencias longitudinal y transversal no es
muy grande ni muy pequenia. En este caso, si n> 5
entonces ¢,(6)=1, lo que significa que la resistencia
equivalente para un circuito (con o sin carga) de 5
lazos ya es una buena aproximacion para el circuito
mas largo.

En Lahr (1986) se dispone de un extenso material
acerca de la aplicaciéon de los niumeros de Fibonacci
a los circuitos tipo escalera. Su objetivo central es
calcular la resistencia equivalente y los voltajes y co-
rrientes nodales (con carga y sin carga), obteniendo
las expresiones buscadas en términos de los polino-
mios de Morgan-Voyce. Estos polinomios también se
utilizan en otros trabajos (ver, por ejemplo, Swamy
& Bhattacharyya 1967), donde se incluye efectos ca-
pacitivos e inductivos de las impedancias debidos a
una senal periddica de voltaje a la entrada del cir-
cuito. En todos estos casos, se verifica que los poli-
nomios de Morgan-Voyce corresponden al caso par-
ticular de una sucesién generalizada de Fibonacci
G definida por (11) con los primeros términos a;=0
y as=1. Aunque ya Basin (1963) reporta expresio-
nes explicitas para los polinomios de Morgan-Voyce,
éstos no se aplican en algun calculo contenido en su
trabajo. Otros resultados concernientes a las poten-
cias de una matriz de 2x2 y sus conexiones con fun-
ciones hiperbdlicas, polinomios de Jacobi y polino-
mios de Tchebyshev se reportan en Mowery (1964)
y en Mowery (1961).

7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Los resultados centrales de este trabajo, que pue-
den resumirse en las formulas (33) para las corrien-
tes y voltajes nodales, y la formula (42) para el vol-
taje a lo largo de una linea de transmisién conti-
nua, se obtuvieron por medio de una redefinicién de
la asi llamada sucesiéon generalizada de Fibonacci
segun (11). La técnica utilizada fue la del formalismo
matricial que comprende el calculo de eigenvalores,
la diagonalizacién y la potenciacion de matrices de
2x2. Este formalismo conduce ademdas a expresio-
nes para estimar el caracter asintético de la resisten-
cia equivalente, lo que permite, por ejemplo, calcular
cuantos lazos del circuito serian suficientes para te-
ner una buena aproximacion al circuito infinito. Una
direccién natural en la que se puede extender este
trabajo es considerar eigenvalores complejos \; y Ao
de las matrices de recurrencia, lo que esta asociado
a los efectos capacitivos e inductivos de las impe-
dancias (un tratamiento muy completo al respecto lo
hace Dutta-Roy (1964) con métodos diferentes a los
de este trabajo). Asi, se puede demostrar que aun se
cumple la condicién |A\;||\2|=1, de donde se deduce
que la impedancia equivalente debe tener un com-
portamiento asintético analogo al caso de eigenva-
lores reales. Otra direcciéon que se podria tomar es
hacia la investigacion de las propiedades de las frac-
ciones continuas (15) en donde la periodicidad de ¢,
se extiende sobre periodos mayores que en (19), lo
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que supone un formalismo matricial analogo a (12)
que involucra el producto de un nimero mayor de
matrices de 2x2. La extensién de dicho formalismo a
matrices cuadradas de mayor orden puede aplicarse
considerando la expresion mas general de (11) para

las relaciones de recurrencia:

k
an =Y Crntp_m (0<k<n). 47)
m=1
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