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RESUMEN

El siguiente podria ser un experimento tipico en el laboratorio de pregrado: la
presién del aire es medida como funcién de la temperatura a volumen constante y en
un rango definido de temperatura; luego, los resultados son representados graficamente.
Entonces, una linea recta es ajustada de forma visual (o por minimos cuadrados) a los
datos experimentales y ésta es extrapolada al valor de presién cero con la esperanza de
encontrar el cero absoluto de temperatura. Pero, jse puede confiar en la informacién
obtenida de tal extrapolacién? Investigamos aqui este problema de una manera gene-
ral utilizando métodos estadisticos para el ajuste con una linea recta, y aplicamos los
resultados al problema del experimento descrito arriba.

1. INTRODUCCION

Una técnica usada en fisica para obtener informacién
a partir de un conjunto de datos experimentales es su
representacién grafica. Una practica comun es extender
la interpretacién de los datos experimentales mas alla del
intervalo en el que fueron observados. De aqui el nombre
“extrapolacion”.

Como ejemplo se tiene la estimacién experimental de
la temperatura de cero absoluto midiendo la presién de
un gas a volumen constante como funcién de la tempe-
ratura [1], y de aqui, la extrapolacién para una presién
P=0 del gas, una vez que la escala de temperatura abso-
luta ha sido definida para el gas ideal [2]. La validez de
este procedimiento se da por sentada no solamente para
P=0, sino para cualquier otro valor P de la presion.

Aunque esta técnica de extrapolacién nacid junto con
las ciencias experimentales, recién algunas cuestiones so-
bre la precisién absoluta y relativa de los resultados se
pueden contestar eficientemente en la actualidad. Jun-
to a la expansién del uso de las computadoras, varios
programas surgieron y permiten responder a estas cues-
tiones a través del andlisis estadistico para un conjun-
to amplio de funciones (MATLAB, Origin, TableCurve,
LAB Fit, etc.)

En este articulo investigamos cudn confidente es la
técnica de extrapolacién desde el punto de vista es-
tadistico, siempre que el objeto de estudio se pueda re-
presentar por una linea recta. Por lo tanto, debemos re-
visar brevemente el ajuste de minimos cuadrados de un
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conjunto de datos (x;, y;) a una funcién y = az + b,
si las incertidumbres de y; son desconocidas. Asimismo,
necesitamos asociar las incertidumbres a la funcién de
ajuste de tal forma que ésta se exprese finalmente de la
forma y(z) = y(2)m + Oy(2)m, donde y(z)n, = az + b
es el valor medio de la funcién de ajuste y oy(,)m €s su
desviacion estandar.

Restringiremos nuestra discusiéon a los errores es-
tadisticos, e.g., supondremos que se puede despreciar
errores sistemdticos de los datos (si no, vea la ref. [3]),
y que la extrapolacién no se saldré del rango valido pa-
ra el modelo fisico en cuestion. Bajo estas restricciones,
mostramos que la técnica de extrapolacién produce re-
sultados satisfactorios y confiables en el caso de un ajuste
de linea recta y que estos resultados son comparables a
aquellos obtenidos por interpolacién.

2. ASPECTOS TEORICOS RELEVANTES

Antes de abordar los aspectos tedricos relevantes de
este articulo, aceptaremos las siguientes hipdtesis para
la discusién a lo largo de todo el articulo:

1) los errores sistematicos de las mediciones se pueden
considerar despreciables;

2) la propagacion de errores se puede calcular usando
aproximaciones de primer orden;

3) la fluctuacién de los puntos en torno a la funcién
de ajuste se puede considerar gaussiana;

4) la ley fisica que es objeto de la extrapolacién es
valida en todo el intervalo de estudio;

5) la variable z no tiene errores.
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Dado un conjunto de N puntos (z;, ¥; + 0ym:), donde
z; y y; son los valores medios de la abscisa y ordenada
del i-ésimo punto respectivamente, y las oym,; son las
incertidumbres de y;, el ajuste de la funciéon y = azx + b
se puede encontrar por las expresiones [4, 5, 6]:

1 al TilYs Mo
-5[(E) ()
j=1 ~ymi =1 ~ymi

y
1 3 Yy )
b= — i)
N N Ty
- — - =11, (2)
donde

N2 N N T; ’

Las incertidumbres de los pardmetros a y b, asi como
su covarianza estan dados por

Oam = D < 2 (4)

N

cov(a,b) = —% (Z Ufi ) ; (6)

i=1 ymi

donde D es la misma variable que en (3).

Para el caso en el que se desconozca las incertidum-
bres de los datos experimentales, e.g., tenemos puntos del
tipo (z;,yi), se puede asociar una incertidumbre comin
a cada uno de ellos de la siguiente forma: primero, susti-
tuimos las incertidumbres desconocidas por el valor ar-
tificial 1, esto es, fijamos oym; = L en (1) y (2), y deter-
minamos los pardmetros ¢ y b por un pre-ajuste y(z);
luego, podemos determinar la varianza asociada a la fun-
cién ajustada y(z) por la siguiente expresion [7]:

1 N 2
03(,() = N_2 Z [Yi - Y(Xi)] : (7)

i=1

Ya que la raiz cuadrada de la varianza nos proporcio-
na una indicacién de la fluctuacién de los datos experi-
mentales en torno a la linea recta ajustada, es razonable
admitir que las incertidumbres desconocidas de y; son
iguales a o (4. Asi, las ecs. (4), (5) y (6) se reducen a:

N

N N 2’
NY x2— (E Xi>
i=1 i

Oam = Oy(x)

cov(a,b) = —

- y(x) — in. (10)
Ny (Tw) O
i=1 i=1

Podemos determinar la incertidumbre de la funcién
ajustada y(z) = az + b a partir de las ecs. (8), (9) y (10)
por medio de propagacion de errores. Para esto, recorde-
mos que la propagacién de la desviacién estandar para
una funcién f(z1, 22, ... , 25 ) debido a las incertidumbres
de los n pardmetros z de f estd dada por [8]:

j=1 k=1

Para una funcién f de dos pardmetros, digamos a y
b, (11) se puede escribir como

2 2
orm = (L) + (o) 422 HLoovtan)

(12)

En el caso de una linea recta ajustada a puntos expe-
rimentales, y considerando los z; libres de error, el error
de la funcién y(z) = az + b ocurre debido a las incer-
tidumbres de a y b, incluyendo la covarianza entre ellos.
Asi, de (12) se tiene la linea recta:

Ty(xym = \/(xaam)2 + o2+ 2xcov(a,b). (13)

Podemos por lo tanto escribir la funcién completa de
ajuste como:

y(x) = (ax +b) £ 1/02,x> + 2cov(a,b)x + o . (14)
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TABLA 1

Presién P del aire como una funcién de la temperatura
t a volumen constante.

1 2 3 4 5
P(emHg) | 72,7 | 750 | 759 | 77,3 | 784
t(°C) | 30,0 | 38,0 | 42,3 ] 48,0 | 54,0

De esta manera, la representacién gréafica de la fun-
cién de ajuste consiste de tres lineas: la linea interior
representa el valor medio de la funcién dado por y(z)m,
= ax + b, mientras que las dos lineas exteriores dan los
limites inferior y superior de la banda de confiabilidad
defida por +0(;)m y calculada por medio de (13).

A continuacién investigaremos si el resultado obte-
nido de (14) y extrapolado mas alld del rango de los
puntos experimentales es confiable, o si las incertidum-
bres crecen de tal forma que los limites aceptables de
precision se ven comprometidos. Para esto, apliquemos
las ecuaciones referidas arriba a un conjunto de datos
experimentales.

3. APLICACION A UN CONJUNTO DE DATOS:
DETERMINACION DEL CERO ABSOLUTO Y
UNA GENERALIZACION DE LA TECNICA DE

EXTRAPOLACION

A fin de evaluar la técnica de extrapolacion, apli-
quémosla a un experimento en el que se determine el
cero absoluto de la temperatura. El experimento consis-
te de un bulbo con aire que contiene a un termémetro.
El bulbo estd inmerso en un recipiente con agua colo-
cado sobre un calentador. Este sistema se conecta a un
manometro; el volumen de aire en el bulbo se mantie-
ne constante durante las mediciones. Ya que este expe-
rimento es comun en los laboratorios de pregrado, no
entraremos en detalles sino méas bien presentaremos los
resultados experimentales. Ademds, nuestro interés prin-
cipal comprende el andlisis de datos desde el punto de
vista de la teoria de errores, y no asi el experimento en
si. La tabla 1 muestra los valores medidos de la presién
absoluta del aire dentro del bulbo como una funcién de
la temperatura.

Naturalmente, la temperatura t se tomaria como una
variable independiente, pero ya que queremos hallar la
temperatura a la cual la presién es cero, entonces ajus-
taremos la funcién t(P) = aP + b a los datos de la tabla
1.

De (1) y (2), y estableciendo oym; = 1, obtenemos a
= 41809 y b = —274,70. Con estos valores, se obtiene
Oyz) = 0912416 a partir de (7), y de (8), (9) y (10)
obtenemos o4, = 0,207948, oy, =2 15,7802 y cov(a,b) =
—3,28037. En consecuencia, a = (4,18 +0,21) °C/cm Hg
y b = (=275 £ 16) °C, asi que finalmente podemos es-
cribir
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Figura 1. Funcién dada por (15) ajustada a los valores expe-
rimentales. La linea central representa el valor medio de la
funcién, mientras las lineas inferior y superior limitan el 95 %
de la banda de confiabilidad.

t(P) = (4.18P-275)+

2.87,/4,32424 x 10-2P2 — 6,56074P + 249,015091,
(15)

donde la incertidumbre fue calculada a partir de (13).
El factor 2,87 que aparece delante de la raiz en (15)
—que describe la incertidumbre— asegura que la banda
de confiabilidad de la funcién que se ajusté solamente
a 5 datos es del 95 %, habiéndose probado que los da-
tos estan distribuidos de manera normal en torno a la
funcién de ajuste. Estableciendo P=0 ¢m Hg in (15), te-
nemos que t = (-275 £ 45) °C. Es interesante observar
que la precisién es mucho major que la correspondiente
al cero absoluto. Naturalmente, esta determinacién de
la temperatura ¢ para el valor especifico de presién ce-
ro, no necestita tomar en cuenta la covarianza entre los
parametros ajustados a y b para el calculo de la propa-
gacion de errores. Para este caso, que estd ya discutido
por Taylor [9], ¢(0) es la constante b. Sin embargo, la
covarainza debe considerarse para la determinacién de
t para cualquier otra presion P diferente de cero; es es-
ta generalizacién la cuestién de nuestra discusién. Aun
mads: deseamos investigar si los resultados para ¢(P) en la
regién extrapolada tienen una precision compatible con
los resultados dentro de la regién apropiada. Si es asi,
podriamos admitir, desde un punto de vista estadistico,
que los resultados de una extrapolacién tienen la misma
confiabilidad que aquellos obtenidos por interpolacion,
siempre que se respete nuestras hipdtesis. Si, por otra
parte, la incertidumbre relativa de ¢(P) crece a medida
que nos alejamos de la region de datos, los resultados ob-
tenidos via extrapolacion no serian acreederes a la misma
confiabilidad que aquellos dentro de la regién de datos.
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Figura 2. Funcién ajusta dada por (15), extrapolada desde
P =727cmHghasta P=0cmHg,yde P =784cmHg
hasta 130 em Hg. La banda muestra en 95 % de confiabilidad.

En la Fig. 1 se muestra la temperatura versus la pre-
sién dada por (15). Se puede ver que la banda de confia-
bilidad se dispersa a medida que se acerca a los extremos
de la region de datos.

La Fig. 2 muestra el comportamiento de la incerti-
dumbre de ¢ entre 0 y 130 ¢m Hg; podemos ver que la
incertidumbre crece fuertemente si nos alejamos de la
region de datos en ambas direcciones.

La Fig. 3 muestra la incertidumbre de la temperatura
t,

Ot(P)m —

2.871/4,32424 x 10-2P2 — 6,56074P + 249,015091,
(16)

dentro de la regién de datos.

La incertidumbre es minima en el valor promedio
P=7586 ¢cm Hg, y crece en ambas direcciones a medida
que nos alejamos de dicho valor. En nuestro caso, don-
de todas la mediciones tiene el mismo error comin, el
minimo ocurre en la media artitmética. Si no, el minimo
apareceria en la media pesada estadisticamente.

La Fig. 4 muestra le incertidumbre de la temperatura
t entre 0 y 130 cm H g; podemos ver que la incertidumbre
crece rapidamente méas alla de la region de datos, lo que
no resulta muy alentador.

Asi, a fin de averiguar si la técnica de extrapolacién
es confiable, consideremos —a pesar de la creciente
indertidumbre absoluta— la incertidumbre relativa o, de
la temperatura ¢:
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Figura 3. Desviacién estandar de la funcién ajustada dada
por (16), dentro de la regién de datos. El minimo ocurre en
el valor promedio P = 75,86 cm Hg.

5 g7 [4:32424 X 107°P2 — 6,56074P + 249,015091
oy =2, .
(4,18P — 275)°

(17)

La Fig. 5 muestra que la incertidumbre relativa tam-
bién crece mientras va del centro hacia los extremos de
la regién de datos. Hasta donde se puede apreciar, las
cifras indican que la técnica de extrapolacién no parece
ser confiable.

Ya que tenemos una singularidad en P=65,8 cm Hg,
la presién a la que la temperatura ¢ toma el valor ce-
ro, dividimos el gréafico en dos regiones: desde P = 0
cm Hg hasta P = 60 em Hg, y desde P = 70 cm Hg
hasta P = 130 em Hg. De manera interesante, vemos
que la desviacion estandar relativa se hace constante le-
jos de la region de datos. Primeramente, vemos que para
z(=P)>78,4 ¢m Hg, podemos entender este comporta-
miento a partir de (13): escribimos para la desviacién
estandar relativa

Iy(x)m _ 2,87\/(X0am)2 +(2XCO‘;()3; b) + Ugm’ (18)
ax +

lo que nos da

or = 2,870ymi/y(@)m — 2,8704m/a (19a)

en el limite £ — o0o. Sustituyendo o4, = 0,207948 v a
= 4,1809 en esta expresién obtenemos o, = 0,143, que
se muestra como la linea segmentada en la Fig. 6. Para
z (=P) = 0 tenemos
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Figura 4. Desviacién estandar de la funcién de ajuste dada
por (16), extrapolada desde P = 72,7 hasta P = 0 cm Hg ,
y desde P = 78,4 cm Hg hasta 130 cm Hg.
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Figura 5. Desviaci6n estdndar relativa de la funcién ajustada
de acuerdo a (17), dentro de la regién de datos. Si se aplica
(17) desde 0 cm H g hasta 130 cm H g, obtenemos el resultado
que se muestra en la Fig. 6.

or = 2,870ymi/y(x)m — 2,8704m /b, (19b)
cuyo resultado es o, = 0,165.

Esto significa que si estamos lejos de la regién de da-
tos hacia la derecha (o bien si P puede tomar un valor
mucho menor que cero), la pendiente de la linea recta
es el pardmetro dominante y, en consecuencia, la cova-
rianza entre los pardmetros se vuelve despreciable. Este
comportamiento estd de acuerdo con la referencia [10],
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Figura 6. Desviacion estdndar relativa de la funcién ajustada
de acuerdo a (17), Extrapolada desde P = 60 ¢m Hg hasta
P=0cmHg,y desde P = 70 cm Hg hasta P=130 cm Hg.
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Figura 7. Funcién de tercer grado ajustada a los mismos da-
tos experimentales dados en la Tabla 1. Una pequena ex-
trapolacién ya crea incertidumbres tan grandes que ninguna
informacién se puede extraer desde el exterior de la regién de
datos.

donde se discute sobre la covarianza de un par de varia-
bles correlacionadas.

Para una presién P = 68,5 cm Hg, la temperatu-
ra toma el valot t=0 °C y su incertidumbre relativa es
infinita. Pero, tal como muestra la Fig. 4, la incertidum-
bre relativa de la temperatura es finita y completamente
aceptable al compaararse con los valores involucrados.
Esta singularidad es pues una consecuencia de la escala
de temperatura elegida.
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4. DISCUSIONES Y CONCLUSIONES

De las Figs. 3 y 4, que muestran las desviaciones
estandar segin (16), podemos concluir que las incerti-
dumbres m&s pequenas para una funcién de primer or-
den con dos pardmetros ajustados, estin dentro de la
regién de datos, con un minimo en la presién promedio
P = 75,86¢cm Hg. Al alejarse de la regién de datos, la
incertidumbre absoluta crece en ambas direcciones.

Por otra parte, de las Figs. 5 y 6, que muestran las
desviaciones estandar segun (17), podemos ver que las
incertidumbres relativas se comportan razonablemente
tanto dentro como fuera de la region de datos, excluyen-
do el intervalo en torno a la singularidad para t = 0 °C,
lo que es una peculiaridad de la escala de temperaturas
usada.

Como se puede ver de (18), (19) y la Fig. 6, a medida
que nos alejamos de la region de datos, la precisién rela-
tiva de la funcién ajustada depende menos del pardmetro
b y de la covarianza entre a y b. Por lo tanto, la confiabi-
lidad de un resultado extrapolado obtenido por y(z)m,
para valores de z suficientemente alajados de la regién
de datos, puede indicarse por la precisiéon relativa del
coeficiente angular a de la linea recta.

Tomando asimismo en cuenta que la incertidumbre
absoluta de la recta ajustada es finita en toda la regién
analizada, tal como se muestra en las Figs. 3 y 4, pode-
mos concluir que la aplicacién de la técnica de extrapo-
lacién produce resultados tan satisfactorios como los de
la interpolacion. Naturalmente, esta conclusion tiene ex-
clusivamente por base los errores estadisticos y no asf los
errores sistematicos. Aunque esta conclusién pueda pare-
cer algo obvia, no es vélida para cualquier funcién ajus-
tada, como se muestra, por ejemplo, en la Fig. 7 para el
caso de un polinomio de tercer grado: una interpolacién
seria aceptable pero ya no una extrapolacion.

Desde luego, no podemos probar que la informacién
extraida de la linea recta extrapolada es verdadera. Pero
al menos, si uno estd dispuesto a seguir nuestra argu-
mentacion, podemos concluir que desde el punto de vista

de la estadistica, no hay objecién para extrapolar lineas
rectas y explorarlas en busca de informacién. Ademaés,
podemos cuantificar las incertidumbres involucradas en
la extrapolacion de una linea recta. Aunque hemos res-
tringido nuestra investigacion a los puntos sujetos a una
linea recta, seria interesante estudiar la confiabilidad de
extrapolaciones de otros tipos de funciones que se saben
sujetas a un conjunto dado de datos experimentales.
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