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RESUMEN

Se construye un modelo para describir el comportamiento de la velocidad circu-
lar de rotacién de galaxias. Para ello se utilizan los resultados del modelo cosmolégico
estandar para normalizar las ecuaciones de un fluido ideal que se aleja de la expansién
homogénea de Hubble y colapsa de manera autosimilar hacia un exceso de densidad
inicial. Se adopta el sistema de coordenadas esféricas con el eje polar coincidente con el
eje de rotacién galactico. La tnica interaccién considerada es la gravitacional y, como
buena aproximacién, se trabaja con un potencial gravitacional originado solamente por
la componente dominante en la masa, la cual es asumida con simetria esférica, con-
formada por materia oscura y estrellas de tipo halo. Se asume establecido el equilibrio
hidrostatico en las direcciones distintas de la radial y se obtiene una solucién para la
velocidad circular. Se promedia esta solucién en las variables angulares proponiendo la
presencia de un fendmeno de pulsaciones en las oscilaciones de las ondas de densidad
y se obtiene una férmula de ajuste para curvas de rotacién. Se ajusta el modelo a los
datos de curvas de rotacién de diez galaxias obteniendo un buen acuerdo, y con estos

ajustes se obtienen distintos pardmetros de la estructura y dindmica de galaxias.

1. INTRODUCCION

Las curvas de rotacién de galaxias espirales constitu-
yen una fuente de informacién muy valiosa en el estudio
de la estructura y dindmica de estos objetos. En estas
galaxias, el movimiento de rotacién es muy superior en
magnitud respecto de otros movimientos y por ello, los
rasgos de la velocidad circular como funcién de la dis-
tancia radial sobre el plano de rotacién son muy bien
definidos y comunes a todas ellas. El rasgo mas impor-
tante del comportamiento de la velocidad circular es que
a medida que aumenta la distancia radial es creciente y
muy empinado cerca del eje de rotacién, similar al com-
portamiento de un cuerpo rigido en rotacion, tornandose
luego y bruscamente en un comportamiento casi plano,
donde la velocidad de rotacién no cambia mucho con la
distancia. En la descripciéon més simple de una rotacién
kepleriana, sin tomar en cuenta los efectos de los gradien-
tes de presion, la velocidad circular se escalaria con la
distancia radial r y con la masa contenida dentro de ese
radio, M, segiin (M /r)'/2. Si se considera sélo la masa
visible de una galaxia, esta descripcién falla para distan-
cias suficientemente grandes, pues en esas regiones don-
de la masa visible ha caido notablemente, la forma de la
curva de rotacion contintia siendo plana. Este hecho dio
lugar al planteamiento de la existencia de la materia os-
cura (de composicién no del todo conocida hasta ahora)
que constituiria aproximadamente el noventa por ciento
de la masa de una galaxia tipica, y cuya distribucién se
extenderia a mayores distancias que la de la materia vi-
sible. De todas maneras, incluyendo la materia oscura,

el modelo kepleriano no describe de buena manera a las
curvas de rotacién, haciéndose necesario el considerar a
un sistema galactico como un fluido. Los primeros estu-
dios del problema mostraron que cuando la materia visi-
ble es modelada como un gas Maxwelliano no colisional
embebido en un halo de materia oscura conformada por
particulas no colisionales con una muy alta dispersién de
velocidades, aparecia de forma natural el potencial gra-
vitacional que da lugar a curvas de rotacién planas [7].
Por otro lado, se han construido potenciales con compo-
nentes de disco, halo y bulbo esferoidal que proveen de
buenos ajustes a las curvas de rotacién de galaxias espi-
rales [8]. Otros modelos ajustan el campo gravitacional
usando un modelo adecuado para la densidad superficial
de discos galacticos, obteniendo de igual manera bue-
nos resultados [9]. El fenémeno estd presente también en
galaxias elipticas y primeros modelos que las consideran
como sistemas esferoidales oblados con pequefia rotacion
dan como resultados curvas de rotacién razonablemente
planas [10]. Trabajos recientes en teoria de campos han
alcanzado modelar las curvas de rotacién, por ejemplo,
al considerar que el acople fuerte entre la materia os-
cura y la visible puede ser descrito como una relacién
de desviacion topolégica, la cual es interpretada como
una modificacién de la ley de Newton [11]. Peebles [1]
y Bertschinger [2] hicieron notar que el comportamiento
de las curvas de rotacién en la parte plana puede ser des-
crito con el escalamiento ~/8 que se obtiene de solucio-
nes con simetria esférica para distancias suficientemente
grandes. Siguiendo esta idea, se plantea aqui una solu-
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cién con simetria de disco que busque explicar no sélo
el comportamiento general mencionado sino también las
fluctuaciones respecto del mismo. Estas fluctuaciones, en
las curvas de rotaciéon provenientes de observaciones de
galaxias espirales, tienen la forma de oscilaciones de am-
plitud variable, oscilaciones cuya frecuencia y amplitud
disminuyen con la distancia radial.

A continuacién se describe la construccién del mode-
lo, luego los resultados y finalmente se realiza una dis-
cusién y se dan las conclusiones de este trabajo.

2. ECUACIONES DEL MODELO

Las ecuaciones de trabajo adoptadas para describir
la dindmica de un fluido colisional no viscoso con inte-
raccién gravitacional son:

La ecuacion de continuidad:

0
= 1
o+ ¥ (00) =0, 1)
las ecuaciones de Euler:
d
2
dtv+- Vp 78 (2)

y la ecuacién del flujo de energia:

d

ﬁ@p) 0, (3)

donde p es la densidad, 7 es el vector velocidad, p es la
presion, v es el indice politrépico y ¢ es la aceleracién
gravitatoria, la cual, como gradiente de la solucién de la
ecuacién de Poisson, tiene la siguiente expresién:

(™)
—‘: d3—4
g v/| =
pT = p+ pNC; (4)

donde py¢ es la densidad de la materia no colisional.

Se busca construir un modelo autosimilar, es decir
que sea invariante en forma y apariencia en todas las es-
calas, tanto espaciales como temporales. Esto se logra al
adoptar los resultados del modelo cosmolégico estandar
para tiempos suficientemente grandes posteriores al co-
mienzo de la expansién. Bajo el régimen de esta expan-
sion homogénea de Hubble, la densidad media del uni-
verso, llamada densidad de Einstein-De Sitter, evolucio-
na con el tiempo segun la forma:

L 5
6mGt2’ (5)

Por otro lado, las fluctuaciones de la densidad, que
crecen como %/3 | originan centros de condensacién loca-
les que hacen que sucesivas capas concéntricas alrededor
de ellos se alejen de la expansién general. De modo que
una de estas capas, que inicialmente se estd expandiendo
siguiendo el flujo de Hubble, llega a frenarse y comien-
za un movimiento contrario de colapso hacia el centro de

pu(t) =

condensacién. Segun la teoria del modelo estandar, el ra-
dio de retorno de las capas de masa colapsantes obedece
el siguiente comportamiento con el tiempo:

Tea(t) = 7(£)%° o t3/°. (6)

Lo que se propone en la construccién del presente
modelo es que estas capas colapsantes dan lugar a la for-
macién de galaxias y entonces, al margen de considerar
otros efectos estructurales y dindmicos producidos por
procesos tales como los de formacién estelar, disipativos
y otros debidos a la presencia de campos magnéticos, el
modelo deberia representar de buena manera los rasgos
generales de las galaxias normales.

Se ve, por lo tanto, que la normalizacién de las varia-
bles en términos del radio de retorno y de la densidad de
Einstein-De Sitter es muy adecuada. Tal normalizacién
en coordenadas esféricas es la siguiente:

a. Posicion:

Rt = (\0,0), A= Tm’“(t), (7)
b. Velocidad:
3, 1) = t( J7(0,0,9), (8)
c. Densidad:
p(7,t) = pa(t)D(X,0,0), (9)
d. Presion:
Tta(t)

)2pe,0),  (10)

Al ser el radio de retorno la tnica escala espacial fun-
cién del tiempo, el sistema resulta autosimilar, es decir,
dada la escala fija A, es invariable en forma y apariencia
para todas las escalas r = A\73/9.

Con las variables asi normalizadas, las ecuaciones (1),
(2) v (3) toman las siguientes formas adimensionales:

Vi (DV) —2D — SAD’ =0,

. L 1. 8., B
V-VR‘V—§V—§)\V +5VR‘P—
2 Dr(R") 43
_v_’/ - . d II,
9" "J |R-Rr|
5 - P 2P 8 P P>
4 Vﬁ(ﬁ) 9D §>\(5) (v— 1)DV V=0, (11)

donde las primas indican derivadas parciales respecto de
A

Se introducen las siguientes definiciones:



CURVAS DE ROTACION 27

X = cosf, V:(V)\,VQ,V¢),
ur =Wy, up=(1-x2"?Vp,
12
L, (12
® T X272 n=on>

Dy (R'") 13 3.
Z = flR R”dR

y con éstas, las ecuaciones (11) en coordenadas esféricas
son:

(ux — 3A)D’ + $Duy + Duj, — 2D

—%(D%’lm + UQ%D) + %(D%Uq} + U¢E%D) =0,

(13)
(ur — EN)ul — Fur — %Uﬁ%UA + %u%%u)\
(14)
+n +n% =37,
(uxr — 3N)up — tug — %ue%w + %(U¢%Ua - #ug)
_1*X2( +10 D)= _21x% 0 5
1T Doy 9 A %
(15)
(ux = SNl — gug + Jusagus — sus(fus — T2z up)
1 o 5 py_2_1 8
3 (367 + BosD) = 33 962
(16)
(ux = g = 51 — xuo g5 + xUs 25
(17)

+(y = Dn(Fux + vl — %%ue + %B%ut;,) =0.

3. SOLUCIONES
3.1. Aprozimacion radial

En esta aproximacion se hallan las soluciones de las
ecuaciones (13—17) para valores de A suficientemente
grandes. Para estos valores, dichas ecuaciones se reducen
a las formas:

AD'+ 2D =0,
—5xu = gur +0 + 0y =37,
Auj + gug =0, (18)

Ay + gug =0,

An’+%n:0,

Las soluciones de este conjunto son:

D" = DoA=%4,  Z7 = 18(B,v0)2 A" /4,

— -1 2.2y —5/4
uh = vgoa AT — w2\ 3N/,

ro_ Ug/\il/s,

ul, uly = voop A /8,

nr — ,'70)\71/4_

Estas soluciones estan expresadas en términos de
parametros dindmicos para valores de \ suficientemente
grandes, los cuales se describen a continuacién:

i. By es el parametro de soporte rotacional, definido
como el cociente entre la aceleracién gravitatoria
y la aceleracién centrifuga. Si v.(r) es la velocidad
circular del fluido a la distancia radial r y m(r) la
masa total dentro de ese radio. La expresién para el
cuadrado de 3, es la siguiente:

g Gm(r) 321 Do(1+¢)

2
Bg= = =

2
go  ve(r)?r 27 V3 (20)

donde ¢ es el cociente entre la masa de la materia
no colisional y la masa del gas colisional (¢ ~ 9).

ii. By es el cociente entre la aceleracién del gradien-
te de presion radial y la aceleracién centrifuga. La
expresion para su cuadrado es:

2__ r&p(r) _9%m
b = r)2p(r) 203 1)

=
/\

iii. El pardmetro x2 da una medida de la combinacién
de los efectos gravitacionales y de los gradientes de
presién:

Xo =B, — 5, (22)

iv. o) y o9 comparan las amplitudes de los movimientos
radiales y polares con la amplitud del movimiento
circular, respectivamente.

v. Adicionalmente se define un parametro, g, que mi-
de el grado en el que el efecto del segundo término
en u} se aparta del efecto del primero:

9
= (05 + 03).

3 (23)

Xo =

3.2.  Equilibrio Hidrostdatico

Como una simplificacién del modelo se adoptan con-
diciones de equilibrio hidrostético en las direcciones 6 y
¢, ésto permite anular la suma de las componentes de
las fuerzas gravitacionales y de gradientes de presién en
esas direcciones:
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n+ B%D— Z =0,

e
Ol
©ol
e

(24)
6] 6] 20 _

Por otro lado, no se consideran condiciones de equi-
librio hidrostatico en la direccién radial; éste se daria si
X5 =0

Con esta propuesta, las ecuaciones (15) y (16) se re-
ducen a las formas:

OpVy =0, OpVy=0,

(25)
Op = (ux — §A) 25 — 5 + 3 (us g — uozy)-

Quiere decir que, bajo las condiciones de equilibrio
hidrostédtico asumidas, las soluciones para Vy y para Vg
son idénticas a menos de un factor constante. Es inme-
diato que este factor es oyp:

Vo =09 V. (26)

3.3.  Aprozimacién Lineal

En este punto, la tnica ecuacién necesaria para la
obtencién de la velocidad circular es (25). Como siguien-
te aproximacién se propone expresar el operador Op en
términos de los resultados de la aproximacién radial:

P 8o 1.1 .90 .0
Op — Op" = (uy 9/\)8)\ 9+>\(u¢8¢ u(,ax). (27)

Definiendo la variable u como

uw= "8 (28)

se encuentra que las soluciones de la ecuacion diferencial

Op"Vy =0 (29)

tienen la forma general

m 1/9/,. .2 1/18 2
V" = Apu'/? (cos® g(u)) /"% exp {9—909(“)]

—Kn, <19%9£J(U) + x>2 —im (gl—gi)g(w - ¢>] ;
(30)

X exp

donde

QUUX(Z)U—U)\} 31)

g(u) =tan~! { o

y m es entero.

La constante K,,, cuando positiva, sirve para regular
el grado de achatamiento del sistema hacia el plano de
rotacion, mientras que m da el nimero de brazos espira-
les.

4. FORMULA PARA EL AJUSTE

Se adopta una forma de la solucién correspondiente
a una estructura de m brazos espirales:

o 160 2
Ve = A(ul cosg|)1/9eﬁge_K(9T:g+X) x

842 gx)” 16
1+ Be 0 cos ym (—gq-9+ ¢+ ¢o
(32)
Se propone la presencia de un fenémeno de pulsa-

ciones, de manera que se hace el siguiente cambio en la
frecuencia de las variaciones armdnicas:

m-—->m+d, §LI1. (33)

Por otro lado, se plantea que la solucién de orden
cero, con B = 0, representa el comportamiento medio
de la velocidad circular correspondiente a x = 0 (plano
de simetria) e independiente de ¢, y que las fluctuacio-
nes respecto de este valor medio estan representadas por
la solucién de orden m, las cuales dependen de x y ¢,
ademds de A. A fin de simplificar el ajuste, se toma en
estas fluctuaciones un valor medio (x) = 1/2; y con esta
eleccidn, los valores de vgoy corresponden al hemisferio
superior 0 <y < 1.

Con estas consideraciones y realizando el promedio
en la variable angular ¢, la expresion resultante para la
velocidad circular de rotacién es la siguiente:

1604

- 2
Ve=(Vp) = A(U|cosg|)1/geﬁge*K(mg) %
(34)

1604

2
[1 + Aoefﬁ(mg+%) cos (m%g + (,00):| .

Dada una tabla de datos para los valores de la ve-
locidad circular de rotacién, y, versus los valores de la
distancia radial, z, la forma a usar para los ajustes es la
siguiente:

flu) = CL1(azu|cosg|)1/9easg/9eﬂz592 %

g = g(u) = tan ! (asu — as),

u=u(z) = (x4 ay) /5.

El parametro a;o es introducido para considerar la
posibilidad de que los datos  no tengan como origen al
centro de la distribucién.

Finalmente, los pardametros fisicos se obtienen a par-
tir de los parametros del ajuste con las relaciones:
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TABLA 1

29

Parametros obtenidos con los ajustes a las curvas de rotacién. Los valores estan dados para m = 2 y 7 = 1. Excepto
los indicados con ’*’, que pertenecen a la base de datos co-hi,
todos los deméds corresponden a la base de datos optical [5].

Galaxia o o9 Vo Qo X3 A Ay K B ©o
NGC 2590 | —0,007 -0,1 15,7 0,2 0,01  362,7 -0,3 1,1 7,9 —-294
NGC 2841 0,001 —0,06 12,3 0,2 0,01  430,6 —6,1 10,1 35,5 —=30,7
NGC 3521 —0,01 0,02 -492 -0,06 0,001 2915 -2x10* 75 243,3 —58,0
NGC 4448 —0,01 0,5 14,6 0,2 0,006 314,7 0,002 0,1 —-0,7 —28,2
NGC 4527 | —0,001 —1,2 15,7 0,1 0,006  230,5 0,06 0,005 —-0,06 —29,4
NGC 4565 0,01 —0,03 15,0 0,1 0,004 320,8 4x10* 180,2 208,7 19,1
NGC 4569 | —0,003 —0,04 13,0 0,2 0,007 3760 2x10™ 47,1 3249 178
NGC 5033 —-0,07  —0,06 3,0 0,2 0,01 4960 -3x10* 94 286,3 —249
NGC 891 | —0,003 —0,07 15,4 0,2 0,007 2959 —0,2 3,0 10,5 —=30,1
NGC 1068" | 0,001  —0,007 60,8 0,03 0,0003 279,9 1x10% 56,7 179,7 12,1
NGC 2841° | 0,0006 —0,06 12,2 0,2 0,01  436,5 —6,1 10,0 37,1 —-30,6
NGC 4527" | —0,001 0,2 23,2 0,1 0,004 2357 0,05 -0,1 -1,2 -283
TABLA 2
Valores del pardmetro a1p (en unidades de kpc) para los ajustes a las
curvas de rotacion de las galaxias de la Tabla 1.
NGC 2590 NGC 2841 NGC 3521 NGC 4448 NGC 4527 NGC 4565
2.9 1.9 1.8 2.4 2.2 2.6
NGC 4569 NGC 5033 NGC 891" NGC 1068" NGC 2841° NGC 4527
2.6 1.0 3.1 4.6 2.0 4.0

a2a4
2(1+a2)”’

09 = __(%?) a:ﬁs’ ox = (%;) iiﬁf’
(36)
A= alaé/g, Ag =ag, o = ay,

5. RESULTADOS

Se aplica la férmula de ajuste (35) a datos de curvas
de rotacién obtenidas de las observaciones por Sofue Y.
[5]. Los ajustes son realizados utilizando el método de
Levenberg-Marquardt [4] con una precisién de 1073 %
en el pardmetro y2. Estos datos junto con las correspon-
dientes curvas de ajuste son mostrados en las figuras 1y
2 para doce galaxias. Los pardmetros obtenidos para es-
tas galaxias estan contenidos en la Tabla 1 y en la Tabla
2 se presentan los valores obtenidos para el pardmetro
aio.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

El modelo desarrollado se ajusta de modo razona-
ble con los datos de curvas de rotacién galacticas. Segin
éste, el comportamiento medio de la velocidad circular
de rotacion, con una forma empinada cerca del centro de
la distribucién y con una forma plana al alejarse luego de
aquél, seria debido principalmente a la preponderancia
de los movimientos polares de los elementos del fluido
hacia y desde el plano de simetria galactico en el primer
caso, y al efecto contrario en el segundo, cuando, para
valores suficientemente grandes de la variable radial A, la
forma plana es explicada por la lenta variacién de la ve-
locidad con tal variable, segiin A~*/%. Las fluctuaciones
respecto de este comportamiento medio serian explicadas
por dos efectos: el efecto de un fenémeno oscilatorio de
pulsaciones provocado por las oscilaciones armoénicas de
las ondas de densidad que originan también los brazos es-
pirales. La frecuencia de estas oscilaciones decrece con la
variable radial segin le forma de la funcién g(u) (ec. 31).
Esta funcién se presenta como una variable natural del
problema; la velocidad circular como funcién de g tiene
oscilaciones arménicas de frecuencia constante, frecuen-
cia cuyo valor estd definido por el valor del pardmetro
Qp. Segiin la Tabla 1, los valores de €y son del orden
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Figura 1. Datos de curvas de rotacién y curvas de ajuste para distintas galaxias. Las unidades de la velocidad circular de
rotacién son km/s. ’s’ representa la variable radial y sus unidades son kpc. Se indica el tipo de datos utilizados, optical

en estos casos [5].
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de 0,1 en casi todos los casos, lo cual tal vez permitiria
sugerir que éste es un pardmetro mas o menos estable de
una galaxia a otra. El otro efecto que explicaria las fluc-
tuaciones estaria gobernado por los movimientos polares
a través de una amplitud variable de las fluctuaciones
oscilatorias. Esta amplitud, como funcién de g tiene una
forma exponencial, de tipo creciente o decreciente en al-
gunos casos, y de tipo gaussiano en otros. Se encuentra
que a mayores valores del pardmetro oy, que cuantifica
el orden de magnitud de los movimientos polares respec-
to del movimiento circular, mayor es la amplitud de las
oscilaciones. Los valores de oy no se muestran estables
de una galaxia a otra; segun la Tabla 1, en algunos casos
el orden de la velocidad polar es cien veces menor que
la velocidad circular y en otros llega a ser comparable a
ésta.

Los valores de o) mostrados en la Tabla 1 son, en
general, menores que los de oy, y aun en el caso en que
éstos son comparables, el efecto de los movimientos ra-
diales es mucho menor al efecto de los movimientos pola-
res en la estructura de las curvas de rotacién estudiadas.
Los bajos valores de oy y ¢ determinan pequenos va-
lores del pardmetro X3, lo que indicarfa que el equilibrio
hidrostatico en la direccion radial en los objetos bajo es-
tudio estaria establecido como muy buena aproximacion.

En lo que se refiere al proceso de la obtencién de
los ajustes, éste es muy sensible a las variaciones de
los valores de los parametros y se dificulta por el alto
nimero de pardmetros a modificar. Como ejemplo se
tienen los casos de dos galaxias, NGC 4527 y NGC 2841
para los cuales se disponian de ambos tipos de datos,
optical y co-hi. En el primer caso se encuentran grandes
diferencias en los valores de los parametros para los
ajustes a uno y otro tipo de datos (véase Tabla 1) a pesar
de que los mismos se muestran razonables en las figuras

correspondientes (véanse figuras 1 y 2). En el segundo
caso, por el contrario, se encuentra un excelente acuerdo
entre los resultados de los ajustes de ambos tipos de da-
tos. Finalmente, se encuentra un resultado no esperado
en los ajustes realizados, pues el parametro aig que defi-
ne el cero de la variable radial y por tanto deberia tomar
valores suficientemente pequenos, toma valores muy sig-
nificativos en todos los casos (véanse la Tabla 2 y figuras
1y 2). En este punto no se puede dar una explicacién a
este problema y queda como objeto de estudio posterior.
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