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RESUMEN

Se utiliza el algoritmo numérico de relajacién para la ecuacién de Laplace en dos
dimensiones, correspondiente a una distribucién arbitraria de carga eléctrica contenida
en una region finita del espacio. Las condiciones de contorno de este problema son
abiertas, pues se conoce el potencial en cada carga y no asi en el contorno de la regién.
El problema de conocer el potencial dentro de dicha regién se resuelve hallando las
contribuciones de monopolo y dipolo en la expansiéon multipolar del potencial bajo la
aproximacion de campo lejano, y asi se establece el potencial en un contorno circular
que contiene a la regién de interés. Luego se aplica el algoritmo de relajacion usual
tomando al potencial de dicho contorno como condicién de contorno cerrada, lo que
permite finalmente calcular de manera recursiva el potencial en toda la regién interior.
Esta técnica se ilustra para un dipolo, un “tripolo”, un cuadrupolo y una pieza continua

de forma arbitraria.

1. INTRODUCCION

La ecuacién de Laplace, V2V = 0, reviste una im-
portancia fundamental en varias areas de la fisica, y por
ello se han elaborado varios métodos matemaéaticos pa-
ra hallar sus soluciones V(r). Dichas soluciones depen-
den fuertemente de las condiciones de contorno para esta
ecuacion. La mayoria de los métodos analiticos para re-
solver la ecuacién suponen simetrias especiales que en la
mayoria de los casos no corresponden a los problemas
que se desea resolver. Una de las alternativas mas via-
bles de solucién de la ecuacién de Laplace resulta ser la
aproximacién numérica por iteraciones sucesivas una vez
que V2V =0 se ha convertido en una ecuacién de dife-
rencias finitas. Asi, al comparar los valores de V(r) en
dos iteraciones consecutivas (para un cierto r) y esta-
blecer que su diferencia es menor que un valor pequeno
fijado de antemano, entonces se da por terminado el pro-
ceso de iteracion y se supone que se tiene ya una buena
aproximacién numérica a la solucién buscada para V (r).
Este método de aproximaciones numéricas sucesivas que
converge a una solucién se denomina “método de relaja-
cién”.

Si reR? la ecuacién de Laplace toma la forma

v

o*V
027 " By

=0, (1)

que se puede convertir en una ecuacion de diferencias
finitas al aproximar las derivadas parciales por :

i—z = ﬁ [V(z+Az,y) = V(z,y)], (2a)
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v 1 ‘
922~ A2 [V(z + Az,y) — 2V (z,y) + V(z — Az,y)];
(2b)
y de manera similar,
ov 1
SASYNL Ay) — 2
9 - Ay [V(z,y + Ay) = V(z,y)], (2¢)

9 o ﬁ [V(z,y + Ay) — 2V (z,y) + V(z,y - Ay)].
(2d)

Al sustituir estas aproximaciones en (1) con Az=Ay
queda la férmula

Viz,y) & i[V(m + Az, y) +V(r — Az, y)
(3)
+V(z,y + Ay) + V(z,y — Ay)]

que es bien conocida (ver, por ejemplo, Numerical Re-
cipes [1]) como un algoritmo numérico practico que se
aplica de manera iterativa a los puntos (z,y) de un cier-
to dominio cuadriculado SCR? con contorno 9S donde se
conoce de antemano los valores de V(z, y). Esta ultima
es la condicién de contorno de Dirichlet. Existen otras
condiciones de contorno como la de Neumann y la de
Cauchy [2], pero en este trabajo se supondra solamen-
te la condicién de Dirichlet pues ésta es la que resulta
relevante para el problema comprendido aqui.

Cuando se aplica el método de relajacion para el al-
goritmo (3) se obtiene como resultado los valores V(z, y)
en el dominio cuadriculado S sujetos a la condicién de
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contorno de Dirchlet fijada de antemano. Dichos valo-
res se pueden graficar en un diagrama de “niveles”, lo
que conduce a un “mapa” de curvas cuya ecuacion es
V(z, y) = Vo, donde Vy es un valor que caracteriza a
cada curva. En electrostatica, V(z, y) es la funcién po-
tencial eléctrico y dichas curvas son las curvas equipoten-
ciales. La determinacién del mapa de curvas equipoten-
ciales para una distribucién arbitraria de carga eléctrica
y una condicién de contorno de Dirichlet, proporciona
informacién valiosa sobre las caracteristicas fisicas de di-
cho sistema, como ser la distribucién del campo eléctrico
debido a la distribucién de carga dada [2] [3].

2. CONDICIONES DE CONTORNO ABIERTAS

La aplicacién del método de relajacién (3) a proble-
mas de electrostatica generalmente supone la condicién
de contorno de Dirichlet “cerrada”, es decir, que el domi-
nio S se encuentra en el interior del contorno 0S. Dicho
de otro modo: ya que SCR?2, entonces 0S es una curva
plana continua que al ser recorrida en el sentido antiho-
rario tiene al dominio S siempre a su izquierda. Pero,
jes posible tener otras condiciones de contorno consis-
tentes con el algoritmo dado por la férmula (3)? Esta
férmula es muy adecuada y facil de aplicar a una gran
variedad de problemas pues representa a un algoritmo
“aritmético” o “escalar”, i.e., no toma en cuenta la po-
sicién de los puntos r, que constituyen la condiciéon de
Dirichlet V(r,) = V. Si tuviera que tomarse en cuenta
la posicién de estos puntos, entonces el correspondiente
algoritmo de relajacién ya no tendria la simplicidad de
(3) donde V(=,y) es una funcién lineal de los potenciales
de los cuatro primeros vecinos de (z,y), sino algo mas
general y complicado como ser V(z,y) = f (z, y, Tn, Yn)
donde la distancia entre r,, = (2, y») ¥ (z,y) es variable
y f puede no ser una funcién lineal de sus argumentos.
Asi, la alternativa a una condicién de contorno “cerrada”
serd la condicién de contorno “abierta” definida como el
valor o valores que toma V (r) alo largo de la curva plana
continua dS que al ser recorrida en el sentido antihorario
tiene al dominio S siempre a su derecha. Asi, el dominio
S queda ilimitado.

El problema de resolver la ecuacién de Laplace con
condicién de contorno “abierto” de Dirichlet se conoce
también como el primer problema externo de contorno
[4] y se establece en tres dimensiones (reR?) requiriendo
que la funcién V(z, y, z) satisfaga:

i) V2V =0 en el dominio desacotado S;

ii) V debe ser continua en todas partes, incluyendo
el contorno 0S;

iii) V(0S)=f(z, y, z) donde f es una funcién dada
en 0S;

i) V(M)—0 cuando M— oo (M€R).

De manera similar, en dos dimensiones (reR?) se re-
quire que la funcién V (z, y) satisfaga (i), (i), (#i) (con
f = f(z, y)) y ademas, la condicién —menos restrictiva
que (iv)-:

v) V(M)—N cuando M— oo (N€R).

En este trabajo nos interesara el caso particular de la

condicién de contorno “abierta” (primer problema exter-
no de contorno) aplicada a varios contornos diferentes,
cada uno de los cuales cumple con las condiciones (i),
(i), (#4) y (v). Asi, en términos fisicos, el problema
abordado aqui consiste de adaptar el método de relaja-
cién representado por el algoritmo (3) a una distribu-
cién de carga, ya sea continua o discreta, localizada en
un cierto dominio de R? que podremos suponer como un
circulo de radio R (Fig.1), de tal forma que (3) nos per-
mita calcular el “mapa” de curvas equipotenciales en el
dominio desacotado S, correspondiente a la distribucién
de carga en cuestion.

3. EL PROBLEMA BIDIMENSIONAL COMO UN
CASO DE PROBLEMA TRIDIMENSIONAL

Al aplicar el algoritmo (3) a una cierta distribucién
de carga en dos dimensiones (2D), ésta debe correspon-
der a una distribucién de carga en tres dimensiones (3D).
.,Cudl es esta distribucién y qué caracteristicas geométri-
cas tiene? Para contestar la cuestién veamos la forma de
convertir a una ecuacién de diferencias la ecuacién de
Laplace en tres dimensiones:

b0k VAR, LA VAN 24 V4
Oz + Oy? + 022 =0 )

Las férmulas correspondientes a (2b) y (2d) son:

o’V 1
el = E[V(x + Az,y,2) — 2V(z,y,2)

+V(£L’ - AZ’,y,Z)], (53‘)
o’V

1
a5 = —[V(:r,y + Ay: Z) - 2V(:r,y,z)
+V(z,y — Ay, 2)], (5b)

y, mutatis mutands,

2
1
OV o L vy, 2+ Az)— 2V (2,0, 2)

822~ Az?
+V('T7y7 g - AZ)] (50)

Sustituyendo (5a) — (5¢) en (4) con Az=Ay=Az se
obtiene

1
Vig,y,2) = V(e + Az,y,2) + V(z — Az,y,2)

+V(.’E,y + Ayv Z) + V(CE,y - Ay,Z)

Al hacer que V(z, y, z+Az) = V(z, y, 2-Az) =
V(z, y, z) se obtiene la ecuacién (3). Esto quiere decir
que el algoritmo de relajaciéon bidimensional represen-
tado por (3) corresponde a una distribucién de carga
tridimensional con simetria de traslacién a lo largo del
eje Z. Dicho de otra manera: el algoritmo (3) permite
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encontrar la proyeccidn bidimensional (en el plano XY)
del “mapa” de curvas equipotenciales correspondientes a
una distribucién de lineas infinitas de carga orientadas a
lo largo del eje Z. Esta distribucién (discreta o continua)
estd localizada dentro de un dominio finito circular de
radio R en el plano XY (Fig.2). Asi, de manera intere-
sante, vemos que —por ejemplo— para una distribucién
discreta de lineas de carga, se tiene distribuciones con-
tinuas de carga a lo largo del eje Z mientras en el plano
XY se tiene una distribucién discreta de “cargas”. Estas
“cargas” en dos dimensiones en realidad tienen unida-
des bien definidas en SI que hallaremos en la siguiente
seccién.

Otra forma pedagégica de entender el problema en
2D como un problema fisico bona fide, es suponer una
carga eléctrica puntual de valor @ ubicada en r = (0,0,0)
en una lamina dieléctrica bidimensional delgada e infi-
nita (plano XY de la Fig.2). El valor de la permitividad
eléctrica e(r)=k(r)ep seria variable y corresponderia a
un medio anisotrépico en 3D: e(r)=¢g si 2#0 y €(r)=keo
(k>1) si z=0. Nos preguntamos entonces cudl es la for-
ma que adquiere la ecuaciéon de Laplace en dicho medio
anisotrépico. El campo eléctrico correspondiente serd

_Q
B= 4me(r)

)

% =

y ya que este campo es conservativo, entonces se cumple
E = -VV, asi que V2V = -V-E. Realizando las deriva-
das correspondientes, se obtiene

V3V = Q l % i_
47 €2 0z r3

Si z# 0 (encima o debajo del plano dieléctrico segun la
Fig.2), entonces € es constante, asi que 9,e=0, por lo que
V2V =0 en 3D (ecuacién (4)). Si z=0, entonces el valor
de € varia abruptamente, por lo que 0, ¢ se puede modelar
por una delta de Dirac, 0,e=4(z). En este caso (2=0),
el producto zd(z) es cero para todo z (ver, por ejemplo,
Butkov [5]). Asi, se obtiene V?V=0 en 2D (ecuacién
(1)), cuya solucién corresponde al potencial eléctrico so-
bre una lamina dieléctrica plana e infinita cuya constante
dieléctrica k es diferente del medio que estd encima y de-
bajo de la lamina. En la practica, tal situacién se puede
encontrar aproximadamente en una pelicula delgada de
agua (k=80) donde haya alguna distribucién de carga
eléctrica; esta pelicula reposaria sobre una placa de vi-
drio (k=5) y encima de la pelicula habria aire (k=1).

4. EXPANSION MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO EN DOS DIMENSIONES

Para una linea continua de carga orientada a lo largo
del eje Z, la simetria de traslacion es la simetria cilindri-
ca. En este caso se puede utilizar la ley de Gauss para
calcular el campo eléctrico radial debido a una densi-
dad lineal y homogénea de carga A. El resultado bien
conocido es E=(2K \/r)e,, donde K=1/(4meg) y e, es
el vector unitario radial. El potencial correspondiente
se encuentra a través de la relacion E = -V V, donde

V= e, (0/0r) es el operador nabla efectivo en coordena-
das cilindricas para un potencial con simetria cilindrica
V = V(r). Asi, el potencial buscado para una linea con-
tinua de carga resulta ser V(r) = 2K\ In(r/rg), donde
ro es la distancia a partir de la linea de carga donde el
valor del potencial se define como cero para esta linea.
Si r < g, entonces V(r) > 0. A partir de esta expresién
se construye la solucién general del potencial para una
distribucién de “carga” bidimensional en el plano XY:

V) = —/dr'a(r') In ('r - Tl') . M)

!
To

Los limites de integracién en (7) corresponden al
circulo de radio R donde se encuentra localizada la “car-
ga” total @ de valor

Q=Y a= / dr'a(r'), (8)

siendo o(r’) la densidad superficial de la distribucién de
“carga” en el plano XY. Vemos pues que la cantidad fisi-
ca a la que nos referimos como la “carga” bidimensional
corresponde a 2K A y tiene unidades de voltios.

El valor de 7o’ en (7) es inmaterial para la determi-
nacién del campo eléctrico correspondiente, por ejemplo,
a una sola linea de carga (r¢’=rp) y a una distancia r
de lalinea: E(r) = -0V /Or = 2K \/r. Por otra parte, si
se conoce el campo eléctrico E, =E(a) a una distancia
a de la linea de carga, entonces E(r) = E, a/r para
cualquier r > 0. Vemos pues que ni la “carga” bidimen-
sional 2K X\ ni ry aparecen como parametros relevantes
en la determinacién fisica del campo eléctrico. De la mis-
ma forma, el potencial eléctrico V(r) se puede escribir
como

Viz) =V, (ha—:n + 1) , (9)

Ina/ro

donde r = za y a > ro. El potencial re-escalado definido
por V. = V,/In(a/ro) corresponderia a un valor inter-
medio entre V(a) = V, y V(rg) = 0. Eliminando la
constante aditiva V, en (9) por ser inmaterial, el po-
tencial debido a una linea de carga se escribe finalmente
en términos de la “distancia” adimensional z = r/a > 1
como

V(z) =Vinz. (10)

Asi, a partir de (10) se construye la solucién general del
potencial eléctrico en un punto del plano XY correspon-
diente a una distribucién de potenciales V; cuyas fuentes
son las “cargas” ¢; en (8):

V(x) = /dx'f(x') In|x — x|, (11)

donde £(x') es una “densidad de potencial” definida por

foi = / dx'¢(x"). (12)
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Las ecs. (11) y (12) son pues equivalentes a (7) y (8)
respectivamente, con la novedad de que en (11) y (12) ya
no aparecen “cargas” bidimensionales ¢; ni r¢’, y en su
lugar queda la distribucién de potenciales re-escalados V;
que son proporcionales a los potenciales “fuente” V', ;;
éstos seran usados como datos en las condiciones de con-
torno abiertas del algoritmo de relajacién dado por (3).

El desarrollo de (7) en serie de Taylor en torno a r’=0
es

V(r) =Qln (%) + rr'—Zp + (), (13)

donde @ es la “carga” total en (8) y p es el momento
dipolar dado por:

P= /dr'a(r') r = Zqi ri. (14)

Resulta interesante comparar (13) con la expansién
multipolar de V(r) en tres dimensiones:

r-
V(r) = g + T—B,p + ('), (15)
donde @ y p coinciden con las sumas discretas de (8) y
(14) siempre que ¢; sea la carga eléctrica. Vemos pues
que —en general- la solucién de la ecuacién de Laplace
en dos dimensiones es dif erente del caso en tres dimen-
siones, y que éste no se reduce a la solucién en dos di-
mensiones al tomar, por ejemplo, 2=0 (que podria ser un
primer intento intuitivo de obtener la solucién bidimen-
sional a partir de la conocida solucién tridimensional).
De manera andloga a (13), el desarrollo de (11) en
serie de Taylor alrededor de z’=0 es

V(x) = (Z IN/Z) Inx + X$—2P + (xIQ) , (16)

donde el potencial total ), V; est4 dado por (12) y P es
el momento “dipolar” del potencial definido por

P= /dx'f(x')x' = Z‘Zx; (17)

A partir de (16) se puede proponer un esquema de so-
lucién numérica al problema en cuestion: ;cémo adaptar
el algoritmo de relajacion para resolver la ecuacién de
Laplace con condiciones de contorno abiertas? Ya que
en (16) los dos primeros términos son dominantes pa-
ra £— 00, entonces elegiremos condiciones para que el
primer término Vjs (monopolar) sea cero y el segun-
do término Vp (dipolar) sea suficientemente pequeno,
de tal forma que V(x)=0 sobre una circunferencia de
radio Rp > R (Fig.1). Asi, dicha circunferencia con
V (x)=0 constituiria una condicién de contorno (de Di-
richlet) cerrada y el algoritmo de relajacién dado por (3)
se aplicaria de la manera usual en la regién 0 < r < Ry.
En efecto, si elegimos una distribucién de potenciales
“fuente”tal que ), V; = 0 en (16), entonces el término

monopolar se anula (a pesar del comportamiento diver-
gente de In z) y el término dipolar se evalia en Ry > R
(i.e, Xo >X con X= R/a):

x-P 1

~ X ~
. _ : o il .
VD_W__O E Vi cos ¢; x; < X, E [Vil, (18)
(3

(3

de tal forma que |Vp| = 0.

5. EL CASO DEL DIPOLO

Esta configuracién de cargas constituye el caso mas
sencillo con el que se puede verificar la aproximacién da-
da por (18), pues para el dipolo se puede calcular facil-
mente la solucién analitica exacta que da la forma de las
curvas equipotenciales en 2D.

Para los potenciales “fuente” ‘71 = —‘72 =V o bien
Va1 = Va2 = V In(a/ro) (correspondientes a las
“cargas” bidimensionales ¢ = —¢g2 = ¢) localizados en

los puntos (A, 0) del plano XY?, el potencial exacto en
x=(z1, 2) se calcula a partir de (10) como la contribu-
cién de dos términos monopolares:

V(z) = Viny/(z1 —h)?2+zi—Viny/(z1 +h)? + 23
22

- Y|k A h)2 o (19)
2 (1 + h)” + 23

SiV(x)=Cy C =exp(2C/V), las curvas equipo-
tenciales corresponden a

C'+1,\°
(CEl—Cl—i_lh> +$%:h2

(g:fi)Q - 1] . (20)

Claramente (20) representa a una familia de circun-
ferencias excéntricas cuyos centros se desplazan hacia los
extremos del eje X a medida que sus radios respectivos
crecen.

Para la simulacién numérica en Fzcel se
tomé Az=Ay=a (Fig.2) como la separacién entre
celdas adyacentes. Para la magnitud y ubicacién de
los potenciales “fuente” se tomé los valores V, 1=
~Va,2=1 V junto con V=0,26 V (lo que supone una
relacién a/ro=46,8 en (9)) y h=4, asi que la regién de
radio R en la Fig.1 corresponde a X = 4 en (18). La
circunferencia que sirve como condicién de contorno
cerrada tiene un radio adimensional Xy = 50, asi que la
contribucién méaxima del término dipolar V p sobre esta
circunferencia corresponde al eje del dipolo (¢ 1=¢2=0)
y coincide con la méxima cota superior en (18):

2La notacién que se utiliza es r = ax = (=, y) para el vector
posicién medido en unidades de longitud, donde x = (z1, z2) es
el vector posicién adimensional y Az = Ay = a es el tamaifio
de la celda en las simulaciones numéricas. Ya que el simbolo “z”
puede representar la componente z del vector r o bien la magnitud
del vector x, entonces el contexto correspondiente debe aclarar a

©p0

qué “z” se estd refiriendo el uso de este simbolo.
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~ - X ~
< (VlhcosqSl + Va(—h) cos¢2) =X, ; \4
= 75(0,26+0,26) = 0,04V. (21)
Esto significa que la contribucién dipolar V p sobre
dicha circunferencia toma los valores —0,04 < Vp(Xy) <

0,04, asi que la condiciéon de contorno efectiva que se

tomard es V(Xg)=0.

En la Fig.3a se muestra el resultado de esta simu-
lacién para una ventana correspondiente a los interva-
los z1€[-20, 20] y z2€[-20, 20]. Nétese que en la regién
z1€[-13, 13] y z2€[-13, 13] aun las curvas equipoten-
ciales se aproximan a circunferencias. A medida que la
ventana va creciendo hasta abarcar la regién total de ra-
dio Xo = 50, la forma de las curvas equipotenciales se
va “achatando” horizontalmente debido a la condicién de
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contorno V(X)=0. En la Fig.3b se muestra una compa-
racién entre los valores numéricos del potencial calcula-
dos segin el método de relajacién (puntos negros) y los
valores ezactos del potencial segin la férmula analitica
(19) (curva continua). En ambos casos se eligié graficar
el potencial a lo largo del eje del dipolo (eje X) corres-
pondiente a z1€[0,50] y 22=0. Como se observa en la
Fig.3a, es a lo largo de este eje en donde se debe regis-
trar la mayor discrepancia entre la teoria y la simulacién
numérica, ya que es aqui en donde se acentia el “achata-
miento” de las circunferencias equipotenciales predichas
por (19). Nétese que el potencial exacto es singular en
z1=4 pues corresponde a una “carga” puntual; sin em-
bargo, el valor elegido del potencial “fuente” debido a
esta “carga” es V,,1=1V, esto es, el potencial a una
distancia ¢=46,81r( de la “carga” puntual, donde rq es
la distancia convenida para que el potencial sea cero.
Tomando pues V,,1=1 V como referencia, el error por-
centual entre los valores tedrico y numérico del potencial
en £1=>50 es aproximadamente 4 %, lo que coincide ra-

zonablemente bien con la contribucién dipolar calculada
en (21).

6. OTRAS DISTRIBUCIONES DE CARGA

Para las distribuciones de carga que se muestran a
continuacién, el célculo analitico exacto de V' (x), si bien
no es complicado, ya no conduce a férmulas sencillas
para las curvas equipotenciales al establecer V(x)=C.
Es asi que la simulacién numérica y la apreciacién cua-
litativa de los graficos de curvas equipotenciales puede
ofrecer una guia valiosa que permita dilucidar carac-
teristicas fisicas de estos sistemas. Veamos algunos casos.

a) “Tripolo” .- Para una distribucién de tres cargas
ubicadas en x;=(—4, —4), x2=(4, —4), x3=(0, 3) y que
producen los potenciales “fuente” con valores V,; =
Va2 = -Va3/2 =1V respectivamente, la contribu-
cién monopolar de V(x) en (16) es cero. La contribu-
cién maxima de V p sobre la circunferencia de radio X
= 50 ocurre a lo largo del eje dipolar del tripolo y co-
rresponde a |V p|=0,018 V. Fijando pues la condicién
de contorno V(Xp) = 0 se obtiene la familia de curvas
equipotenciales que se muestra en la Fig.4. Nétese que
en los contornos de la ventana de esta figura, las curvas
tienden a formar “circunferencias” achatadas similares a
las de la Fig.3a, lo que refleja el comportamiento dipolar
de esta distribucién en el campo lejano.

b) Cuadrupolo.- Para una distribucién de cuatro
cargas ubicadas en x; = (-4, 4), xo = (-4, -4), x3 =
—X1, X4 = —X3, y que producen los potenciales con valores
Vai=-"Va2=V,3=-V,42 =1V respectivamente,
tanto la contribucién monopolar como dipolar de V(x)
en (16) es cero, asi que la condicién de contorno V(Xo)
= 0 es muy adecuada. En la Fig.5 se puede apreciar las
correspondientes curvas equipotenciales.

¢) Pieza metdlica continua.- En este caso se
simula una pieza metdlica continua por la yuxtaposi-
cién de 26 celdas con potenciales “fuente” de igual valor
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Va,i =1V (1<i<26).Las contribuciones monopolar
(V) y dipolar (Vp) de V(x) en (16) son diferentes de
cero. La primera contribucién tiene una magnitud sobre
la circunferencia de radio X¢ = 50 igual a |V 3/ (Xo)| =2
26,44 V, mientras que la magnitud de la segunda con-
tribucién tiene una méaxima cota superior de magnitud
|Vp(Xo)| = 0,68 V. Por lo tanto, ya que Vs es domi-
nante sobre V p, se puede tomar el valor de Vj; como
la condicién de contorno. Sin embargo, recordemos que
el potencial eléctrico estd determinado a menos de una
constante aditiva, e.g. (9) y (10), asi que bien se pue-
de obtener la misma distribucién geométrica de curvas
equipotenciales para esta pieza tomando como condicién
de contorno V(Xy) = 0. Esto es lo que se muestra en la
Fig.6.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se adapto el algoritmo de relajacién
usual en 2D dado por (3) utilizando V(Xg) = 0 como
una condicién de contorno efectiva (de Dirichlet) cerra-
da, donde Ry = aXg es el radio de una circunferencia
suficientemente grande con relacién al circulo de radio
R = aX que contiene a una distribucién arbitraria
(continua o discreta) de cargas eléctricas. La relacién
que se usé a lo largo de este trabajo fue X/X, =
0.1 con X = 5. Las simulaciones numéricas muestran
la distribucién de curvas equipotenciales en la regién
0 <z < Xg (z=+/22+23) . Observando la simulacién
para el caso del dipolo, esta regién se puede dividir en
tres regiones: el “campo cercano”: 0 < z < 5, el “campo
intermedio”: 5 < z < 20 y el “campo lejano”: 20 < z
< 50. En el campo lejano las curvas equipotenciales
ya pierden su forma circular debido a que la condicién
de contorno aproximada V(Xp) = 0 no es muy buena
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para las distribuciones de carga que tienen momento
dipolar diferente de cero. Sin embargo, en el campo
intermedio —y por lo tanto en el campo cercano— la
aproximacién V(Xp) = 0 es suficientemente buena.
Para el caso del cuadrupolo se puede suponer que en
el campo lejano el célculo de las curvas equipotenciales
sea bueno, ya que esta distribucién no tiene momento
dipolar. Una forma de subsanar la limitaciéon impuesta
por V(Xp) = 0 es calcular ezactamente la contribucion
del momento dipolar de la distribucién arbitraria de
carga sobre la circunferencia de radio Xy, y asi tener
el valor de V(Xj) exacto como condicién de contorno
efectiva cerrada en el campo lejano. Este trabajo
adicional seguramente mejoraria el calculo de las curvas
equipotenciales, pero se incluiria en una préxima pu-
blicacién a propésito de un método numérico practico
para la “triangulacién del dipolo”, i.e., hallar, mediante
mediciones del potencial en el campo lejano, el momento
dipolar equivalente de una distribuciéon arbitraria de

“cargas” en 2D. La aplicacién del algoritmo de relaja-
ci6n (3) puede constituir una poderosa herramienta de
simulacién numérica para problemas que ya no se pue-
den tratar analiticamente de una manera practica, como
pueden ser los casos del “tripolo” (Fig.4) o de la pie-
za metalica continua (Fig.6), donde la pérdida de una o
varias simetrias complica notablemente el problema.
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