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RESUMEN

En el presente trabajo se presentan soluciones analiticas de la ecuaciéon de Einstein
minimamente acoplada a un campo escalar sin masa ¢. Estas soluciones son utilizadas
para la construcciéon de modelos de colapso del campo escalar. Para ello, se realiza un
corte a lo largo de una hipersuperficie tipo tiempo, lo que da lugar a la aparicién de
un Horizontre Aparente HA y luego se unen estos espacios con un espacio—tiempo de
Minkowski. Como resultado, cuando el espacio presenta auto—similaridad continua de
la primera clase (homotética), la formacién de los agujeros negros se inicia con masa
infinitesimal (colapso Tipo II), y la misma se escala en la forma M o P?, siendo 7y un
exponente critico y P un pardmetro que representa la “intensidad” de las condiciones
iniciales. Un andlisis de los pardametros fisicos, muestra que los modelos presentan las
mismas generalidades, a saber, la masa se escala como M x P2 y el campo escalar
toma la forma ¢(t) ~ In(1 4+ Pt) + ¢o. Asimismo, un andlisis de los puntos singulares
muestra que en modelos existe una singularidad en t = —% que se encuentra detras del

Horizonte Aparente por lo que todos representan el colapso del campo escalar.

1. INTRODUCCION

El colapso gravitacional de una concentraciéon loca-
lizada de materia es uno de los temas centrales de la
Relatividad General desde sus inicios.

El colapso gravitacional tiene generalmente, cuatro
tipos de posibles estados finales. El primero es la detec-
cién del proceso para la formacién de objetos estelares
auto—sustentados, tales como estrellas, enanas blancas
o estrellas de neutrones. El segundo es simplemente
la dispersién del objeto colapsado que finalmente deja
un espacio—tiempo plano. El tercer tipo es la forma-
cién de agujeros negros con materia y radiacion saliente,
mientras que el cuarto es la formacién de singularidades
desnudas. Para el tltimo caso, sin embargo, la Hipdtesis
de la Censura Césmica establece que las singularidades
desnudas no ocurren en la naturaleza [22]. El estudio del
colapso gravitacional ha sido guiado principalmente por
estas cuatro posibilidades.

En afios recientes se ha hecho evidente que existe una
fenomenologia intrigante en el umbral de la formacién de
un agujero negro producto del colapso, y mas reciente-
mente, este problema ha atraido la atencién, debido al
descubrimiento por parte de M. Choptuik (1993), que
trabajé con el campo escalar sin masa ¢, de fenémenos
“criticos” que hasta ahora eran desconocidos [5].

Usando un método numérico muy sofisticado, Chop-
tuik encontré que, dejando la distribucién inicial
del campo escalar parametrizado suavemente por un
pardametro P que caracteriza la intensidad de la
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interaccion gravitacional de las condiciones iniciales, el
colapso del campo escalar con los datos iniciales P > P,
(solucién supercritica) forma un agujero negro, mientras
que el conjunto con P < P, (solucién subcritica) no.
Asi surgian las siguientes caracteristicas: (a) las solu-
ciones cuasi—criticas (P ~ P,) se aproximan a un atrac-
tor llamado “solucién critica”, el cual es universal en
el sentido de que todas las familias de soluciones con-
sideradas que dependen de un pardmetro, se aproximan
a un espacio—tiempo idéntico, (b) la solucién critica es
periédica en una escala logaritmica en el espacio-tiempo,
con un periodo de A ~ 3.44; esto es referido usualmente
como un “eco” o auto-similaridad discreta (DSS), (c)
cerca de la solucién critica (pero con P > P,), la masa
del agujero negro estd dada por:

Mpg = K (P—P,)",

donde K es una constante que depende de la familia de
datos iniciales y v es un exponente critico que toma el
valor v ~ 0.36. Invariancia de escala, universalidad de
las soluciones y escalamiento a alguna potencia sugiere
un fenémenos criticos.

El fenémeno descubierto por Choptuik, fue réapida-
mente encontrado en modelos analiticos en el colapso de
ondas gravitacionales aximétricas [1], en el fluido de ra-
diacién y en otros modelos de materia [7]. Por tanto, la
aparicién de este tipo de fenémeno no se debe a una elec-
cién particular del tipo de materia, sino méas bien, es una
caracteristica genérica de la Relatividad General. Evi-
dencia numérica adicional para sustentar esta conclusiéon
puede ser encontrada en [9] y [20].
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Los estudios analiticos, han demostrado la universali-
dad de la solucién critica y su auto—similaridad (continua
CSS 6 discreta DSS) en la mayoria de los casos, sin em-
bargo, se ha encontrado que v depende fuertemente del
tipo de materia considerado y el tipo de auto—similaridad
que presenta el espacio-tiempo.

Seria muy 1til el entender la universalidad de este
fenomeno analiticamente. Una aproximacion es el tratar
de encontrar una solucién exacta que describa el colap-
so gravitacional y observar el comportamiento critico a
través del calculo de la masa del agujero negro. Claro
esta que, debido a la complejidad matemadtica de la
ecuacion de campo de Einstein, frecuentemente se deben
imponer algunas simetrias en los sistemas considerados
(una simetria impuesta usualmente es que el espacio
sea esféricamente simétrico) con el propésito de hacer
el problema tratable.

Es justamente esto lo que se hard en este trabajo,
se presentardn tres clases de soluciones exactas de la
ecuacion de Einstein minimamente acoplado con el cam-
po escalar sin masa ¢ (el mismo que utiliz6 Choptuik),
y luego se estudiaran sus propiedades fisicas a través de
un modelamiento del espacio—tiempo para observar el
escalamiento de la masa del agujero negro con respec-
to a un pardmetro P. Para derivar estas soluciones, se
asumird que los espacios son esféricamente simétricos y
continuamente auto-similares (CSS).

Los modelos presentados por ser auto—similares, no
son asintéticamente planos y la masa del agujero negro
crece indefinidamente. Para resolver este problema, se
hard una “cirugia” en el espacio—tiempo, usando el for-
malismo de W. Israel [19]. Se cortard el espacio-tiempo
a lo largo de una hipersuperficie y luego se la unird a
un espacio plano, asi el espacio—tiempo resultante serd
asintéticamente plano y tendrd una masa finita. Estos
modelos, producto del proceso de “cortar y pegar” [23],
son mas realistas y comparables al de Choptuik pero con
diferente auto-similaridad.

Para la obtencién de los modelos, se ha organizado
el presente estudio de la siguiente manera. La Seccién 2
se avoca a una explicacién del fenémeno descubierto por
Choptuik, justificando la eleccién del modelo de materia
y el tipo de auto—similaridad. La Seccién 3 introduce los
pardmetros de andlisis y los casos de estudio. La Seccién
4 presenta los modelos encontrados a través de la imposi-
cién de condiciones fisicas y geométricas, los cuales pre-
sentan el escalamiento de la masa y el correspondiente
andlisis. Finalmente este estudio termina en la Seccién
5 donde las conclusiones principales son presentadas.

2. AUTO-SIMILARIDAD EN EL COLAPSO
GRAVITACIONAL

A un nivel heuristico, la existencia del fenémeno
critico en el sistema [24] y en otros modelos es un resulta-
do directo de la competicion en la dindmica del sistema.
La naturaleza de esta competicién puede ser entendida a
través de la pregunta: dados los datos iniciales genéricos
(entendiendose como datos genéricos a aquellos que al

ser seleccionados, hacen que el sistema se comporte de
manera regular) ;Dénde acaba la energfa del sistema
en un tiempo posterior? En términos aproximados, la
energia cinética del campo tiende a dispersar el mismo
hasta el infinito, mientras que la energia potencial grav-
itacional (enteramente auto—-inducida), si es suficiente-
mente dominante durante el colapso, capturard alguna
cantidad de masa—energia del sistema. El hecho clave,
es que la competicién dindmica puede ser controlada a
través del ajuste de un parametro en las condiciones ini-
ciales.

2.1. Auto-similaridad Discreta y Continua

Los sistemas que exhiben auto—similaridad aparecen
idénticos en diferentes escalas temporales y/o espaciales,
y generalmente surgen en situaciones fisicas en las cuales
no existen escalas de longitud naturales. En el caso de
la Relatividad General, la auto—similaridad puede ser
discreta (DSS) o continua (CSS), y ambos tipos han sido
observados en el colapso gravitacional. Por ejemplo, la
solucién critica encontrada por Choptuik para el campo
escalar ¢ esféricamente simétrico es periddico en escala
o discretamente auto-similar (DSS), mientras que otras
soluciones criticas, por ejemplo, para un fluido perfec-
to esférico, son invariantes de escala, o continuamente
auto—similares (CSS) [4].

Una auto-similaridad continua (CSS) en el espacio—
tiempo en el contexto de la Relatividad General co-
rresponde a la existencia de un campo de vectores ho-
motéticos &, definidos por la propiedad [3]:

Léguu = 29uu: (1)

la cual conforma, de acuerdo a la dimensién y a las
simetrias del espacio, un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales. Por otra parte, un espacio—tiempo es
discretamente auto—similar (DSS) si existe un difeomor-
fismo ® y una constante real A tal que:

Q*guu - eQAg;u/; (2)

donde ®* g, es el inverso (pull-back) de gq, bajo el difeo-
morfismo @ [12].

En el presente estudio se trabajara con la auto—
similaridad continua (1), ya que para obtener resultados
analiticos con una auto—similaridad discreta, el trabajo
debe ser numérico [20] como en el caso de Choptuik, y
en nuestro caso lo que se busca, més bien, son soluciénes
exactas de la ecuacién de Einstein.

2.2. Clasificacion Segin la Auto-Similaridad y el Tipo
de Masa

Existen dos tipos de comportamiento con respecto a
la masa del agujero negro que se forma en el colapso,
lo que depende del conjunto inicial de datos. En uno
de estos, la formacion del agujero negro comienza con
una masa infinitesimal que ademas, presenta el fenémeno
de escalamiento, dominada por una solucién critica tipo
DSS. En el otro tipo, la formacién del agujero negro
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comienza con una masa finita, y la solucién es estatica
y asintéticamente plana. Choptuik, Chmaj y Bizon [6],
nombraron los dos tipos de comportamiento critico como
Tipo Iy Tipo II respectivamente, que corresponden a las
transiciones de fase de segundo y primer orden.

Una vez que Choptuik descubrié el fenémeno de es-
calamiento de la masa, resultados similares fueron en-
contrados para una variedad de campos de materia. En
algunos de estos, nuevos fenémenos cualitativos fueron
descubiertos [8]. Cada aspecto del escenario basico: CSS
y DSS, universalidad y escalamiento se aplica directa-
mente a la solucién critica en una simetria esférica, sin
embargo, como consecuencia de otros estudios (pertur-
baciones no esféricas en el fluido perfecto y en el campo
escalar [3], y en el vacio aximétrico [1]), surgen dos pre-
guntas relacionadas: json los ya conocidos fenémenos
criticos en la simetria esférica destruidos por pequenas
desviaciones de ésta? y, ;existen fenémenos criticos en el
colapso gravitacional lejos de la simetria esférica?, estas
preguntas atin no han sido completamente contestadas.

3. PARAMETROS Y CONDICIONES DE ANALISIS

A continuacion se presentaran los parametros fisicos
y matematicos para el andlisis de las soluciones de
la ecuacion de Einstein y las condiciones fisicas y
geométricas que nos ayudaran a discernir entre aque-
llos modelos que son aceptables de aquellos que no. Se
utilizaran técnicas estandares [23] para estudiar el punto
critico para la formacién de un agujero negro o de una
singularidad. Asimismo, se impondran ciertas restric-
ciones sobre la dependencia funcional de las soluciones
con respecto a la coordenada espacial y temporal, que
reducirdn el nimero de casos de estudio y permitirdn la
resolucion de las ecuaciones diferenciales planteadas de
forma directa.

3.1. Pardmetros de Andlisis

Un espacio—tiempo simétricamente esférico, es des-
crito por la métrica [14]:

ds®* = —N?(r,t)dt* + U(r,t)dr® + V(r,t)dQ*.  (3)

El Horizonte aparente y funciéon de masa se los in-
troduce como sigue: Poisson e Israel [19] elaboraron una
generalizacion para la Funcion de Masa que, en ausencia
de carga eléctrica, toma la forma:

_ 2m(t,r)

Tph

1 = 9" TphuTph,v- (4)
La definicién anterior generaliza el horizonte de eventos
en la métrica de Schwarzschild y permite otras generali-
zaciones; por ejemplo, sobre el horizonte aparente (HA)
debe cumplirse:

_ 2mf(t,r)

1 =0, (5)

T'phma

o equivalentemente:

v —
9" Tphyga,uTpha,w =0, (6)

la relacién (5) define también el radio fisico del Hori-
zonte Aparente rg4 que es nuestro segundo pardmetro
de analisis. La masa encerrada dentro del Horizonte
Aparente estd dada por:

1
Mpa = irthA' (7)
Se usa el invariante de Kretchmann K =
RY7° Rup.5 v el escalar curvatura para el andlisis de los
puntos singulares de los modelos ya que permite la iden-
tificacién de singularidades reales en el espacio—tiempo.

3.2. Condiciones Geométricas

La ecuaciéon de campo de Einstein para un campo
escalar sin masa ¢ puede ser escrita como [15]:

R,uu = 871'(]5,“ b - (8)

Las ecuaciones de Einstein imponen condiciones
geométricas sobre el campo escalar, la primera condicién
geométrica es la condicién de simetria. Si el espacio—
tiempo tiene simetria esférica, la dependencia funcional
de un campo escalar isotrépico debera darse sélo en
términos de las coordenadas t y r, es decir:

¢ = ¢(t,7"), (9)

por tanto, la condicién de simetria esférica, a partir de
la ecuacién (8) se traduce en:

Rys =0, (10)

Rs = 0. (11)

Al analizar las otras componentes del tensor de Ricci
aparece la segunda condiciéon geométrica o condicién de
integracion del campo escalar,

RooRi1 — R}, =0. (12)

La ecuacién (12) es la condicién de integracion del cam-
po escalar que se utilizard para encontrar las soluciones
que satisfagan la ecuaciéon de Einstein. Sin embargo, la
resolucién de ésta es bastante compleja, pues se constitu-
ye en una ecuacién diferencial no lineal de cuarto orden,
de una o maés funciones dependientes de dos variables,
por lo que se estudiaran casos especiales que permitiran
su resolucién de manera directa como se explica més
adelante.

El fenémeno de escalamiento de la masa Mpy ~
(P — P.)" del agujero negro que se forma del colapso
de un campo de materia, se produce en los espacios que
presentan auto—similaridad ya sea discreta o continua;
para el presente estudio, ademés de las dos condiciones
geométricas anteriores, se estudiard el caso en el que las
soluciones cumplan la condicién de ser continuamente
auto—similares (ec. (1)).

Debido a la simetria esférica, podemos escribir los vec-
tores de Killing &# como:

¢ =g + ol (13)
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cuando se desarrolla la condicién (1) para que pueda ser
aplicada a una métrica general con simetria esférica, se
obtienen tres ecuaciones:

vOé.O = 17
900 V1€ + 911 Vo€ =0, (14)
Vet =1.

El sistema de ecuaciones diferenciales (14) deben tener
una solucién no trivial para que se verifique que nuestro
espacio—tiempo sea continuamente auto—similar, es decir,
debe ser posible encontrar vectores de Killing €0 y ¢! tal
que satisfagan este sistema.

3.3. Condiciones Fisicas

Para lograr el objetivo de la construccién de un mo-
delo fisico completo para el colapso gravitacional, es
necesario, en algunos casos, limitar la presencia de ma-
teria a una regién del espacio—tiempo. Un método para
lograr esto es 'cortar’ el espacio a lo largo de una hiper-
superficie tipo tiempo r = ro(t), y luego 'pegar’ la region
r < ro(t) con otro tipo de espacio en r > ro(t).

De la funcién de masa (4) se observa que, por ser
esta una funcién de r y ¢, en principio, no esta localiza-
da, y dependiendo de la forma funcional que tome puede
extenderse hasta el infinito, por ello en nuestro caso se
haran decaer las soluciones de la ecuacién de Einstein,
cualquiera sea su forma, a una métrica de Minkowski (es-
pacio plano) a partir del ajuste de uno o mas parametros
que provengan de la solucién misma, es decir:

ds®> — ds;, (15)

en nuestro caso se unira el espacio—tiempo en r < ro(t)
con el espacio—tiempo de Minkowski en r > ro(¢), para
luego pasar a estudiar los pardmetros fisicos y el colapso
en si.

Para observar el escalamiento de la masa se debe
garantizar también la existencia de un horizonte apa-
rente, es decir, la existencia de una hipersuperficie tipo
tiempo r = r(t) tal que, encerrada dentro de ésta se en-
cuentre la masa del agujero negro y al ser combinada
con la funcién de masa (4), para un valor fijo de r = rq
(cortamos el espacio en 1), se obtiene una masa que de-
penda no solo de rg sino también de un parametro que
identifique la intensidad de las condiciones iniciales® (por
ejemplo P):

M:MBH(TO,P). (16)

De la relacion (7) y tomando en cuenta la métrica (3)
se infiere , para que exista un Horizonte Aparente en el
caso dinamico, que V debe ser necesariamente funcién
deryt:

V=V(rt), (17)

3El proceso en si consiste en eliminar la variable t utilizando
r(t) y m(t,r), fijando el valor de r a ro, es decir, intersectar ambas
funciones en el tiempo y limitar asi la presencia de materia, lo que

se hace evidente al construir el diagrama de Penrose correspondi-
ente al modelo.

las funciones V y U de la métrica , dependiendo de los
casos de estudio, pueden ser funciones de r, funciones de
t, de ambas variables o ser constantes, pero V (r,t) debe
ser necesariamente funcién de r y t. Para las diferentes
combinaciones existen dieciseis soluciones [15].

3.4. Soluciones

Ya que las condiciones geométricas estan dadas en
términos de las componentes del tensor de Ricci, se cal-
culan estas directamente [15].

Debe tomarse en cuenta que de las cinco componentes
del tensor de Ricci que son distintas de cero, sélo cuatro
son independientes ya que:

Ry = sin 20 R33 = 0 (18)

es por ello que ni la condicién de integracion ni la de
simetria toman en cuenta la componente R33. Para sim-
plificar la notacién, abreviaremos la condicién de inte-
gracién del campo escalar (12) con el sfmbolo:

Y= RO0R11 — R(zn =0. (19)

Las primeras condiciones que deben cumplir las fun-
ciones N, U y V de la métrica (3) son las geométricas,
para luego pasar a examinarlas y verificar que cumplen
con las condiciones fisicas, ya que de antemano no se
conoce su forma funcional. Esto implica que para poder
encontrar las soluciones primero debe resolverse el sis-
tema de ecuaciones (8) y (14). Como se observa, resolver
este sistema de manera general resulta complicado, por
lo que se impondran ciertas restricciones sobre la depen-
dencia de N, U y V con respecto a la coordenada radial
r y la coordenada temporal ¢.

Con respecto al campo escalar, este puede depender
sblo de t, 6 de r y t simultdneamente, ya que el caso en
el que ¢ depende sélo de r no representa ningin tipo
de colapso (el campo no evoluciona en el tiempo). El
considerar el caso en el que ¢ depende de ambas variables
es equivalente a considerar los dieciseis casos de estudio,
volviendo al problema de resolver en forma general (8)
y (14), razén por lo que se estudiard el caso en el que ¢
depende de t:

¢ = (1) (20)
El imponer a ¢ como funcién de ¢, implica que también

debe cumplirse:
Ry, = 07 (21)

como consecuencia de la ecuacién (12).

Con respecto a la funcién R(r) se la propondrd como
R(r) = r? por la siguiente razén. Analizando la métrica
general con simetria esférica (3), se observa que la com-
ponente que acompaifia a d2? es igual a r?; ya que en
nuestro caso requerimos que esta componente sea fun-
cién de r y t, una opcién razonable, que generaliza esta
métrica, es elegir la funcién V como V(t,r) = r2f(t) .

Al hacer una andlisis mas detallado de las diferentes
combinaciones se obtienen dos casos de estudio, con las
respectivas componentes de Ricci calculadas y la condi-
ci6én de integracién [15].
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Este procedimiento de utilizar las componentes de
Ricci, en lugar de la ecuacién de Einstein directamente,
es valido y equivalente, ya que en nuestro caso se re-
suelve la ecuacion de Einstein en el sentido “inverso”.
En el caso de resolver la ecuacién de Einstein directa-
mente, se supone la forma de la materia; en nuestro caso,
més bien se recurre a la ecuaciéon de Einstein para en-
contrar la forma de la materia, es decir, del campo y la
métrica. A través de las condiciones geometricas y fisicas
impuestas a las soluciones se 'modela’ la geometria del
espacio—tiempo, tal que se forma un Horizonte Aparen-
te y encerrado dentro de este se encuentra la materia,
entonces, al cumplir las diferentes condiciones, el cam-
po escalar finalmente cumple la solucién y la métrica asi
determinada, satisface la ecuacion de Einstein directa-
mente porque no se tiene que hacer ninguna imposicién
sobre el campo.

4. MODELOS
4.1. Primer Modelo
Este modelo corresponde al caso en el cual:

Ny =1, (22)
Uiray = fro)s (23)
Virg) =12 fo)- (24)

Se debe encontrar una solucién que satisfaga el sis-
tema de ecuaciones diferenciales Ros = 0, ¥ = 0 estas,
despues de ser simplificadas pueden escribirse como:

Pf 11 [(df\*
W*i}(&) =0 (25)
IR AN A

E_Zf‘é’ (dt) _<dt2> =0 (26)

la ecuacién (26), puede ser escrita como:

d? 1 /df\?
fog(d—ﬁ) —0, (27)

R22 =

comparando (27) y (25) vemos que el sistema de ecua-
ciones diferenciales tendrd una solucién si elegimos el
signo + en la ecuacién (27), con lo que se obtiene una
sola ecuacion diferencial:

d? dr\>
Qf# + (d—g =0. (28)

Al resolver (28) se obtiene:
fy = (Cit + 02)2/3 ) (29)
con lo que la métrica (3) toma la forma:

ds® = —dt? + (Cyt + Cy)** dr® + (Cit + Co)** r2d0?2,
(30)
la métrica (30) decae a la métrica de Minkowski:

ds%; = —dt* + dr? + r?d0?,

si los pardmetros C7 y C> se ajustan como C; = 0y
C5 = 1. Enlo que concierne a este modelo, se mantendra
la constante C igual a uno, lo que no afecta a ninguno
de los calculos posteriores.

La funcién de masa estd dada por:

2my,
1= = = RaR g™ = Ryg™ + Rig",  (31)
entonces la funcién de masa resultante es:
C2r3
m(T,t) - 18(Clt+ 1) ’ (32)
y el Horizonte Aparente se obtiene haciendo
R 4R 3g* =0, lo que resulta en:
3 2/3
rHA = = (Cit +1)7°. (33)
i

Al hacer el corte en un radio finito ry, la masa encerrada
dentro del Horizonte Aparente es:

(3r0)*/? 1/2
=
Mpn 18 a,'s,
si hacemos C7 = P es decir, identificamos C; con la

intensidad de las condiciones iniciales, obtenemos:
3/2
Mpy = 7(3?; P2, (34)

Escribimos nuevamente la métrica como:
ds® = —dt® + (1 + Pt)*® dr® + (1 + Pt)*/* r2dQ?, (35)

y dejamos que los demas pardmetros fisicos esten en fun-
cién del pardmetro P.

Utilizando (8) calculamos la forma del campo escalar,
que en nuestro caso, debido a que las componentes del
tensor de Ricci son nulas excepto Ryg, es:

1
¢ = g Roo, (36)
, 1 p?
=
127 (1 + Pt)

integrando (37) obtenemos:

1
Pty = £\ - (1 + Pt) + g1, (38)

sin embargo, si imponemos la condicién:

Pi=o,r) = ¢ (39)

es decir la existencia de un campo escalar al inicio del
colapso, no localizado, se obtiene:

(]5(0 ::t“%hl(l-i-Pt)-i-(f)o. (40)

Para encontrar los vectores de Killing, hacemos la
proposicién ¢! = Ar 4+ B, donde los valores de A y B
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deben obtenerse de las ecuaciones diferenciales e intro-
duciendola en el sistema de ecuaciones diferenciales (14),
obtenemos:

1+ Pt
o =14 (a1)
2
1—_
&= 3" (42)

El invariante de Kretchmann y el escalar curvatura
son, respectivamente:

K= (1+ Pt)* (43)
2 P?

De estos invariantes se observa que existe un punto sin-

gular en t = —%. El diagrama de Penrose de este

espacio—tiempo se muestra en la Figura 1.

I+

R=0

Figura 1. Diagrama de Penrose que muestra el horizonte
aparente (HA) y la singularidad (en linea cortada) para el
Primer Modelo.

4.2. Sequndo Modelo
Este modelo corresponde al caso en el cual:

Ny = fwys (45)
Uy = foys (46)
Virty =1 f),s (47)

las condiciones de simetria y de integracién son respec-
tivamente:

1 (df\® &2f
R22—ﬁ<$> _W_O’ (48)

AT AN
(@) (@) -0 W

expresamos (49) en la forma:

1 [(df\*> &2f

comparando (48) y (50) vemos que el sistema de ecua-
ciones diferenciales tendrd una solucién si elegimos el
signo — en la ecuacién (50), con lo que se obtiene una
sola ecuacién diferencial:

Lf o (df\?
oL () 2, o1

(en este caso el signo elegido es el opuesto a aquel de la
ecuacion (27)).
Al resolver (51), se obtiene:

fiy = (Cit + Cs)?, (52)
con lo que la métrica toma la forma:

ds?> = —(Cit+Cy)* df® + (Cit + Co)? dr?
+ (C1t + Cy)? r2dQ? (53)

nuevamente, la métrica (53) decae a la métrica de Min-
kowski si C; =0y C3 =1 y mantenemos Cy = 1, como
en la anterior métrica.

Realizando un célculo similar al primer modelo se
obtiene la funcién de masa:

Cir?
m =— 54
N = 1) (54)
y el Horizonte Aparente:
1)2
PHA = M (55)
&

La masa encerrada dentro del Horizonte Aparente es:

3/2
7o ) 01/2

Mon = () "

nuevamente identificamos C; = P con la intensidad de
las condiciones iniciales, asi:

ro \3/2
Expresando la métrica en funcién del pardmetro P:
ds? = — (14 Pt)* dt* + (1 + Pt)* dr® + (1 + Pt)* r2dQ>.
(57)
Utilizando (36) e imponiendo la condicién (39), se
obtiene el campo escalar:

1
¢(t) = :i:\/%ln(l + Pt) + ¢0. (58)

Proponiendo nuevamente ¢! = Ar + B, para los vec-
tores de Killing se obtiene la solucién:

o= 01, (59)
¢ = gr. (60)
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El invariante de Kretchmann y el escalar curvatura
para este espacio son, respectivamente:

60P*
K=——gp (61)
(1+ Pt)
6.P>
R=————. (62)
(1+ Pt)
de los que se observa que existe un punto singular en
t= —%. El diagrama de Penrose de este espacio—tiempo

se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Diagrama de Penrose que muestra el horizonte
aparente (HA) y la singularidad (en linea cortada) para el
Segundo Modelo.

4.3. Tercer Modelo

Tomando como ejemplo los modelos anteriores, se pu-
do encontrar un tercer modelo. Sin embargo, en este se
“propusieron” funciones N, U y V y se utiliz6 el método
de prueba y error, para verificar que estas cumpliesen
con las condiciones geométricas y fisicas.

Se propusieron las siguientes funciones:

Niryy = froy, (63)
1

Uiy = T pp (64)
2
r

V(r,t) = m, (65)

las condiciénes de simetria y de integracién son, respec-

tivamente:
1 r2P d 5
PO Ly P
2f% (L+Pt)” \dt) 4 f2 (1+Pt)
(66)

15 P? 1 (df\? 4P df\
=Sy 7 () crwem (@)=

1“2 P2

(67)
combinando (66) y (69), se obtiene la ecuacién diferen-
cial: i

5P 2 (d
—— 4+ == ] =0 68
(1+Pt)+f<dt> ’ (68)

que se integra facilmente:

C

m, (69)

faoy =

asi, la métrica de este espacio—tiempo toma la forma:

C? a2+ dr? N r2
(1+ Pt)° (L+Pt)  (1+Pt)

ds? = — dQ?, (70)

esta métrica decae a la de Minkowski cuando C' = 1y
P = 0. Nuevamente se mantendra el valor de C' igual a
1. El invariante de Kretchmann y el escalar curvatura
son, respectivamente:

15P*
K = 54 (1+ Pt)°, (71)
3p2 5
R=-=-(1+Pt)". (72)

Debe notarse que, al analizar los invariantes, se observa
la apariciéon de ninguna singularidad en ¢ — oco. Para
analizar adecuadamente las cantidades fisicas hacemos
el siguiente cambio de variable:

F(t)dt = dT, (73)
donde la funcién f(t) estd dada por (69). Al integrar
(73) se obtiene:

2/3
(1+ Pt) = <§> (1+PT)23,  (14)

ahora, expresando la métrica y los pardmetros fisicos en
funcién de esta nueva variable temporal se obtiene la
métrica:

ds® = —dT? + (1 + PT)?? dr* + (1 + PT)*/® 124022,

(75)
la funcién de masa:

m _ r3 P2
) = 6(1+ PT)’

el Horizonte Aparente:

2 73\ 1
”"‘_F<§> 1+ PT)’ (77

la masa del agujero negro:
3/2
Mpm = (%0) p2 (78)

el campo escalar:

1
bty = i,/alna + PT) + ¢y, (79)
los vectores de Killing:
2 [2\%? _
& =5 <§> (1+ PT)™*/?, (80)
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2

El = g’r" (81)

el invariante de Kretchmann, el escalar curvatura:

15P* (2" -
K= ) a+pPr)7", (82)
4 3
2P? _

:_T(1+PT) , (83)
que denota la existencia de una singularidad en 7' = —%

y por ultimo el diagrama de Penrose de este espacio—
tiempo (Figura 3).

Figura 3. Diagrama de Penrose que muestra el horizonte
aparente (HA) y la singularidad (en linea cortada) para el
tercer modelo (una vez efectuado el cambio de variable).

4.4. Andlisis de los Modelos

En esta seccién se presentaron tres modelos aparente-
mente distintos, que representan el colapso gravitacional
de un campo escalar sin masa ¢. En todos se observé,
producto del modelamiento del espacio—tiempo, que la
masa del agujero negro resultado del proceso de colapso,
toma la ley de potencia M o P1/2,

Como en el modelo de Choptuik, el andlisis de los
modelos debe contemplar la aparicion de un parametro
(valor critico) Pk, tal que, comparado con el pardmetro
P y dependiendo de los valores que tome P, se forme
o no el agujero negro. Este valor critico, evidente de la
relacién de escalamiento de la masa, es cero P, = 0, por
lo que existen tres casos de analisis.

e Si P =0 (solucién critica), la masa del agujero ne-
gro se hace cero, el campo escalar se hace constante,
la métrica decae a la de Minkowski y el Horizonte
Aparente tiende a infinito, lo que denota que no
existe nigun tipo de colapso.

e Si P > 0 (solucién supercritica), todos los pardme-
tros matemadticos y fisicos existen y se forma un agu-
jero negro.

e Si P < 0 (solucién subecritica), la solucién y los
pardmetros matemadticos y fisicos son los inversos
que en el caso P > 0. Asi, estos representan la
formacién de agujeros blancos.

En el anterior andlisis no se hace mencién a ninguno de
los tres modelos, ya que este es védlido para los tres.

Un andlisis global de los parametros fisicos obteni-
dos, muestra que la universalidad de las variables fisicas,
predicha por Choptuik también se observa en nuestros
modelos, ya que como se ve de las ecuaciones (40), (58)
y (79), la forma funcional del campo escalar es la misma
en los tres, resultado encontrado también en [11] y que,
como consecuencia natural de que la métrica decae a la
de Minkowski, el campo escalar se hace constante.

Asimismo, la universalidad del exponente critico ~,
predicha para un determinado tipo de materia, se ob-
serva en los tres modelos, ya que en todos los casos el
exponente critico toma el valor v = 1/2.

Del escalamiento de la masa (ecuaciones (34), (56)
y (78)) se observa, que todos los modelos presentan el
colapso Tipo II, es decir, la formaciéon de los agujeros
negros comienza con una masa infinitesimal y que como
resultado de resolver el sistema de ecuaciones (8) todos
los modelos verifican la condicién de ser auto—similares
de la primera clase u homotéticos.

El anélisis global es similar en los tres modelos. El
invariante de Kretchmann K y el escalar curvatura R
para los modelos, muestran la existencia de una singu-
laridad en ¢t = —%. La naturaleza de esta singularidad
depende del valor del pardmetro P. Cuando P > 0 la
singularidad se encuentra detras del horizonte aparente,
y la solucién representa la formacién del agujero negro.
Los diagramas de Penrose correspondientes a estos mo-
delos se muestran en las Figuras 1,2 y 3.

Asimismo, como los tres modelos presentan las mis-
mas generalidades, la métrica aparentemente son dife-
rentes en los tres casos; en particular, la funcién f(t) en
(29), (52) y (69) pueden ser tranformados como en el ca-
so de la ec.(73) adecuadamente y se puede mostrar que
en realidad las tres soluciones son las mismas.

5. CONCLUSIONES

El en presente trabajo, se analizé la dicotomia entre
la formacién o no de un agujero negro y el escalamien-
to de la masa correspondiente a la primera posibilidad
presentando tres soluciones analiticas no—estaticas de la
ecuacion de Einstein.

Para observar el escalamiento de la masa, la forma
del campo escalar y la forma del espacio-tiempo , se
modelé el espacio—tiempo, para lo que previamente se
introdujeron los pardmetros de andlisis tanto fisicos co-
mo matemaéticos, asi como las condiciones geométricas y
fisicas para hacer modelos fisicamente realistas. El par-
ticular, se introdujo el concepto de horizonte aparente
como una generalizacién del horizonte de eventos y la
masa encerrada dentro del mismo; ya que estas masas
resultaban infinitas, inviabilizando un andlisis global del
espacio-tiempo, se discutié la posibilidad de utilizar el
método de cortar el espacio a lo largo de una hipersu-
perficie, formalismo ideado por W. Israel, tal que las
masas resultantes del colapso, sean finitas.

Una vez presentados los parametros y las condiciones
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para el modelamiento del espacio-tiempo, se pasé a en-
contrar las soluciones de la ecuacién de Einstein, no sin
antes establecer ciertas restricciones sobre la dependen-
cia funcional de los pardmetros fisicos con respecto a la
variable temporal y espacial, esto con el propésito de re-
solver las ecuaciones diferenciales planteadas de forma
directa. Una vez encontradas las soluciones (espacios
con horizontes aparentes que evolucionan), se procedié
a aplicar todas las condiciones para observar la forma
del escalamiento de la masa de los agujeros negros y la
forma del campo escalar.

Un hecho interesante, es que en todos los modelos se
observan las mismas generalidades. El hecho de que el
exponente critico y la forma funcional del campo escalar
sean los mismos, podria ser un indicio de la universalidad
del exponente critico para un dado modelo de materia, y
la universalidad del espacio cuando se presenta el colapso
critico sin embargo como puede falcilmente demostrarse
en realidad se trata del mismo espacio tiempo.

Cabe recalcar que el valor v = 1/2 ya ha sido encon-
trado en otros estudios [2] [23], sin embargo, el anlisis
para la obtencién de las soluciones es distinto, por lo
que representa una confirmacién del valor del exponente
critico con este tipo de auto—similaridad.

También debe puntualizarse, que el hecho de que
en nuestros modelos el exponente critico sea distinto a
aquel encontrado por Choptuik (v ~ 0.36) no representa
una contradiccién y méas bien muestra que v no depende
sélo del tipo de materia, sino también del tipo de auto—
similaridad del espacio, ya que en el modelo de Choptuik
el espacio presenta DSS y en los nuestros CSS.

Claramente, las conclusiones demandan, una mayor
cantidad de trabajo numérico y tedrico, para establecer
las generalidades en los fenémenos criticos del colapso
gravitacional. En particular, los futuros estudios deben
incluir modelos méas generales, alejados de la simetria
esférica con un momento angular y/o carga eléctrica.
También quedan por considerar los efectos cudnticos en
esta discusién, tarea que recien serd emprendida en el
contexto del colapso critico.

El reto tedrico fundamental es el de poder explicar
porque tantos modelos de materia admiten una solucién
critica, es decir, un atractor de codimensién uno en el
umbral de la formacién de un agujero negro. Si la exis-
tencia de una solucién critica es realmente una carac-
teristica genérica, entonces, al menos, debe existir un
argumento intuitivo, y tal vez una prueba matemaética
para este hecho importante.
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