Resumen

La Investigacién en Ciencias de la Tierra se realiza siguiendo cuatro grandes direcciones: la obser-
vacién de eventos naturales realizada en el campo, la experimentacién en laboratorio para reproducir
fenémenos-modelo, la modelacién tedérica por medio de ecuaciones matemaéticas complejas, y finalmente
la experimentacién numeérica. Cada una de las metodologias anteriormente sefialadas tiene sus ventajas.
Hoy en dia, es fundamental combinar estos diferentes puntos de vista de la investigacién para mejorar la
comprensién de cada fenémeno. La manera més natural para combinar teoria y observaciones esté en la
utilizacién de datos recolectados en los modelos numéricos. Este libro presenta las etapas de construccién
de una herramienta de optimizacién que permite introducir datos en la modelacién. Estos métodos son
generales y han sido utilizados desde hace unos 20 afios en varios campos de la Investigacién en Ciencias
de la Tierra. Para darle un tono general hemos escrito cada capitulo introduciendo paulatinamente los
elementos de Fisica, Informatica y Matematica necesarios para la modelacidn, el andlisis de sensibilidad
y la optimizacién. En cada uno de estos pasos se ha expuesto la metodologia general y su aplicacién a un
sistema de ecuaciones de mecanica de los fluidos. Es de esperarse que el aplicacién a otros problemas de
Ciencias de la Tierra resulte claro a través del ejemplo de las columnas eruptivas plinianas. Activamente
estudiado en vulcanologia fisica, este ejemplo se presta para ilustrar la aplicacién de los métodos
expuestos. Considerando la relacién entre nuestra sociedad y el ambiente, no es solamente importante la
observacién o la previsién de los fenémenos naturales, sino una mayor comprensién de cada uno de estos.
La reconstruccién de fenémenos pasados tales como la deteccién de contaminacién del medio ambiente,
el seguimiento de eventos actuales para la planeacién de la evacuacién de poblaciones, el disefio de
dispositivos (e.g. diques) con impacto minimo sobre el medio ambiente, o la prediccién en meteorologia y
climatologia son ejemplos de procesos que pueden ser modelados y optimizados siguiendo la metodologia
aqui expuesta.

Abstract

Earth Sciences Research is conducted in four great directions: field observation of natural events,
laboratory experimentation to reproduce “model” phenomena theoretical modelling by means of complex
mathematical equations, and finally numerical experimentation. Each of these methodologies has its
own advantages. Nowadays, it is fundamental to combine these different points of view to improve the
understanding of each phenomenon. The natural way to combine theory and observations is in the use of
data in the numerical models. This book presents the stages of construction of an optimization tool that
allows for the introduction of data in the modelling. These methods are general and have been used for
about 20 years in several Earth Science fields. To give it a general tone we wrote each chapter introducing
gradually the elements of Physics, Computer Science and Mathematics necessary to the modeling,
the analysis of sensitivity and the optimization. Each of these steps exhibits the general methodology
and its application to a system of equations in fluid mechanics. We expect that the application to
other Earth Science problems results clear through the example of plinians eruptive columns. Actively
studied in physical volcanology, this exemple is used to illustrate the application of the discussed
methods. Considering the relationship between our society and the ambient environment, observing
or forecasting the natural phenomena are important, but a greater understanding of each of these is
desirable. The reconstruction of past phenomena such as the detection of anthropic contamination, the
monitoring of present events for planning emergency population evacuation, the design of devices (sea
walls) with minimal impact on the environment, or the prediction in meteorology and climatology are
examples of processes that can be modeled and be optimized following the methodology presented herein.
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1. Introduccion

La Investigacién en Ciencias de la Tierra se
realiza principalmente siguiendo cuatro grandes
direcciones. En primer lugar la observacién de
los eventos naturales realizada en el campo, aun
desde la antigiiedad, por medio de varios instru-
mentos dedicados a seguir sus cursos. Hoy en
dia, se deducen de estas observaciones informa-
ciones cuantitativas tales como la velocidad, la
temperatura, la presién (durante el evento) o el
volumen y dimensiones de los depdsitos geoldgi-
cos. Se consignan también datos cualitativos (im-
pacto sobre el ambiente: colores, texturas, ...).
Por supuesto esas informaciones dependen del
fenémeno observado, no se miden las mismas
cosas para el océano que para el aire o la Tierra
sélida. Se hace notar que las observaciones son en
general parciales, por lo que no se puede acceder
a todas las partes del dominio espacio-temporal
donde ocurié el evento. Ademads, los eventos no
son reproducibles por los investigadores (a excep-
cién de avalanchas causadas intencionalmente co-
mo medida preventiva, por ejemplo). En segun-
do lugar se puede usar la experimentacién en
laboratorio para intentar reproducir fenémenos
en una caja dedicada, es decir a una escala mas
pequeiia. Se construye un fenémeno-modelo por
medio de instrumentos mecinicos que permiten
aproximarse al fenémeno real. Eso permite hac-
er muchos experimentos a partir de condiciones
diferentes para medir el impacto de cada factor
(velocidad inicial de un flujo, temperatura del
ambiente en la caja, ...). Se agregan herramien-
tas de medicién y de observacién (cdmaras) para
seguir el desarrollo de cada ocurrencia (reproduc-
ci6n) del mismo fenémeno. Las ventajas del es-
tudio de los fenémenos desarrollados en labora-
torio son que se conocen, de una manera precisa,
las condiciones experimentales iniciales y que se
puede observar el fendmeno de una manera més
completa (aunque partes del fendmeno pueden es-
tar todavia ocultas). Asi se puede conseguir un
conjunto muy completo, compuesto para cada ex-

perimento, de las condiciones experimentales uti-
lizadas y de las observaciones resultantes.

Finalmente, se encuentran los métodos
tedricos. La  modelacién tedrica se realiza
por medio de ecuaciones mateméaticas comple-
jas basadas en conceptos fisicos. A menudo, la
complejidad de un fenémeno se puede traducir
en ecuaciones, pero sus soluciones son general-
mente tan dificiles de calcular que se buscan sélo
algunas de sus propiedades (existencia y unici-
dad de la solucién, por ejemplo). Por eso los
matematicos utilizan suposiciones en el dominio
del célculo y las ecuaciones que pueden amenazar
la complejidad del problema matematico. Es de-
cir, lo alejan del problema real. Asi se puede,
por ejemplo, trabajar con océanos cuadrados (de
largo unitario) que aparecen como una caricatu-
ra de un oceano real. A pesar de esas desven-
tajas, este trabajo tedrico resulta muy impor-
tante porque pueden deducirse generalizaciones,
justificadas al menos fisicamente, y conducir a la
modelacién numérica. La modelacién y la ex-
perimentacién numérica consisten en discretizar
las ecuaciones en los espacios matemadticos ade-
cuados (este trabajo requiere también un estudio
tedrico) para construir un cédigo informético que
permita calcular soluciones numéricas del conjun-
to de ecuaciones matematicas eventualmente maés
complejo que el conjunto utilizado para resaltar
las propiedades matematicas. Una vez construi-
do, el modelo puede ser utilizado para la experi-
mentacion numeérica, es decir para la reconstruc-
cién numérica de fenémenos naturales. Como en
el caso de la experimentacién en laboratorio, los
fenémenos pueden ser simulados muchas veces a
partir de conjuntos de datos diferentes. Ademas,
las soluciones calculadas son enteramente conoci-
das sobre la malla de discretizacién lo que per-
mite medir exactamente (desde un punto de vista
numérico) el valor de cada variable. Por otro lado,
se pueden agregar a los cddigos herramientas que
permitan buscar datos de entrada que fuercen la
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solucién para verificar algunas propiedades.

Los problemas que se presentan a los
investigadores, y ma&s generalmente a la so-
ciedad (gobierno, empresas, poblacién), no son
solamente la observacién o la reproduccién de
fenémenos naturales, sino una mayor compren-
sién de cada fenémeno para, finalmente, poder
mas o menos “controlarlo”. Por supuesto, no se
pueden controlar todos los fenémenos porque
son generalmente de una potencia superior a
la potencia humana. Entonces, lo que se busca
son acciones de reconstruccién de fenémenos
pasados tales como la deteccién de contami-
nacién del medio ambiente de origen antrdpico,
el seguimiento de eventos actuales para la
planeaciéon de evacuaciones de la poblacién o
el diseio de dispositivos (puerto, dique) con
impacto minimo sobre el medio ambiente, y la
prediccién de fenémenos futuros en meteorologia
y climatologia por ejemplo. Obviamente se puede
reflexionar en mas posibilidades ya que la mod-
elacién nos permite una mayor libertad en los
estudios. Hoy en dia, es fundamental combinar
los diferentes puntos de vista de la investigacién
para mejorar la comprensién de cada fenémeno.
Cada metodologia (observacién, experimentacién
de laboratorio, modelaciéon tedrica, modelacién
y experimentacién numérica) tiene sus ventajas,
queda a los investigadores conjugarlas para
aprovechar lo mejor de ellas. La manera mads
natural para combinar teoria y observaciones
esta en la utilizacién de datos recolectados en los
modelos numéricos. En este trabajo se desarrollan
tedéricamente y numéricamente algunos méto-
dos matemadaticos que lo permiten. En muchos
dominios de la investigacion en Ciencias de la
Tierra, se llaman métodos de asimilacién de
datos. Reciprocamente, los modelos numéricos,
aprovechando los datos, pueden completar el
conocimiento del fenémeno reconstruido, dando
acceso a mas informacion.

El libro estudia la modelacién, el anili-
sis de sensibilidad y la modelacién inversa de
las columnas plinianas. En el capitulo 2 se
pone mucha atencion en la descripcién del
modelo del fenémeno, con el fin de escribirlo
en forma sencilla, en un sistema general de
ecuaciones matematicas. Utilizamos un modelo
unidimensional para ensefiar que los modelos
de columnas bi o tridimensionales entran en el

formalismo genérico también. Asi, mostramos
que las herramientas pueden aplicarse a muchos
otros problemas de Ciencias de la Tierra y del
Universo. El capitulo 3 estd dedicado al anilisis
de sensibilidad mostrando cémo construir cédigos
lineales por medio de herramientas de diferen-
ciacién automdtica. Se completa con un anilisis
en el contexto de las erupciones plinianas. El
capitulo 4 trata de la modelacién inversa estilo
“asimilacién de datos”. Se introduce el famoso
modelo adjunto para solucionar este problema de
optimizaciéon numérica por medio de un método
de gradiente. Como ejemplos, consideramos
dos problemas inversos diferentes. El primero
introduce “experimentos gemelos” cuyas obser-
vaciones son producidas por el modelo estudiado.
Eso permite comprobar la validez del proceso de
optimizacién. El segundo trata datos reales. El
librito se completa con una extensa bibliografia
y un conjunto de cédigos informéticos escritos en
Fortran. Estos cédigos pueden descargarse desde
la pagina www.lpmm.fr/charpentier/Libro/



2. Modelacion Pliniana

La formacién de columnas plinianas es un
tema fundamental en vulcanologia y climatologia.
Estas columnas son mezclas de vapor, otros
volatiles, agua liquida, y fragmentos sélidos a al-
tas temperaturas y expulsados a grandes veloci-
dades durante las erupciones volcanicas explosi-
vas. A través de este mecanismo grandes canti-
dades de particulas y de aerosoles son inyecta-
dos en la alta atmdsfera. En la regién baja (Fig.
2.1), lamada zona de empuje, el movimiento de
la columna estd dominado por la diferencia de
presién entre la mezcla que sale del conducto
volcdnico y la presiéon de la atmoésfera. Forzada
a través de la atmdsfera, la mezcla pierde en-
ergia cinética a la vez que ingiere aire del ambi-
ente. El aire atmosférico ingerido es incorporado
a la columna y calentado. Dado que el aire al ca-
lentarse disminuye su densidad, la mezcla puede
adquirir densidades inferiores a las del aire cir-
cundante y en consecuencia adquirir flotacién, lo
que le permite alcanzar altitudes que rebasan la
tropopausa. La parte de la columna cuya dinami-
ca esta dictada por las fuerzas de flotacién se
conoce por lo tanto como zona de flotacion.

) Los procesos que gobiernan la dindmica
de la columna son complejos, extendiéndose
de las micro escalas a las macro escalas. Los
primeros modelos fueron propuestos hace tres
décadas suponiendo que los piroclastos son
granos finos. Bajo esta hipédtesis, la transferencia
de calor y de momento entre las particulas y
el gas es rapido. Asi, es posible considerar a
la mezcla como homogénea en temperatura y
velocidad, y trabajar con una sola fase. A esta
aproximacién se le llama a veces “aproximacién
de pseudo-flujo”. Wilson (1976), Wilson et al.
(1978) y Settle (1978) basaron sus modelos
en las ecuaciones de conservacién de masa, de
momento y de energia del movimiento de un
fluido en otro siguiendo las teorias de la mecénica
de fluidos aplicadas a las toberas de reaccién
(jets) (Prandtl, 1949) y de las plumas térmicas

nube volcanica
oa<P

zona de flotacion
o>p

zona de empuje
oa<p

Fig. 2.1 Columna pliniana y sus tres zonas
definidas por la diferencia de densidad entre la
mezcla volcédnica (3) y la densidad del aire ambi-
ente (a).

(Morton, Taylor y Turner, 1956). Sparks (1986)
mejord los modelos anteriores tomando en cuenta
la influencia de la temperatura del magma y
los perfiles atmosféricos verticales de presién y
de temperatura. En un modelo més sofisticado,
Woods (1998) auné los modelos del chorro y de
pluma para proponer una formulacién llamada
de sombrero de copa (“top hat”) derivada de la
conservacion de la energia y del impulso, asi como
la hipétesis de la ingestién de aire por arrastre
introducida por Morton, Taylor y Turner (1956).

Por otra parte, los modelos polifdsicos
(Glaze, Baloga y Wilson, 1997)han sido desarrol-
lados para considerar procesos importantes tales
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como el transporte de las particulas y los efectos
de condensacién/evaporacién. Una revisién de los
modelos dedicados a la formacién y la dindmica de
las columnas se presenta en Sparks et al. (1997).
Existen varios modelos bidimensionales o tridi-
mensionales con evolucién temporal (Valentine y
Wolhetz, 1989; Dobran, Neri y Macedonio, 1993;
Oberhuber et al., 1998). Entre ellos, ATHAM (Ac-
tive Tracer High resolution Atmospheric Mod-
el) propuesto en (Herzog et al., 1998; Oberhu-
ber, 1998) calcula la solucién de las ecuaciones de
Navier-Stokes en el caso no-hidrostatico. Recien-
temente, los esfuerzos cientificos fueron dedicados
al disefio de modelos complejos que manejan el-
ementos de vulcanologia que se extienden de los
fenémenos de micro escala a los de macro escala.
El trabajo comin propuesto en (Textor, 2005) es
probablemente el mas impresionante ya que con-
tiene modelos que van de los procesos del conduc-
to a los efectos meteoroldgicos y climatoldgicos de
la dispersion de cenizas y aerosoles.

2.1. Modelo unidimensional monofasico

En este libro, utilizaremos el modelo “top
hat” desarrollado por Woods (1998)puesto que es
el més general entre los modelos monoféasicos. El
modelo es unidimensional por lo que las variables
como radio, velocidad, temperatura y densidad de
la columna son funciones de la altura. La grafica
2.2 ilustra las consideraciones béasicas del modelo
y explica su nombre de “sombrero de copa”. Esta
simplificaciéon para un proceso que es netamente
turbulento se justifica al considerar que el prome-
dio de las variables que intervienen es aproxi-
madamente constante punto a punto. Por otro la-
do el modelo es asi mismo estacionario, lo cual
haya su justificacién en el hecho de que durante
las erupciones plinianas la columna es sostenida
por tiempos lo suficientemente largos con respec-
to a las etapas inicial y final para considerarse
estacionario.

Como se ha establecido, las ecuaciones se
escriben en términos del radio r, de la velocidad
u, de la temperatura 6 y de la densidad efectiva de
la mezcla (3, relacionada con la fraccién de gas n,
de la columna. Las condiciones a la frontera son
o (m), up (m.s~1), 6o (K), y no al nivel del crater
z = zp (m). El sistema de ecuaciones depende de
pardmetros volcanicos tales como:
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Fig. 2.2 Columna pliniana y sus variables.

» la constante de gas
(J.mol~1. K1),

volcédnico Ry,

= el calor especifico Cpo (J.kg™!.K) de la mez-
cla en la columna,

» la densidad de los piroclastos o (kg.m™3), y

» la funcién de ingestién € que representa la
forma media en que el aire es atrapado por
la columna,

y de parametros fisicos como:

= la temperatura T (K), la presién P (Pa) y la
densidad del aire ambiente «a calculadas por
otro medio (a partir del modelo de atmésfera
estdndar del parrafo 2.4 por ejemplo),

= la constante de
(Jmol~L. K1),

gas del aire R,

= el calor especifico del aire C, (J.kg~!.K), y
» la aceleracién de la gravedad g (kg.m.s™2).

Las variables R; y C, son estimadas a lo largo
de la columna. Los valores de todos los datos
(pardmetros y otras constantes) estin juntos en
un archivo datos.inc (ver parrafo 2.5) agregado
a todos los archivos que utilizaremos.



Usando estas notaciones y omitiendo la de-
pendencia de las variables con la altura z, las
ecuaciones son:

= conservaciéon de la masa a lo largo de la
columna (2o, Ztop):

dBur?

o 2eura, (2.1)

» conservacién del momento:

du(Bur?)

_ _ 2
)~ ga - By,
es decir:
du 9 dBur? a2
2 Bur®) + v = gl = B

Utilizando (2.1) se deduce una ecuacién difer-
encial para la velocidad:

_ 32
du _ gla=p)r* 25ura, (2.2)
dz Bur? Bur?

s conservacién de la energia (entalpia):

d 2 u2 _
E(ﬁur (Cp9 + > + gz)) =

= 2eura(C,T + gz),

es decir:

d(Bur?) u?
P Cpb + 2 +gz |+

+(Bur?) igfg—) + uz—z + g)
= 2eura(C,T + gz),
o sea, utilizando (2.1) y (2.2):
AGh) _
dz

1
= Gur? (2€ura(CaT + gz)) -

1 d(Bur?) u? B
G ds Cpb + 2 + gz

—UE —-4g.

Se deduce:
dCpb

dz

Quera u?

_u(g(a -B)r? 2eura) .

u
Bur? Bur?

Al final, el modelo de Woods (1988) se pre-
senta asi:

s ecuaciones diferenciales:

( 2
d'[ZZr = 2eura,
du _ g(a— B)r? B u26ura
J dz =~ Bur? Bur?’
dCpf  2ucra u?
& purt CGT‘CP"T)—
B g(a — B)r? 2uera
| u( Bur? u Bur? 9
(2.4)
= relaciones funcionales entre variables y
parametros:
(1 1 nR,0
—=(1-n)= 9
5= (-mz+ T
R, = R+
1 n o
< +(R9°_R“)( )(1—n0) (2.5)
uoforh
=1 -1
netties “ﬁr2(’ )
l1-n
Cp,=Co+ (Cpy — Co) 7.
\ p + ( Po (l) (1 _ nO)
Utilizamos el cédigo del parrafo
2.5 para conseguir las figuras 2.3-
2.6. Se pueden reproducir usando los
archivos puestos en la péagina Internet

www.lpmm.fr/charpentier/Libro/Pliniano.

La figura 2.3 muestra la velocidad a lo largo
de la columna.

Nétese que la velocidad disminuye hasta un
minimo, éste define la zona de empuje. A par-
tir de este punto el movimiento ascendente de la
pluma es dominado por las fuerzas de flotacién.
La velocidad vuelve a crecer, luego disminuye has-
ta hacerse nula en la cima de la columna donde
la densidad de la columna se iguala con la den-
sidad del aire circundante y cesan las fuerzas de
flotacién. Esta es la zona de flotacién.

La figura 2.4 muestra la variacién del ra-
dio promedio de la columna con la altura, ésta es
casi una representacién de la forma de la colum-
na; nétese en la parte superior la formacién del
hongo caracteristico de la pluma. En esta zona la
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Fig. 2.3 Velocidad de la mezcla en la columna.
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Fig. 2.4 Radio de la mezcla en la columna.

Fig. 2.5 Temperatura de la mezcla en la columna.

componente vertical de la velocidad es casi nula
y el movimiento es practicamente horizontal..

La temperatura de la columna (Fig. 2.5)
decrece continuamente por efecto de la expansion
de la columna y la ingestién de aire).

Finalmente la Fig. 2.6 muestra la variacion
de la densidad y fraccién de gas a lo largo de
la columna. La densidad disminuye rapidamente
en la zona de empuje y disminuye en la zona de
flotacién por efecto del enfriamiento de la colum-
na. La fraccién de gas aumenta rapidamente en la
base de la columna y posteriormente permanece
casi constante debido a que la incorporacién de
aire es funcién de la velocidad en la columna,
misma que disminuye a partir de cierta altura en
zona de flotacion.

A continuacién presentamos cdmo se puede
implementar el modelo (2.4)—(2.5).

2.2. Aspectos generales

Considerando la solucion numeérica del
problema planteado en el apartado anterior, se
nota que:

= las 4 variables de estado que buscamos a lo
largo de la columna son el radio r, la veloci-
dad wu, la temperatura 6 y la fraccién de gas



25000 [ [/ " n - 1
/ beta ----------
20000 f 7
E
£ 15000 | :
<
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0 05 1 2 3
Fraccion de gas y Densidad

Fig. 2.6 Fraccién de gas y densidad de la mezcla
en la columna.

n. No aparecen solas en los términos izquier-
dos de las ecuaciones diferenciales ordinarias
(2.4),

= el sistema (2.4) tiene tres ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y 4 incégnitas,

= las variables 8 y n parecen interdependientes
en (2.5).

Para remediar estas deficiencias, se puede traba-
jar un poco mas construyendo un sistema de 4
ecuaciones diferenciales ordinarias con 4 incogni-
tas (Charpentier, to appear).El trabajo se hace en
4 etapas.

1. Cambio de notacién. Para simplificar la es-
critura del sistema se introducen 4 nuevas

variables:

F = Bur?, flujo de masa,

E = Cp, energia,

D= (a-p)/B, densidad relativa,

C = 2eaur/(Bur?).

(2.6)
El sistema (2.4) se vuelve:
(E _pe
z
2 9D/u — Clu,

2.7)
%—% = C(Co,T — E —u?/2)—

2. Derivacién de una ecuacién diferencial ordi-
naria para la fraccién de gas. De hecho la
diferenciacién de la tercera ecuacién de (2.5)

conduce a:
dn
= L1+ (no—1)F/F) =
dF'/d
= —(no - ].)Fo F(2 i = (2'8)
FRC

=(1—-n .
( )%

3. Deduccién de las condiciones de salida nuevas
a través del cambio biyectivo 7 que mapea
(70, uo, 80, 0) en (Fop,ug, Ep,ng) usando:

Pyougrd
F() = ’

Py(1 = no) + noRyoboo (2.9)
Eo = Cpobo.

4. Seleccién de las relaciones funcionales para
que no sean interdependientes durante el
célculo numérico:

(1-n)
Cp=0Co+ (Cp, — Cp) 7=,
1-n ng

o) 22)
6 =E/Cp,
8= Po

~ P(1-n)+nRy00’
p=22F

_JE
r= B’

(| C =2uera/F.
(2.10)

Al modelo pliniano compuesto de las ecua-
ciones (2.7)—(2.10) se le denota como P.

Se puede resumir el modelo pliniano P o 7 en el
modelo genérico M:

du
(M) { d_(Z T M(u1p) en (z07ztop); (211)
u(zo) = uo,

donde u = (r,u,6,n) es la variable de estado y M
es un operador no lineal que describe la dindmica
del modelo. Puede depender de pardmetros p.
El vector ugp = (ro,uo,60,n0) de condiciones de
salida pertenece al espacio Uy de las condiciones
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de salida admisibles para formar una columna
pliniana.

Este sistema tan general permite modelar
también las ecuaciones a las derivadas parciales
espacio-temporales (PDE) tales como las ecua-
ciones de Navier-Stokes usadas en los modelos
plinianos de 2 o 3 dimensiones. Asi, los desarrollos
teéricos (andlisis de sensibilidad y modelacién
inversa) que presentamos en los capitulos 2 y 3
podrian ser aplicados a las ecuaciones de flujo
(diferenciables) de cualquier modelo pliniano.

Nota: Se pueden describir de la misma manera
los problemas de meteorologia, de oceanologia, de
hidrologfa (rios o lagunas), de flujos de lodo o de
conveccion en el manto de la Tierra.

2.3. Meétodo de Runge Kutta de 40 orden

Existen varios métodos numeéricos para la
solucién de problemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Entre ellos, el método de Runge Kut-
ta de 40 6rden (RK4) es conocido por su gran
estabilidad. Aunque es menos eficiente que otros,
nuestro sistema es muy rapido para integrar por lo
que la desventaja no es importante. RK4 permite
la aproximacién de las soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias tal es que:

dy
{ Y= =)
y(20) = vo,

donde z € IR. La funcién matemadtica f y la
variable y pueden ser escalares o vectoriales. Se
reconoce bien el sistema general (2.11).

Tomando un paso o incremento §, pequeriio,
RK4 aproxima la solucién exacta y(29+ (n+1)d)
por la solucién discreta y™*! calculada a partir del
paso anterior y™ por la formula:

P
e ?z(kl + 2k + 2k3 + ky),

donde:

kl = f(zn,yn)’

ka = f(2" + 62/2,y" + k162/2),
k3 = f(2™ +02/2,y™ + k202/2),
ks = (2™ + 0z, y™ + k3bz).
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RK4 es de orden 4 por lo que su error de
integracién es del orden de (62)%.

En nuestro caso, se utilizard con el vector
de variables y tal que:

y = (y1,92,¥3,94) = (Fyu, E,n) = T (u)
y la funcién matemadtica M tal que:

M(zvy) = (Mla M27M37 M4)

donde:
M, = FC,
My = gD /u — Cu,
2
Ms=C(CaT —E— %) —uby — g,
FC 2
M4 = (1 - TL())T

Como lo hemos visto en (2.6), las variables C'y D
dependen de y por lo que también tienen que ser
evaluadas de manera correcta. La variable z no
aparece en las ecuaciones, pero estd presente im-
plicitamente en el calculo de la atmdsfera estandar
y en el vector de variables y.

2.4. Modelo de atmésfera estandar

25000 F ]
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Fig. 2.7 Temperatura atmosférica estandar.

Las fuerzas aerodinamicas dependen direc-
tamente de las propiedades de la atmdsfera. Asi es
muy util definir un modelo de atmésfera estandar



para calcular sus variaciones con respecto a la al-
tura. La atmdsfera estandar de los EUA adoptada
en 1976 presenta 3 zonas diferentes: troposfera,
estratosfera baja y estratosfera alta, suponiendo
que las variaciones de temperatura y presién de-
penden uinicamente de la altura. En particular, se
considera que:

s la gravedad es constante: g = 9,81m.s72, y

s la composicién del aire no varfa. Su masa
molecular M, y su constante R, son:

M, =28,9-10"3kg.mol !,
Ra — Rgasesier[ectos _—

M, -
= 287,54m?%.s"2. K1,
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Fig. 2.8 Presion estandar.

Existen varios modelos: dia estandar, dia caliente,
dia frio, y dia tropical. Sus parametros estan actu-
alizados usando datos atmosféricos recientes. En
estos, la presién P (Pa), la temperatura T (K) y
la densidad del aire o son calculadas a partir del
sistema compuesto por:

s la ecuacién hidrostética de una columna de

aire:
dP

dz
donde z (m) es la altura geopotencial,

= —ayg, (2.12)

s la ley de los gases perfectos aplicada al aire
(visto como un gas perfecto):

P =aR,T, (2.13)

= una ecuacién que describe el comportamiento
de la temperatura.

En la troposfera, desde el nivel del mar has-
ta la tropopausa (de altura h; = 14km por ejem-
plo), la temperatura disminuye linealmente sigu-
iendo:

T =Ty — loz, (2.14)

donde Ty = 288,15K (=15 grados C) es la tem-
peratura al nivel del mar. A la razén del decre-
mento [y se le conoce como gradiente térmico o
taza de disminucién térmica (lapse rate). Aqui, ly
vale 0,0065K.m~!. La solucién de (2.12)—(2.14)
permite deducir una ecuacién de célculo para la

presion:
/Rulo
T g
P =P =
0 (T()) )

donde Py = 101300Pa es la presién al nivel del
mar. Se nota que la altura h; de la tropopausa
varia de 8km a los polos hasta 18km al ecuador.
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Fig. 2.9 Densidad atmosférica estandar.

En la estratosfera baja, es decir de la
tropopausa hasta hy = 20km, la temperatura per-
manece constante mientras la presién sigue bajan-
do exponencialmente. Tenemos:

Ty = Tp — lohy = 216,65,

P = Plezp(—g—(-%qjl—z)),
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donde P, y T; son los valores de presién y de
temperatura al nivel de la tropopausa.

La estratosfera alta se extiende hasta hy =
25km. En esta zona, la temperatura aumenta lig-
eramente de forma lineal, la presién sigue bajando
exponencialmente. Se calculan por medio de las
férmulas:

Ty = 216,65 + loz = 216,65 + 0,002z,

/RaIZ
T\’
=P| =
P 2(,1-.1) )

donde P, y T» son los valores de presién y de
temperatura a la altura hs.

En cada zona, la densidad del aire se deriva
de la ley de los gases perfectos, es decir:

a=p/(R.T).

Las variables atmosféricas estdndares estan
trazadas en las figuras 2.7-2.9 para una
tropopausa a 14km.



Al seguir presentamos los cédigos del modelo pliniano P. Im-
plementan las ecuaciones (2.7)—(2.10).

2.5. Cdédigo original

Se presentan sucesivamente el archivo README que describe
el directorio Pliniano, el archivo datos.inc que contiene los
pardametros del cédigo, la rutina principal programa, y las ruti-
nas modelo, funcion M y atmésfera. El uso de la rutina error
estd descrito en el capitulo siguiente. Cada rutina figura en su
propio archivo. Por ejemplo, la rutina modelo estd en el archivo
modelo.f. Las rutinas se pueden descargar desde la pagina Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/Pliniano

*kkkkk  Pliniano/README  sskskskokokokok sk skokokok ok okokokokokok ok ok ok ok ok o ok ok skokook
El directorio Pliniano contiene:
* las rutinas del codigo pliniano original:
- datos.inc
- programa.f
modelo.f
- funcion_M.f
- atmosfera.f
- error.f
* un Makefile para el compilador gfortran
- Makefile
produce el archivo ejecutable pliniano.exe
* un archivo gnuplot para trazar las figuras 2.3 y 2.4
- curvas_c2.gnu
produze las figuras postscript del capitulo 2
stk oo sk ok ok ok ook o o ok ok ok ok koo o o sk ok ks ook o ok ko s sk ok ok ks ok koo ok sk o o ko ok o

!---  PLineal/datos.inc -----------—---——-ommmmmmomm e

IMPLICIT NONE
! Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar

! Constantes del aire (Ca,Ra)
! Alturas de la tropausa (hl), de la estratosfera baja (h2)
! Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)
REAL*8 TO,PO,Ca,Ra,h1,h2,10,11,12,g
DATA TO,PO,Ca,Ra /288.15,101320.,998.,287.54/
DATA h1,h2,g /14000.,20000.,9.81/
DATA 10,11,12 /.0065,.0,-.002/
! Altura del crater (z0)
! Datos de la erupcion (CpO,Rg0,sigma)
! Parametro de arrastre
REAL*8 Cp0O,Rg0,sigma,eps
DATA CpO,Rg0,sigma,eps /1617.,462.,1617.,0.09/
INTEGER z0,dz
DATA z0,dz /5425, 5/
! Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
DATA velmin / 10./
! Observaciones
REAL*8 uobs (6000) ,thetaobs(6000) ,robs (6000)
COMMON/obs/uobs,thetaobs, robs

PROGRAM pliniano
Este programa calcula el radio (r), la velocidad (u),
la temperatura (theta), la fraccion de gas (n) y la
densidad (beta) a lo largo de una columna pliniana por
el modelo de Woods(1988) en la formulacion (2.9)-(2.10).
Se utiliza ’columna.dat’ para trazar la Fig. 2.3
Se utiliza ’atmosfera.dat’ para trazar la Fig. 2.4
INCLUDE °’datos.inc’
! Condiciones de salida del crater (r0,u0,theta0,n0)
REAL*8 r0,u0,thetal,n0
REAL*8 costo
REAL*8 t,p,alfa
INTEGER i,zn

! Valores de salida del crater
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r0=100; u0=300; theta0=1000; n0=0.03

! Apertura del archivo ’columna.dat’
OPEN(1,file=’columna.dat’)
OPEN(2,file=’atmosfera.dat’)
REWIND(1)

! Llamada al modelo
CALL modelo(r0,u0,theta0,n0,costo)

! Apertura del archivo ’atmosfera.dat’
OPEN(2,file=’atmosfera.dat’)
REWIND(2)
zn = 0.

DO WHILE (zn.le.25000)
CALL atmosfera(zn,t,p,alfa)
WRITE(2,*) zn,t,p,alfa
zn = zn+1000

ENDDO

CLOSE(2)

END

!-—— Pliniano/modelo.f -—-—---——-——- -

SUBROUTINE modelo (r0O,u0,thetal,n0,costo)

! Modelo de Woods modificado:
INCLUDE ’datos.inc’

! Variables de salida del crater
REAL*8 r0O,u0,thetal,n0 !entradas del modelo
REAL*8 betal, EO, FO

! Costo
REAL*8 costo

! Variables de esta DO
REAL*8 u,theta,r,n,beta,Cp,Rg,E,F

! Variables intermedias por RK4
REAL*8 yn(4) !contiene la solucion del modelo yn
REAL*8 M1(4),M2(4),M3(4),M4(4) 'ecuacion (2.20)
REAL*8 yy(4) lvar. intermedias
INTEGER zz

REAL*8 dzz

! Variables atmosfericas
REAL*8 t,p,alfa
INTEGER i,zn

! Initializaciones
dzz = dz*1.d0
costo = 0.40
Rg = Rg0
Cp = CpO
CALL atmosfera(z0,t,p,alfa)
beta0 = 1.d0/(((1.d0-n0)/sigma)+(nO*Rg*thetal0/P))
zn=z0+dz
! Cambio de variables
FO = uO0*rO0*rO*xbetal
EO = theta0*Cp0
yn(1) = FO; yn(2) = u0; yn(3) = EO; yn(4) = n0
! Desarollo de la columna
! Solucion por Runge Kutta de orden 4
DO WHILE (yn(2).GE.velmin)
! Calculos (2.19)
CALL funcion_M(zn,yn,n0,FO,M1)
zz = zn + dzz*0.5

DO i=1,4

yy(i) = yn(i) + dzz*M1(i)*0.5d0
ENDDO
CALL funcion_M(zn,yy,n0,F0,M2)
DOi=1,4

yy(i) = yn(i) + dzz*M2(i)*0.5d0
ENDDO

CALL funcion_M(zn,yy,n0,F0,M3)
zz = zn + dz

D0Oi=1,4
yy(i) = yn(i) + dzz*M3(i)
ENDDO

CALL funcion_M(zn,yy,n0,F0,M4)
! Ecuacion (2.18)
DO i=1,4 'yn
yn(i)=yn(i)

* +(dzz* (M1(i)+2.d0*M2(i)+2.d0*M3(i)+M4(i))/6.d0)

ENDDO
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Cambio de variables inverso

F=yn(1); u =yn(2); E = yn(3); n = yn(4)

Relacions funcionales
Cp=ca+((Cp0O-ca)*((1.d0-n)/(1.40-n0)))
Rg=Ra+ (RgO-ra)*n0/(1.40-n0)*(1.40-n)/n
theta=E/Cp

beta=1.d0/(((1.d0-n)/sigma)+(n*Rg*theta/p))

r=SQRT (F/ (u*beta))
evaluacion del error
CALL error(zn,r,u,theta,costo)
Escritura del archivo de resultados
write(1,111) zn,r,u,theta,n,beta

111 FORMAT(I5,10F12.6)

Incremento de la altura
zn=zn+dz
END DO
CLOSE(1)
END

!-——  Plinjano/funcion_M.f -— - -———-

SUBROUTINE funcion_M(z,y,n0,F0,M)
funcion matematica (2.20)
INCLUDE ’datos.inc’
Variables atmosfericas,
REAL*8 T,P,alfa
INTEGER z
Variables de RK4
REAL*8 M(4),y(4)
Variables intermedias
REAL*8 C,D,Cp,Rg,theta,r,beta
REAL*8 F,u,E,n
REAL*8 n0,FO0

Atmosfera estandar a la altura z
CALL atmosfera(z,T,P,alfa)
Cambio de variables
F=y1); u=y(2; E=y(3); n =y

! Relaciones funcionales (2.15)
Cp=ca+((CpO-ca)*((1.40-n)/(1.d0-n0)))
Rg=Ra+ (Rg0O-ra)*n0/(1.d40-n0)*(1.d0-n)/n
theta=E/Cp

beta=1.d40/(((1.d0-n)/sigma)+(n*Rg*theta/p))

r=SQRT (F/ (uxbeta))
! Variables intermedias

D = (alfa-beta)/beta

C = 2.dO*u*eps*rxalfa/F
! Ecuaciones (2.20)

M(1) = F*C

M(2) = g*D/u - C*u

M(3) = c*(Ca*T-E-u*u*.5d0)-uxM(2) - g
M(4) = (1.d0-n0)*F0x*C/F

END

!---  Pliniano/atmosfera.f -- -

SUBROUTINE atmosfera(z,T,P,alfa)

! modelo de atmosfera estandar

! los parametros estan definidos en ’datos.inc’
INCLUDE ’datos.inc’

! Variables de entrada
INTEGER z

! Variables de salida
REAL*8 T,P,alfa

laltura

!temperatura, presion y
!densidad del aere en z
! Variables intermedias

REAL*8 T1 !temperatura a la tropospausa (h1)
REAL*8 P1,P2 Ipressures at height hl y h2
! Temperatura
IF (z.LE.h1) T = TO - 10%*z 'Ec. (2.24)
T1 = TO - 10%hl
IF (z.GT.h1) T =T1 'Ec. (2.26)
IF (z.GE.h2) T = T1 - 12%(z-h2) !Ec. (2.27)

! Presion
IF (z.LE.h1) P = PO*(T/TO0)**(g/(Ra*10))
P1 = PO*(T1/TO)**(g/(Ra*10))

'Ec.

(2.25)
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IF (ABS(z-h1).LE.1.E-3) P = P1

'Ec. (2.26)
IF((z.GT.h1) .AND. (z.LT.h2)) P=P1*EXP(g*(h1-z)/(Ra*T1))
P2 = P1*EXP(g*(h1-h2)/(Ra*T1))
IF (ABS(z-h2).LE.1.E-3) P = P2

IF (z.GE.h2) P=P2*(T/T1)**(g/(Ra*12)) 1Ec. (2.27)
! Densidad del aere

alfa = P/(Rax*T) 1Ec. (2.28)

END

!---  Pliniano/error.f
] ———— - - e e
SUBROUTINE error(z,r,u,theta,costo)
! Evalua una funcion objetivo
! % error cuadratica entre observaciones y variables
! * bajo la tropopausa
! * cada 500m
INCLUDE ’datos.inc’
REAL*8 r,u,theta,costo
INTEGER z,i

IF ((MOD(z,500).EQ.0).AND.(z.LE.H1)) THEN
i = (z-20)/dz
costo = costo + (r-robs(i))*(r-robs(i))

* + (u-uobs(i))*(u-uobs(i))
* + (theta-thetaobs(i))*(theta-thetaobs(i))
ENDIF
END
! ______________________________
# -_ = = . . m  — —— —————————————
#--- Pliniano/Makefile ---——————————-————————m———m———
# —_— ———— o o e o

# Makefile para linux: compilador gfortran
#! /bin/sh -f

#

FC= gfortran

LINKER= gfortran

#
FOBJS= programa.o modelo.o funcion_M.o atmosfera.o error.o

.SUFFIXES:.o .f90 .f
.£90.0:
$(FC) -c $(FFLAGS) $<
.f.o:
$(FC) -c $(FFLAGS) $<
#
pliniano.exe: $(FOBJS)
$(LINKER) $(LINKFLAGS) -o pliniano.exe $(FOBJS)
#
clean:
@rm -f *~ *.0 *.mod

#- - - e e 2 e o e e e e e e e o



3. Analisis de sensibilidad

En las ciencias naturales, y particularmente
en la geofisica, para comprender los procesos de
la naturaleza se utiliza un sistema equivalente al
proceso estudiado pero que permita ser manipu-
lado ya sea en el laboratorio o matematicamente.
En este tdltimo caso el modelo intenta capturar
en una formulacién matematica los principales
procesos del fenémeno, quizds més complejo, que
se estudia. Sin embargo su validez y su pertenen-
cia desde el punto de vista fisico se evalian por
el grado de concordancia de sus resultados con
las observaciones. En este sentido, la cuestién
que emerge inmediatamente es la siguiente: jcudl
es la sensibilidad de las variables de ese modelo
a un cambio dado en los datos de entrada? Este
punto es crucial ya que revela la estabilidad del
sistema, de ecuaciones y la importancia relativa
de cada una de las entradas del modelo. A esta
cuestién, se le puede contestar cualitativamente
o cuantitativamente. Por un lado, se puede
hacer una comparacién entre ensayos numéricos
sucesivos y las observaciones eligiendo, con cierta
arbitrariedad, aquellas entradas “que parecen
mejores”. Por otro lado, se pueden evaluar los
errores de modelacién calculando las derivadas
de primer 6 segundo orden del modelo, como se
ver4d a continuacién. En el vocabulario cientifi-
co, esos calculos se llaman analisis de sensibilidad.

El anilisis de sensibilidad proporciona in-
formacién cualitativa y cuantitativa sobre el com-
portamiento del modelo estudiado. En el lenguaje
conciso de las matematicas, la sensibilidad de una
funcién f(z) con respecto a una perturbacién ¢

de su entrada z es la derivada a—i(xo).d. Usual-
mente se aproxima al primer orden como:

of f(zo +6) — f(zo)

—(1,‘0) =~ .
oz 0]
Su interés es triple ya que el andlisis de sensibili-
dad:

s da una informacién sobre el comportamien-

to general del proceso fisico mostrando cémo
es afectado por un cambio en la variable de
entrada zg. Esta tltima puede figurar condi-
ciones iniciales, condiciones a la frontera del
dominio de cémputo o parametros,

s permite determinar las incertidumbres en los
parametros del modelo,

= da acceso a las componentes del gradiente in-
volucrado en la solucién de problemas inver-
sos (ver el capitulo 3).

Desde el punto de vista numeérico, el analisis
de sensibilidad se puede llevar a cabo con varios
métodos. Entre ellos, se distingue el método de
perturbacién o desarrollo de Taylor que calcula
derivadas aproximadas, de la linealizacién de
las ecuaciones (continuas o discretas) y la difer-
enciacién del cédigo informaético que permiten
calcular derivadas exactas (a la precisién de la
computadora). A este dltimo modo de diferen-
ciacién se le llama “modo lineal tangente”.

A continuacién, presentamos resultados del
analisis de sensibilidad para el modelo plini-
ano conseguidos por diferenciacién en modo lin-
eal tangente del cddigo pliniano. Posteriormente
mostraremos como conseguir cddigos lineales tan-
gentes en general.

3.1. Ejemplo de andlisis de sensibilidad

Diferenciamos el cédigo de columnas
plinianas del péarrafo 2.5 con respecto a las
condiciones de salida del crater, es decir el
radio (rg), la velocidad (up), la temperatura
(60) y la fraccién de gas (np). Los resultados
se presentan en la figura 3.1 donde se observan
en particular la velocidad y sus sensibilidades
con perturbaciones de 10% de las condiciones
de salida. Los c6digos que permiten conseguir
estos resultados y el archivo curvas_c3.gnu que
les permite trazar usando gnuplot (en linux)
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se pueden descargar desde la pagina Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/PLineal

Cada sensibilidad se interpreta como la
diferencia (linealizada) entre la simulacién orig-
inal y una simulacién conseguida agregando una
perturbacién de 10 % sobre una de las condiciones
de salida (Charpentier y Espindola, 2005a; Char-
pentier y Espindola, 2005b). En el caso del estudio
de la velocidad, las sensibilidades muestran que:

1. la sensibilidad de la velocidad con respecto a
ngo es negativa. Esto significa que la veloci-
dad disminuye cuando ng se incrementa. Un
decremento en la velocidad significa una al-
tura menor de la columna entonces una frac-
cién de gas mds alta significa una altitud més
baja de la columna.

Esta relacién también podria haber sido de-
ducida haciendo comparaciones de curvas de
velocidad calculadas con diferentes valores de
no (ver Woods (1998),fig.3b). Una de las ven-
tajas del analisis de sensibilidad por mod-
elacién lineal tangente es que muestra los re-
sultados directamente.

2. la temperatura 6y actia también de manera
negativa sobre la velocidad en la columna en
la zona de empuje. De hecho, mientras méas
alta es la temperatura de salida, méds baja es
la densidad en la columna lo que disminuye
la altura de la zona de empuje. Sin embar-
go, se nota que el efecto de la temperatura
de salida sobre la velocidad es positivo en la
zona de flotacién porque se calienta més el
aire atrapado por la columna.

3. la velocidad reacciona positivamente a cam-
bios positivos del radio y de la velocidad de
salida. Esta relacién es desde luego la esper-
ada, ya que es claro que un aumento del ra-
dio incrementa la inercia de la mezcla en la
columna y por lo tanto su velocidad. Atdn
mas claro es el efecto de la velocidad inicial,
ya que se esperaria que las velocidades a lo
largo de la columna sean mayores si la veloci-
dad de salida es mayor. Nétese sin embargo
que el andlisis de sensibilidad nos revela que
la velocidad es mads sensible a una pertur-
bacién de ug en la zona de empuje, y es casi
constante en la zona de flotacién.
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Como puede desprenderse de lo anteri-
or, basicamente derivado de las teorias de la
propulsién a chorro y de las plumas térmicas,
las sensibilidades son grandes tanto bajo la
tropopausa, lo que indica la importancia de los
dispositivos de deteccidén terrestres, como sobre la
tropopausa, lo que muestra también la importan-
cia de los dispositivos de observacién espaciales.
En particular, se observan sensibilidades fuertes
del radio, de la temperatura y de la velocidad
con respecto a cambios en las condiciones de
salida. Esto significa que la observacién de estas
3 variables a lo largo de la columna puede
proporcionar datos relevantes (por su contenido
de informacién) para el proceso de solucién del
problema inverso. Por supuesto la relevancia de
estos datos depende fuertemente del desempeno
de los dispositivos de medida (disponibilidad,
precisién, resoluciones espaciales y temporales).
Por el contrario, los efectos de los cambios en
la fraccién de gas y la densidad son mucho maés
pequeiios (nétese el factor 100 que usamos para
poder hacer comparaciones con otras curvas).
En particular, son casi insensibles a un cambio
de la velocidad de salida. Esto significa que
la velocidad al nivel del crater no puede ser
determinada con datos de fraccién de gas o de
densidad.

Nota: Los procesos volcadnicos son fuerte-
mente no lineales y que el comportamiento del
modelo no se puede predecir por una linealizacién
simple. Cerca del punto de transicién, un cambio
pequenio en alguno parametro podria causar un
cambio importante en el comportamiento de la
columna: la columna convectiva puede volverse
inestable y colapsar formando flujos piroclésticos.

Trazar influencias de una condicién de sali-
da sobre las variables del modelo (Fig. 3.2) es otra
manera de explotar los mismos resultados.

3.2. Método de perturbacién

Desde hace 200 anos, el desarrollo en serie
de Taylor representa la funcién f : IR — IR,  +—
f(z), supuestamente diferenciable al infinito, en
el punto z¢ por:

k ok
Flao+ b = fla)+ 3 T (ay),
k=100 " z
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Fig. 3.1 A: Sensibilidades del radio (en m) con respecto a perturbaciones de 10 % de las condiciones de
salida. Sensibilidades de la velocidad (B, en m.s™!), de la temperatura (C, en grados K), de la fraccién

de gas (D), de la densidad (E).
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Fig. 3.2 A: Influencia sobre las variables de un cambio de 10% del radio de salida 7y (en unidades
correspondientes). Influencia de un cambio de 10 % de la velocidad ug (B), de la temperatura 6y (C), de

la fraccién de gas ng (D).
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donde 0, es un real pequenio. Se puede truncar
ast:

a0 +82s) = F(z0) + by ot (z0) + Ol %, (3.1

donde el término O, |? significa que la parte des-
preciada es del mismo orden que |6, |?. La férmula
(3.1) permite calcular la aproximacién:

820) —
%mhﬂm+£.mw

+ O|6z,|

de la derivada de f en zo con la precisién dz,.
Este método de aproximacién es del tipo de
diferencias finitas. Puede ser usado para estudiar
la sensibilidad de un modelo con respecto a sus
entradas.

Aplicando la aproximacién por serie de Tay-
lor a nuestro modelo general (2.11), se aproximan
las sensibilidades a lo largo de la columna calcu-
lando sus derivadas parciales con respecto a las
condiciones de salida:

a;/\/t_(uo pO) ~ M(UO + (SanpO) — M(UOaPO)

ou du, ’
y los parametros:

oM M (ug, po + dpy) — M((uo,

M (0, 90) ~ (0, po + dpo) (uo Po),

Opo Opo

donde dy, y dp, son ahora direcciones de pertur-
bacién de norma pequena.

Este método de “diferenciacién” resulta
barato en términos de desarrollo porque sélo se
evalia el modelo M en puntos diferentes. Pero,
la aproximacién trae un error dependiente:

s del tamafio de la norma |§| del vector de
perturbacién (du,,dp,) (es el error de trun-
camiento predicho por la teoria), y

» de la precisién de la computadora (es el error
de redondeo que sobreviene por la substrac-
cién de dos nimeros muy cercanos).

Cuando |4| disminuye, el error de truncamiento
disminuye también; pero, pasos |d| demasiado
pequeiios generan un error de redondeo que
domina el error de truncamiento. Asi, existe un
paso Optimo que minimiza la suma de estos 2
errores. El problema es que este paso Optimo

depende del punto de evaluacién de las derivadas.
Obviamente, la aproximacién de Taylor no es
bastante precisa para la solucién de problemas
inversos por un método de gradiente.

Su uso es todavia muy frecuente para calcu-
los de sensibilidades. Como veremos posterior-
mente en este capitulo (ver el péarrafo 3.4.2), se
usa también para comprobar las derivadas pro-
ducidas por la diferenciacién de los c6digos.

3.3. Linealizacién de las ecuaciones

Los dos métodos para conseguir cédigos lin-
eales son:

= derivar las ecuaciones matemadticas continuas
(o discretas) como se presenta en este parrafo
y luego implementarlas, o

= escribir el cédigo relativo a las ecuaciones
discretas, y diferenciarlo como se verd en el
parrafo 3.4.

Las bases del calculo diferencial son sencil-
las. De hecho, el conocimiento de las reglas de
diferenciacién de los operadores, de las funciones
elementales, y de la ley de composicién de las fun-
ciones son suficientes para calcular derivadas de
funciones compuestas complejas. A continuacién
presentamos sucesivamente tres opciones que per-
miten conseguir derivadas numéricas. Todas estan
basadas en las reglas cldsicas de diferenciacién,
es decir reglas que el usuario hubiera usado para
diferenciar a mano. A este modo de diferenciacién
se le dice “modo lineal tangente” o “modo direc-
to”. No hablaremos mucho de herramientas estilo
Maple ya que no tratan cédigos completos.

3.3.1. Diferenciacién del modelo genérico

M

La diferenciacién lineal tangente de las
ecuaciones continuas del modelo M con respec-
to a su entrada ug se hace por medio de la ley de
derivacion de las funciones compuestas. En el vo-
cabulario de la diferenciacién automaética, la vari-
able ug se designa como:

= “activa” (para la diferenciacién) porque
diferenciamos ecuaciones con respecto a ella,
e
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» ecuaciones diferenciales ordinarias (2.7)-
(2.8):

(L _s5rc 1 Fc,
dz
cZS_zu = g(6Du — Déu)/u® — 6Cu — Céu,
déE

| 7 =0C(CT-E+ u?/2) — C6E+
+Cudu/26D — 4D,

dén 0FyCF+Fo6CF—FyCoF
T - 1) F? B
—on, —FOC
L 0 F )

» cambio de variable inverso 7 ~!. Se actualizan
las derivadas 60 y ér usando (3.4).

Aunque se han utilizado reglas sencillas, la difer-
enciacion de las ecuaciones continuas es una tarea
tediosa que puede ser muy cansada para sistemas
de ecuaciones mas complejos.

3.4. Diferenciacién automatica por sobre-
carga de los operadores

Algunos softwares de cédlculo formal tal co-
mo Maple pueden llevar a cabo la diferenciacién
de ecuaciones matematicas. El usuario ingresa
su funcién en la forma pedida por el software,
y pide la diferenciacién de ésta. El resultado
es una ecuacién derivada en el formalismo del
software. Sin embargo, no le es posible derivar
cédigos. Por otra parte, evaluar derivadas a
lo largo de un programa completo requiere no
solamente derivar las instrucciones matematicas
(que representan ecuaciones matemdticas),
sino también crear el ambiente informético que
permite evaluar las derivadas de manera correcta.

La diferenciacién automatica de programa
(Griewank, 2000)y sus herramientas dan una
repuesta confiable a la necesidad de evaluar
derivadas a lo largo de programas completos.
Existen dos tipos de herramientas. Por un lado, se
puede construir una biblioteca basada en la técni-
ca de sobrecarga de los operadores bien conocida
de los usuarios que desarrollan programas en
Fortran 90 (y posteriores) o C++. Por otro lado,
las herramientas de diferenciacién de fuente a

fuente (ver Sec. 3.5) son capaces de generar las
instrucciones derivadas de un cédigo usando
conceptos de célculo formal. Como lo veremos
en el capitulo 4, éstas involucran frecuentemente
el modo adjunto para el cédlculo de gradientes.
Una revisién completa de estas herramientas
se presenta en el sitio Internet www.autodiff.org

A continuacién presentamos con detalle la
sorbrecarga de operadores.

3.4.1. Biblioteca de sobrecarga de oper-

adores

Esta técnica consiste en la definicién de
un nuevo tipo de variable y de los operadores y
funciones matematicas asociados. Todos esos se
agregan para formar una biblioteca de diferen-
ciacion. Una vez construida, se compila con el
cédigo que se quiere diferenciar. Como veremos
en el ejemplo, muy pocos cambios del cédigo orig-
inal son necesarios para calcular derivadas. Aqui,
consideramos programas escritos en Fortran 90.

Nétese que sélo las variables de tipo REAL o
COMPLEX (cualquiera que sea la precisién) pueden
ser diferenciadas. De hecho, no hay razén para
diferenciar una variable entera ya que su valor
mas una pequena perturbacion no resulta en un
entero. Si tal fuera el caso en un cddigo, por
ejemplo en la definicién de un pardmetro, y se
quisiera calcular sensibilidades con respecto a
este pardametro, se tendria que cambiar su tipo
por REAL.

Al principio de toda sobrecarga figura un
nuevo tipo. En nuestro caso eligemos el tipo
dreal8.

1
!---  PLineal/mtipo.£90
!
MODULE mtipo

IMPLICIT NONE

TYPE dreal8
1d0: campo dedicado al valor de la variable
'dl: campo dedicado al valor de la derivada

REAL*8 :: dO, di

END TYPE dreal8

END MODULE mtipo
!

Una variable x de tipo dreal8 tiene sus campos
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x%d0 y x%d1l dedicados al valor de la variable
y su derivada. Las variables activas de tipo
REAL#*8 de nuestro c6digo pliniano se cambian al
tipo dreal8 escrito en el MODULE mtipo para la
propagacién de la diferenciacién.

Al tipo dreals, se le asocia una definicién
de los operadores usuales {+, -, *, /} y otros
cuando son necesarios. Cada de esos operadores
tiene dos operandos (a excepcién del — unitario).
Estos pueden ser:

» ambos de tipo dreal8 si las dos variables
estan activas,

= de tipo dreal8 y REAL*8 si s6lo una
estd activa. En este caso, la biblioteca ten-
drd que manejar las parejas dreal8/REAL*8
y REAL*8/dreal8.

A consecuencia, cada operador necesita 3 nuevas
definiciones para cubrir estas parejas (el — uni-
tario se sobrecarga también). En Fortran, a ca-
da operador se le asocia un médulo. Para el
caso de la multiplicacién se escribe el MODULE
mmultiplicacion. Se observan las reglas usuales
de diferenciaciéon del operador de multiplicacién
en las funciones del médulo. Basta cambiar a %d0
por z, a%dl por =/, b%d0 por y, b%d1l por ¥/,
res %d0 por z, res %d1 por 2, para encontrar que
z=uxy se diferencia por 2z’ =zy’ +y'z.

!
!---  PLineal/mmultiplicacion.f90 ---
!
MODULE mmultiplicacion
USE mtipo
INTERFACE OPERATOR ( * )
MODULE PROCEDURE multi_dr._dr, &
multi_dr_r, &
multi_r_dr

END INTERFACE
CONTAINS

FUNCTION multi_dr_dr(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a,b
TYPE(dreal8) i r
r%d0 = a%do0*b %d0
r%dl = a%d0o*b¥dl + aldi*b¥%do

END FUNCTION multi_dr_dr

FUNCTION multi_dr_r(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
REAL*8 , INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) i r
r%d0 = a’do*b
r%dl = a%dixb

END FUNCTION multi.dr_r

FUNCTION multi_r_dr(a,b) RESULT (r)
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REAL*8 , INTENT(IN) :
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a*b¥%do
r%dl = a*b¥%dl

END FUNCTION multi_r_dr

END MODULE mmultiplicacion
!

[

Las instrucciones que permiten diferenciar la di-
visién son:

!~--  PLineal/mdivision.f90 @ =  ----—-
|
MODULE mdivision
USE mtipo
INTERFACE OPERATOR ( / )
MODULE PROCEDURE division_dr_dr, &
division_dr.r, &
division_r_dr

END INTERFACE
CONTAINS

FUNCTION division_dr_dr(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a,b
TYPE(dreal8) :: r
r /d0=a %d0/b %d0
r /d1=(a’d1-r %d0*b %d1) /b %d0

END FUNCTION division_dr_dr

FUNCTION division_dr_r(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
REAL*8 , INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r %d0=a%d0/b
r%di=a¥di/b

END FUNCTION division_dr_r

FUNCTION division-r.dr(a,b) RESULT (r)
REAL*8 , INTENT(IN) :: a
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r %d0=a/b %40
r %d1=a/b %d0* (-r %d0*b %d1)

END FUNCTION division_r_dr

END MODULE mdivision
!

Las instrucciones que permiten diferenciar la
suma son:

1
!---  PLineal/msuma.f90 -
]
MODULE msuma
USE mtipo
INTERFACE OPERATOR ( + )
MODULE PROCEDURE suma_-dr_dr, &
suma_dr_r, &
suma_r._dr

END INTERFACE
CONTAINS



FUNCTION suma_dr.dr(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a,b
TYPE(dreal8) :: r
rd0 = a’do0+b %do
ridl = aldi+b%d1

END FUNCTION suma_dr_dr

FUNCTION suma_dr_r(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
REAL*8 , INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a%do+b
r¥%dl = a%di

END FUNCTION suma_dr._r

FUNCTION suma.r.dr(a,b) RESULT (r)
REAL*8 , INTENT(IN) :: a
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8):: r
r%d0 = a+b%d0
rfdl = bidl

END FUNCTION suma_r_dr

END MODULE msuma
!

Las instrucciones que permiten diferenciar la resta
son:

!
!---  PLineal/mresta.f90 -—

MODULE mresta
USE mtipo
INTERFACE OPERATOR ( - )

MODULE PROCEDURE resta_dr, &
resta_dr_dr,&
resta_dr_r, &
resta.r_dr

END INTERFACE
CONTAINS

FUNCTION resta_dr_dr(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a,b
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a%d0-b %d0
ridl = a%di-bid1

"END FUNCTION resta_dr_dr

FUNCTION resta_dr_r(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
REAL*8 , INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a’%do-b
ridl = aldl

END FUNCTION resta_dr_r

FUNCTION resta.r_dr(a,b) RESULT (r)
REAL*8 , INTENT(IN) :: a
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: b
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a-b%do
ridl = -b%di

END FUNCTION resta_r_dr

FUNCTION resta_dr(a) RESULT (r)
! - unitario
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
TYPE(dreal8) :: r
r’%d0 = -a’do
r’%dl = -adl
END FUNCTION resta_dr

END MODULE mresta
!

A estos moédulos se agregan otros para
definir todos los operadores dando cuenta de to-
das las parejas de tipos posibles. Por ejemplo, se
tiene que considerar las parejas dreal8—-INTEGER.
Para ser completo se anaden mddulos para las
funciones matematicas elementales como la raiz
cuadrada o la potencia con exponente “2”.

1
!---  PLineal/msqrt.f£90 -—=
1
MODULE msqrt

USE mtipo

INTERFACE SQRT

MODULE PROCEDURE sqrt_dr

END INTERFACE
CONTAINS

FUNCTION sqrt.dr(a) RESULT (r)

TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a

TYPE(dreal8) :: r

r /,d0=sqrt (a %d0)

r %di=a’d1/ (2#*r %d0)

END FUNCTION sqrt._dr

END MODULE msqrt
!

!---  PLineal/mpotencia2.£90 -—-
!

! funciona solo para a**2
MODULE mpotencia2
USE mtipo
INTERFACE OPERATOR ( ** )
MODULE PROCEDURE poten.dr
END INTERFACE
CONTAINS
FUNCTION poten_dr(a,i) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
INTEGER , INTENT(IN) :: i
TYPE(dreal8) :: r
r%d0 = a’d0*a’do
rdl = 2xa¥dO*a¥dl
END FUNCTION poten.dr

END
!

Se pueden requerir también mdédulos dedi-
cados a las operaciones légicas que sirven en las
pruebas condicionales de un cédigo. En el modelo
pliniano se necesita el médulo mge dedicado a la
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operacién légica .GE. que determina si el valor
de la velocidad es todavia mayor que el criterio
establecido para detener el proceso, por ejemplo
10m.s™1.

]
!---  PLineal/mge.£90 -
!
MODULE mge
USE mtipo
IMPLICIT NONE
INTERFACE OPERATOR ( .GE. )
MODULE PROCEDURE ge_dr_r
END INTERFACE
CONTAINS
FUNCTION ge_dr_r(a,b) RESULT (r)
TYPE(dreal8), INTENT(IN) :: a
REAL*8 , INTENT(IN) :: b
LOGICAL i r
r = ald0.ge.b
END FUNCTION ge_dr_r

END MODULE mge
!

Finalmente se considera el médulo para la
asignacién (=) que tiene un rol especial. Se uti-
liza para inicializar los campos de la variables de
tipo dreal8 con valores reales o enteras. En nue-
stro caso, sirve para la instruccién Cp=Cp0 porque
CpO, al contrario de Cp, no es activa. Se evita in-
troducirlo al principio porque su ausencia permite
encontrar las variables activas dependientes ex-
aminando los errores de compilacién. Una practi-
ca mas simple consiste en cambiar todas las vari-
ables reales al tipo dreal8.

!
!---  PLineal/migual.f90 -—=
1
MODULE migual

USE mtipo

INTERFACE ASSIGNMENT ( = )

MODULE PROCEDURE igual_r
END INTERFACE

CONTAINS
SUBROUTINE igual-_r(r,a)
REAL=*8, INTENT(IN) :: a
TYPE(dreal8), INTENT(OUT) :: r
r%d0 = a
r/di = 0.

END SUBROUTINE igual_r

END MODULE migual
!

Los tipos nuevos junto con los médulos de
sobrecarga de operadores y las funciones forman
la biblioteca de diferenciacién. Tiene que ser
completa para poder aplicarse a cualquier cddigo
(ejercicio). El trabajo de escritura puede parecer
ligeramente largo, pero se lleva a cabo sélo una
vez. Una vez validada, la biblioteca de sobrecarga
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puede usarse confiablemente. En lo sucesivo, el
usuario llama a la biblioteca en su programa,
reemplazando el tipo de las variables activas
(diferenciadas en el proceso) por el nuevo tipo: la
diferenciacién se hace al nivel del compilador que
sobrecarga los operadores. Quienes se interesan
por una biblioteca completa se le aconseja Adol-C
(Griewank et al., 1996)para cédigos en C y C++.
Se puede utilizar Rapsodia (Charpentier y Utke,
to appear) para cédigos en F90.

Es muy sencillo sobrecargar las rutinas del
modelo pliniano porque éstas se consiguen:

» haciendo una copia de las rutinas originales,

= anadiendo la instruccién:
INCLUDE ’modulos.inc’

a cada rutina por derivar,
= cambiando el tipo de las variables activas,

= (no se modifican las instrucciones de
cémputo).

Estos pequenios cambios bastan para que el com-
pilador sobrecargue los operadores.

!--—  PLineal/modulos.inc -—
|

! Paquetes para el typo derivado dreal8
! y la sobrecarga de los operadores

USE mtipo

USE msuma

USE mresta

USE mmultiplicacion

USE mdivision

USE msqrt

USE mge

USE migual

Se presentan sucesivamente el archivo
README que describe el directorio Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/PLineal, la
rutina principal programa lin, y las ruti-
nas modelolin, funcion M lin y error_lin
(parrafo 3.4.2). Cada una figura en su propio
archivo. Como no hay retroalimentaciéon de la
columna sobre la atmdsfera en el modelo, las vari-
ables de atmdsfera no estan activas para la difer-
enciacién y el archivo atmosfera.f no necesita
modificaciones. Se completa por el Makefile.



ek kok ok PLineal/README 3 3 e 3 e 3 e e 3 e 3 e o oK o 3 e 3 e o e e e e ok ok o ok K ok ok
El directorio PLineal contiene:
* los archivos de la biblioteca de sobrecarga de los
operadores
- mtipo.f90,msuma.f90,mmultiplicacion.f90,mdivision.£90,
- mresta.f90,migual.f90,mge.f90,msqrt.£90,mpotencia2.£90
- modulos.inc
* las rutinas del codigo pliniano linealizado
- programa_lin.f,modelo_lin.f,funcion_M_lin.f,error_lin.f
* las rutinas del codigo original
- datos.inc
- atmosfera.f
* un Makefile para el compilador gfortran
- Makefile
produce el archivo ejecutable plineal.exe
* un archivo de observaciones
- observaciones
* un archivo gnuplot para trazar las figuras 3.1 y 3.2
- curvas_c3.gnu
produze las figuras postscript del capitulo 3
ok Ao oK o oK Ao A Ko oK oK Ko K o oK ok ok o o oK K o o K o K K o K Kok oK o

!---  PLineal/programa_lin.f
!

PROGRAM plineal
Este programa calcula el radio (r), la velocidad (u),
la temperatura (theta), la fraccion de gas (n) y la
densidad (beta) a lo largo de una columna pliniana por
el modelo de Woods(1988) en la formulacion (2.9)-(2.10).
Calcula las sensibilidades por sobrecarga
INCLUDE ’modulos.inc’
INCLUDE ’datos.inc’
! Condiciones de salida del crater (r0,u0,thetaO,n0)
TYPE(dreal8) r0,u0,theta0,n0
! Condiciones de salida perturbadas
TYPE(dreal8) rOp,u0p,thetaOp,n0Op
TYPE(dreal8) costo

REAL*8 omega !paso de perturbacion para Taylor
TYPE(dreal8) costo_u,costo_up !para Taylor
INTEGER i,z

! Prueba de Taylor

! Lectura de observaciones (calculadas para u0=330m/s)
OPEN(1,FILE=’observaciones’)
REWIND (1)
DO i = 1,2000
READ(1,*) z,robs(i),uobs(i), thetaobs(i)
ENDDO
CLOSE(1)
! Valores de salida del crater
r0%d0=100; u0?%d0=300;
theta0%d0=1000; n0%d0=0.03
! Eleccion de la direccion de perturbacion
r0%d1=0; u0%dl=1; theta0%d1=0; n0%d1=0
! Llamada al modelo lineal tangente
CALL modelo(r0,u0,theta0,n0,costo_u)
! Prueba de Taylor
omega = 10.

DO i=1,10
omega = omega/10
rOp%do = r0%do0 + omega*r0dl
uOp %d0 = u0%do + omegaxu0%dl
thetaOp%d0 = theta0%d0 + omega*theta0?dl
nOp%d0 = n0%d0 + omega*n0dl1

CALL modelo(rOp,uOp,thetalp,nOp,costo_up)
! Escritura de los resultados como tabla Latex
WRITE(*,*) ’10$~{-,i,}$ &’
*(costo- up %d0-costo_u %d0)/ (omega*costo_ u%d1),\\\\’
ENDDO
—
!Calculo de las sensibilidades
! Valores de salida
r0%d0=100; u0%d0=330; theta0%d0=1000; n0%d0 = 0.03
! Inicialisacion del error y de la componente del gradiente
costo%d0=0.; costo’dl=0. !'no sirve en este programa

! Direccion de perturbacion (10\% de r0)
r0%d1=10; u0%d1=0; theta0%d1=0; n0%d1=0
! Apertura de la carpeta para escribir las variables
! a lo largo de la columna
OPEN(1,file=’sensr’)
! Llamada al modelo lineal
CALL modelo(xr0,u0,thetal,n0,costo)

! Direccion de perturbacion (10\% de u0)
r0%d1=0; u0%d1=30; theta0%d1=0; n0%d1=0
OPEN(1,file=’sensu’)
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! Llamada al modelo lineal
CALL modelo(r0,u0,theta0,n0,costo)

! Direccion de perturbacion (10\Y% de thetal)
r0%d1=0; u0%d1=0; theta0%d1=100; n0%d1=0
OPEN(1,file=’senst’)

! Llamada al modelo lineal
CALL modelo(r0,u0,theta0,n0,costo)

! Direccion de perturbacion (10\% de nO)
r0%d1=0; u0%d1=0; theta0%d1=0; n0%d1=0.003
OPEN(1,file=’sensn’)

! Llamada al modelo lineal
CALL modelo(r0,u0,theta0,n0,costo)

END

!-——  PLineal/modelo_lin.f
!

SUBROUTINE modelo (r0O,u0,thetal,n0,costo)
! Modelo de Woods modificado:
INCLUDE ’modulos.inc’
INCLUDE ’datos.inc’
! Variables de salida del crater
TYPE(dreal8) r0,u0,theta0,n0 'entradas del modelo
TYPE(dreal8) beta, E0, FO
! Costo
TYPE(dreal8) costo
! Variables de estado
TYPE(dreal8) r,u,theta,n,beta,Cp,Rg,E,F
! Variables intermedias por RK4
TYPE(dreal8) yn(4) !solucion del modelo yn
TYPE(dreal8) M1(4),M2(4),M3(4),M4(4) !'ecuacion (2.20)
TYPE(dreal8) yy(4) !var. intermedias
INTEGER zz
REAL*8 dzz
! Variables atmosfericas
REAL*8 t,p,alfa
INTEGER i,zn

! Initializaciones
dzz = dz*1.d0
costo = 0.d0

Rg = Rg0

Cp = CpO

CALL atmosfera(z0,t,p,alfa)

beta0 = 1.d0/(((1.d0-n0)/sigma)+(n0*Rg*thetal/P))
zn=z0+dz

! Cambio de variables

FO = u0*r0*rO*betal
EO = thetaO*Cp0
yn(1) = FO; yn(2) = u0; yn(3) = EO; yn(4) = n0

! Desarollo de la columna
! Solucion por Runge Kutta de orden 4

DO WHILE (yn(2).GE.velmin)

! Calculos (2.19)

CALL funcion_M(zn,yn,n0,F0,M1)
zz = zn + dzz*0.5

DOi=1,4

yy(i) = yn(i) + dzz*M1(i)*0.5d0
ENDDO
CALL funcion_M(zn,yy,n0,F0,M2)
D0Oi=1,4

yy(i) = yn(i) + dzz+*M2(i)*0.5d0
ENDDO

CALL funcion_M(zn,yy,n0,FO0,M3)
2z = zn + dz

D0i=1,4
yy(i) = yn(i) + dzz*M3(i)
ENDDO

CALL funcion_M(zn,yy,n0,FO0,M4)

! Ecuacion (2.18)

DO i=1,4 lyn
yn(i)=yn(i)
* +(dzz* (M1(i)+2.d40*M2(i)+2.40*M3(i)+M4(i))/6.40)
ENDDO

! Cambio de variables inverso

F=yn(1); u=yn(2); E = yn(3); n = yn(4)

! Relacions funcionales

Cp=ca+((CpO-ca)*((1.40-n)/(1.40-n0)))
Rg=Ra+ (RgO-ra)#*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n
theta=E/Cp
beta=1.d0/(((1.d0-n)/sigma)+(n*Rg*theta/p))
r=SQRT (F/ (u*beta))

! evaluacion del error

CALL error(zn,r,u,theta,costo)

! Escritura del archivo de resultados

write(1,111) zn,r,u,theta, 100.d0*n, 100.d0*beta
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111 FORMAT (I5,10F12.6)
! Incremento de la altura

zn=zn+dz
END DO
CLOSE(1)
END

|-——  PLineal/funcion_M_lin.f

SUBROUTINE funcion_M(z,y,n0,FO,M)

! funcion matematica (2.20)

INCLUDE ’modulos.inc’
INCLUDE ’datos.inc’

! Variables atmosfericas

REAL*8 T,P,alfa
INTEGER z

! Variables de RK4

TYPE(dreal8) M(4),y(4)

! Variables intermedias

TYPE(dreal8) C,D,Cp,Rg,theta,r,beta
TYPE(dreal8) F,u,E.;n

! Datos de m

TYPE(dreal8) n0,F0

! Atmosfera estandar a la altura z

CALL atmosfera(z,T,P,alfa)

! Cambio de variables

F=y1); u=y(2); E=y@3); n=yd

! Relaciones funcionales (2.15)

Cp=ca+((CpO-ca)*((1.40-n)/(1.40-n0)))
Rg=Ra+ (RgO-ra)*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n
theta=E/Cp
beta=1.d0/(((1.d40-n)/sigma)+(n*Rg*theta/p))
r=SQRT (F/ (u*beta))

! Variables intermedias

D
C

(alfa-beta)/beta
2.d0*u*eps*rxalfa/F

! Ecuaciones (2.20)

M(1) = F*C

M(2) = g*D/u - C*u

M(3) = c*(Ca*T-E-u*ux.5d0)-u*M(2) - g
M(4) (1.d0-n0) *FO*C/F

END

PLineal/error_lin.f

SUBROUTINE error(z,r,u,theta,costo)
! Evalua una funcion objetivo
! * error cuadratica entre observaciones y variables
! * bajo la tropopausa
! * cada 500m
INCLUDE ’modulos.inc’
INCLUDE ’datos.inc’
TYPE (dreal8) r,u,theta,costo
INTEGER z,i
IF ((MOD(z,500) .EQ.0) .AND.(z.LE.H1)) THEN

i = (z-20)/dz

! se podria codear un modulo de sobrecarga para **2

costo = costo + (r-robs(i))*(r-robs(i))

* + (u-uobs (i) )*(u-uobs(i))
* + (theta-thetaobs(i))*(theta-thetaobs(i))
ENDIF
END
!
#-——- PLineal/Makefile
#

# Makefile para linux: compilador gfortran
#! /bin/sh -f

FC= gfortran

LINKER= gfortran

#

FOBJS= mtipo.o msuma.o mmultiplicacion.o mdivision.o \

#

mresta.o migual.o mge.o msqrt.o mpotencia2.0 \
programa_lin.o modelo_lin.o funcion_M_lin.o \
error_lin.o atmosfera.o

.SUFFIXES:.o .f90 .f

.£90.0:

f.o:

$(FC) -c $(FFLAGS) $<

$(FC) -c $(FFLAGS) $<



w
> # clean:
plineal.exe: $(FOBJS) Q@rm -f *~ *.0 *.mod

$(LINKER) $(LINKFLAGS) -o plineal.exe $(FOBJS) #
#



En el caso de la rutina principal, se inicial-
izan el valor de las condiciones de salidas y la di-
recciéon de perturbacién en los campos %d0 y %d1
de las variables de tipo dreal8. Se nota la presen-
cia de una prueba de Taylor (pérrafo 3.4.2) para
verificar la validez de la diferenciacién. Los cam-
bios debidos a la diferenciaciion por sobrecarga de
los operadores figuran con caracteres marcados en
itdlico.

3.4.2. Pruebas de validez
Prueba de Taylor

Los cédigos conseguidos por una herramien-
ta automatica son generalmente correctos. Sin
embargo, es aconsejable verificarlos utilizando
la prueba sencilla del desarrollo de Taylor. Co-
mo este Ultimo ofrece un método para calcular
derivadas parciales aproximadas, se puede utilizar
para verificar los cédigos generados por diferen-
ciacion.

Sea el modelo M con una entrada ug € IR™
y una salida u € IR™. La prueba consiste en:

1. la eleccion de una funcién objetivo J
IR™ — IR (puede ser la norma Euclidiana
como en el archivo error_1in.f),

2. la introduccion de una llamada a error en la
rutina modelo,

3. la diferenciacién de la funcién compuesta
J oM (diferenciacién del conjunto de rutinas
por una herramienta),

4. la eleccién de una direccién de perturbacion
du, € IR™,

5. el calculo del ratio r,, para parametros w cada
vez mas pequenos:

10 Mo + b)) = T 0 Muo)]
|V(J o M(uo).5u0|

(3.5)

En teoria, si la relacién r, converge linealmente
hacia 1 para cada direccién dy,, es decir:

limr, =1, (3.6)

w—0

entonces la prueba de Taylor esta satisfecha: el
cddigo diferenciado es correcto.

Tabla 3.1

Comportamiento de la relacién 7, con respecto a
parametros w.

w Tw

1071 1.00416669422641
1072 1.00041740279683
1073 1.00004174812573
10~%  1.00000417997004
10~%  1.00000046071453
10~ 1.00000017579322
10-7  1.00000238496574
10~%  1.00001601163741
10~°  1.00015640764856
10719 1.00259269137142

En la préctica, el archivo error_lin.f
puede implementar una funcién objetivo que cal-
cula desviaciones entre observaciones y las vari-
ables 7, u y 6. Aqui, los cédlculos se hacen cada
500m bajo la tropopausa.

Se consiguen tablas como la tabla 3.1 que
presenta un ejemplo de comportamiento de la
relacién r,, con respecto a pardmetros w elegidos
como potencias negativas decrecientes de 10. Se
nota una convergencia lineal de la relacién hacia
1 hasta el paso 6ptimo w = 10~6. Luego se obser-
va una divergencia que se explica como sigue:

1. pequeiios pasos w son necesarios para la min-
imizacién del error de truncamiento prove-
niente de la aproximacién por desarrollo de
Taylor en (3.5),

2. pasos w demasiado pequenos generan un er-
ror de redondeo (cancelacién) en este desarol-
lo por la substraccién de dos nimeros muy
cercanos.

La prueba de Taylor se satisface cuando la
relacién (3.6) tiende primero hacia 1, ya que luego
diverge porque el error de cancelacién domina el
error de truncamiento.

En los cédigos largos no es necesario ver-
ificar todas las direcciones de perturbacién ya
que es suficiente verificar la prueba de Taylor en
un conjunto de direcciones de perturbacién que
recorran todas las ramas del c6digo. Se nota que
los valores de la Tabla 3.1 pueden variar un poco
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de una maquina a otra, lo que cuenta es el com-
portamiento con respecto a w.

Cualquier fracaso en la prueba permite
apuntar hacia alguno de los siguientes obstédculos:

1. un problema en la diferenciacién: cédigos
diferenciados o modificados a mano, o error
de la herramienta,

2. un problema de diferenciabilidad conocido o
no por el usuario.

Debajo figuran las instrucciones que per-
miten hacer la prueba de Taylor. Fueron intro-
ducidas en el archivo programa_lin.f.

!-- instrucciones para hacer una prueba de Taylor --
! Prueba de Taylor
! Valores de salida del crater
u0%d0 = 300; thetal%d0 = 1000
r0%d0 = 100; n0%d0 = 0.03
! Eleccion de la direccion de perturbacion
u0%dl = 1; thetal0’%d1 = 0;
r0%d1l = 0; n0%d1 =0
! Llamada al modelo lineal tangente
CALL modelo(u0,theta0,r0,n0,costo_u)
! Prueba de Taylor

omega = 10.

DO i =1,12
omega = omega/10
uOp %d0 = u0%do + omega*u0 %d1
thetaOp 4d0 = theta0l %d0 + omega*theta0 %d1l
rOp 4d0 = r0/do + omega*r0 /d1
nOp %d0 = n0%do0 + omega*n0 %d1

CALL modelo(uOp,thetaOp,rOp,n0Op,costo_up)
! Escritura de los resultados como tabla Latex
WRITE(*,*) ’10$°{-’,i,’}$ &’,
* (costo_up %d0-costo_u%do0)/(omega*costo_uidl),
* \\\\°
ENDDO

Hipétesis de la aproximacion lineal tangente

Un modelo lineal tangente es una lin-
ealizacion del modelo original. Como toda
linealizacién, ésta es valida sélo en la vecindad
del punto donde fue linealizado el modelo. Para
los modelos que no son lineales hay que verificar
la “hipétesis de la aproximacion lineal tangente”
buscando en particular su duracién de validez.

Sea el modelo pliniano M que permite eval-
uar la variable de estado u en cualquier momento
calculando:

du
:i{ = ]Vf(u,t).
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Sea u° la solucién conseguida utilizando la condi-
cién inicial u(0) = up, y u® la solucién conseguida
utilizando la condicién inicial u(0) = up + 6. Se
puede deducir:

ds  d(u® —uP) 5 0
—=—" = -M .
=S () - MG )
Como M es diferenciable con respecto a u, un
desarrollo de Taylor nos dice que:

& — [M(u®,t) + 24 (u0,1).5 + O(||6][%)] — M (w0, ¢)
~ M;(u®,t).9,

donde M; = %—Af es el operador lineal tangente

relacionado a M.

Con esa férmula tenemos una aproximacién
de la propagacién de la perturbacién 4 en funcién
del tiempo. Es decir que en cada momento ¢, se
le puede comparar con el valor exacto M(u®) —
M (u®) de la perturbacién estudiando la relacién:

(M (w0, 2) — M(u®,8)) — My(u®,¢).8]]

pe= 10, (u0,2).0]]

La hipétesis lineal tangente se satisface sobre el
periodo (0,T) si para cada momento t € (0,T") se
verifica p; << 1. Procediendo asi, se evalia la im-
portancia de los términos de 20 orden (y mayores)
que despreciamos con el uso de la diferenciacién
de primer orden.

Complejidad algoritmica

Segin los limites tedricos establecidos por
Morgenstern (1985),el costo en términos del
nimero de operaciones aritméticas del computo
del modelo lineal M; en una direccién es, en el
peor de los casos, 4 veces mayor que para el mod-
elo original M. Se puede comprobar esto contan-
do las operaciones (* y /) que se utilizan en la
diferenciacién de la divisién.

Diferenciacién automadtica de fuente
a fuente

3.5.

Dada la fuente del cddigo original y un
conjunto de variables activas independientes, una
herramienta “fuente a fuente” diferencia el codigo
dando como resultado la fuente del cédigo difer-
enciado. Es una herramienta de tipo “calculo for-
mal”.



3.5.1. Ejemplos

Para ilustrar la diferenciacién fuente a
fuente, consideramos las relaciones formales cal-
culando las variables r y C:

S
T=1\3u
C = 2uera/F.

Se programan por las instrucciones:

r = sqrt(F/(beta *u))
C=2xux*epsx*r+alfa/F.

Para diferenciarlas, una herramienta automatica
las ejecuta en 4 etapas (en la préctica, estdn ocul-
tas al usuario):

1. descomposicion de las instrucciones en otras
mas elementales, introduciendo variables in-
termedias (empiezan por una s):

sl = beta*u
s2 = F/sl
r = sqrt(s2)

!fin de la primera instruccién

s3 = 2*u

s4 = s3*eps
sb = sé4x*r

s6 = sbxalfa
C = s5/F

!fin de la segunda instruccién

2. diferenciaciéon de las instrucciones elemen-
tales utilizando variables derivadas con sufijo
d (se hace la diferenciacién con respecto a las
variables activas de A):

!linealizacién de la primera instruccién

sld = betad*u + betaxud
s2d = Fd/s1 - Fxs1d/s1*x2
rd = s2d/(2*sqrt(s2))

!linealizacidén de la segunda instruccién

s3d = 2%ud

s4d = s3d*eps

sbd = s4d*r + sé*rd
s6d = sbdxalfa

Cd = sbd/F - s5*Fd/F**2

3. recomposicién de las instrucciones elemen-
tales para eliminar algunas de las variables
intermedias, y

4. adicién de la trayectoria para la evaluacién
de las derivadas. Al final tenemos:

s2d = ... ejercicio ...

s2 = F/(beta*u) Itrayectoria
rd = s2d/(2*SQRT(s2))

r = SQRT(s2) ltrayectoria
Cd = ... ejercicio ...

C = (2*%uxeps*r*alfa)/F !trayectoria

Para entender la importancia de la trayectoria,
se notard en estas ultimas instrucciones que el
calculo de C se hace con el valor més reciente de r.

Una herramienta “fuente a fuente” debe ser
capaz también de manejar la estructura del pro-
grama. Por eso, tiene habilidades para:

1. reproducir las instrucciones de control (prue-
bas y bucles) presentes en el cédigo original.
Por ejemplo, este pedazo de modelo:

DO WHILE (y(2).GE.10)
. instrucciones
. del modelo

ENDDO

se transforma en el pedazo de cddigo lineal
tangente:

DO WHILE (y(2).GE.10)
. instrucciones
. del modelo lineal tangente
. y del modelo

ENDDQO

2. manejar las llamadas a rutinas en el progra-
ma. En el programa original tenemos:

modelo -> atmosfera
-> m -> atmosfera
-> error

lo que conduce a la llamada de las rutinas
siguientes en el programa lineal tangente:

modelo.d -> atmosfera
-> md
-> error.d

-> atmosfera

Se notan las rutinas lineales tangentes con
sufix _d. Se nota también que la rutina
atmosfera no estd diferenciada.
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Como los softwares de diferenciacién
“fuente a fuente” saben distinguir las instruc-
ciones de afectacién de las instrucciones de control
y de las rutinas, el programa completo puede ser
diferenciado.

3.5.2. Cddigo lineal tangente producido
por Tapenade

El lector interesado puede probar el
software Tapenade propuesto por el Proyecto
Tropics del INRIA en su direcciéon de Internet
tapenade.inria.fr:8080/tapenade/index. jsp

Para diferenciar con Tapenade se toma en
cuenta un calculo del error, tal que propuesto en
el archivo error.f, para verificar la prueba de
Taylor y luego hacer el andlisis de sensibilidad. Se
utiliza Tapenade como sigue:

1. se “cargan” como fuente (source): modelo. £,
funcion M.f, error.f, atmosfera.f, y
como “include”: datos.inc, son copias
de los archivos del directorio Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/Pliniano,

2. se elige la rutina principal (top routine)
modelo,

3. se eligen las variables independientes r0, u0,
thetal y nO,

4. se diferencia en modo tangente.

El cédigo diferenciado generado por Tapenade
a partir del modelo de columna es
modelo_d-all.f.tex. Se local-
iza en el directorio Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/PLinTap
junto a un Makefile y al programa principal
programa_tap.f. Para calcular las sensibilidades
de la figura 3.1, se necesita modificar la instruc-
cién de escritura de las variables a lo largo de la
columna como indicado en itdlico en la rutina
modelo.d. Se nota que Tapenade puede hacer
errores de diferenciacién (es poco frecuente).
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#x*x*%x*  PLinTap/README s

El directorio PLinTap contiene:

* el programa principal programa.tap.f que permite
hacer una prueba de Taylor y calcular
sensibilidades

* las rutinas del codigo pliniano original:

- datos.inc

- modelo.f

- m.f

- atmosfera.f

* la rutina del modelo diferenciado por Tapenade
- modelo_d-all.f

* un Makefile para el compilador gfortran
- Makefile
produce el archivo ejecutable plintap.exe

* un archivo gnuplot para trazar figuras
- curvas_c3_tap.gnu
produze las figuras postscript del capitulo 3

e

!---  PLineal/programa_tap.f
!

PROGRAM plintap
! Este programa calcula el radio (r), la velocidad (u),
! la temperatura (theta), la fraccion de gas (n) y la
! densidad (beta) a lo largo de una columna pliniana por
! el modelo de Woods(1988) en la formulacion (2.9)-(2.10).
! Calcula las sensibilidades por Tapenade
INCLUDE ‘’datos.inc’

REAL*8 r0O,u0,thetal,n0 !condiciones de salida
REAL*8 r0d,u0d,theta0d,n0d !derivadas
REAL*8 rOp,u0Op,thetalOp,n0p !cond. salida perturbadas
REAL*8 costo !desviacion J
REAL*8 costod !derivada
REAL*8 omega !paso para Taylor
REAL*8 costo_u,costo_up !costo para Taylor
REAL*8 costo_ud
INTEGER i
REAL*8 z
[J—
! Prueba de Taylor
! Lectura de observaciones (calculadas para u0=330m/s,
! otros valores de salida estan debajo)
OPEN(1,FILE=’observaciones’)
REWIND(1)
DO i = 1,2000
READ(1,*) z, robs(i),uobs(i),thetaobs(i)
ENDDO

CLOSE(1)
Valores de salida del crater
r0=100; u0=300; theta0=1000; n0=0.03
Eleccion de la direccion de perturbacion
r0d=0; u0d=1; theta0d=0; n0d=0
Llamada al modelo lineal tangente
CALL modelo_d(r0,r0d,u0,u0d,thetal,thetadd,n0,n0d,
* costo_u,costo_ud)
Prueba de Taylor
omega = 10.

DO i =1,10
omega = omega/10
r0p = r0 + omega*rOd
uOp = u0 + omega*uOd
thetaOp = theta0 + omega*thetaOd
nOp = n0 + omega*nOd

CALL modelo(rOp,u0p,thetalp,nOp,costo_up)
WRITE(*,*) ’10$~{-’,i,’}$ &’,
*  (costo_up-costo_u)/(omega*costo_ud),’\\\\’
ENDDO

!Calculo de las sensibilidades

Valores de salida
r0=100; u0=300; theta0=1000; n0=0.03

Inicialisacion del error y de la componente del gradiente
costo=0.; costod=0. !no sirve en este programa

Direccion de perturbacion (10\% de r0)
r0d=10; u0d=0; theta0d=0; n0d=0
Apertura del archivo para escribir las variables
a lo largo de la columna
OPEN(1,file=’sensr’)
Llamada al modelo lineal
CALL modelo_d(r0,r0d,u0,u0d,thetal,thetaOd,n0,n0d,
* costo_u,costo_ud)

Direccion de perturbacion (10\% de u0)
r0d=0; u0d=30; theta0d=0; n0d=0
OPEN(1,file=’sensu’)

Llamada al modelo lineal
CALL modelo_d(r0,r0d,u0,u0d,thetal,theta0d,n0,n0d,
* costo_u,costo_ud)

Direccion de perturbacion (10\7 de theta0)
r0d=0; u0d=0; theta0d=100; n0d=0
OPEN(1,file=’senst’)

Llamada al modelo lineal
CALL modelo._d(r0,r0d,u0,u0d,theta0,thetadd,n0,n0d,
* costo_u,costo_ud)

Direccion de perturbacion (10\% de n0O)
r0d=0; u0d=0; theta0d=0; n0d=0.003



g OPEN(1,file=’sensn’) !aqui se cambia su nombre
! Llamada al modelo lineal
CALL modelo._d(x0,r0d,u0,u0d,theta0,thetadd,n0,n0d,
* costo_u,costo_ud)
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Differentiation of modelo in forward (tangent) mode:
variations of output variables: costo
with respect to input variables: theta0 nO u0 r0

C--- Pliniano/modelo.f

SUBROUTINE MODELO_D(rO, rOd, u0, uOd, thetaO, thetaOd, nO, nOd,
+ costo, costod)
IMPLICIT NONE
Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
Constantes del aire (Ca,Ra)
Alturas de la tropausa (h1l), de la estratosfera baja (h2)
Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)
REAL#*8 tO, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
Datos de la erupcion (CpO,Rg0,sigma)
C Parametro de arrastre
REAL*8 cpO, rg0, sigma, eps
INTEGER z0, dz
C Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
C Observaciones
REAL#*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
C Variables de salida del crater
Centradas del modelo
REAL*8 rO, u0, theta0, nO
REAL*8 rOd, uOd, thetaOd, nOd
REAL*8 betal, e0, f0
REAL*8 betaOd, e0Od, fOd
C Costo
REAL*8 costo
REAL#*8 costod
C Variables de esta DO
REAL*8 u, theta, r, n, beta, cp, rg, e, £
REAL*8 ud, thetad, rd, nd, betad, cpd, rgd, ed, fd
C Variables intermedias por RK4
Ccontiene la solucion del modelo yn
REAL*8 yn(4)
REAL*8 ynd(4)
Cecuacion (2.20)
REAL*8 mi(4), m2(4), m3(4), m4(4)
REAL#8 m1d(4), m2d(4), m3d(4), m4d(4)
Cvar. intermedias
REAL*8 yy(4)
REAL*8 yyd(4)
INTEGER zz
REAL*8 dzz

aaoaaa
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C Variables atmosfericas

C

REAL*8 t, p, alfa

INTEGER i, zn

REAL*8 argil

REAL*8 argild

INTEGER ii1l

INTRINSIC SQRT

DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA hi, h2, g /14000., 20000., 9.81/

DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/

DATA cpO, rgO, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA z0, dz /5425, 5/

DATA velmin /10./

C Initializaciones

dzz = dz*1.d0

costo = 0.40

rg = rgod

cp = cp0

CALL ATMOSFERA(z0, t, p, alfa)

beta0d = -(((-n0d)/sigma+rg*(nOd*thetaO+nO*theta0d)/p)/((1.d0-n0)/

+ sigmatnO*rgxthetal/p)**2)
beta0 = 1.d0/((1.d0-n0)/sigma+nO*rg*thetal/p)
zn = 20 + dz

C Cambio de variables

f0d = (u0d*rO+u0*r0d)*rO*betal + uO*rO*(rOd*betalO+rO*betald)

£0 = u0*rO0*rO*betal
e0d = cpO*thetaOd
e0 = thetaO*cp0
ynd(1) = f0d
yn(1) = 0
ynd(2) = u0d
yn(2) = w0
ynd(3) = e0d
yn(3) = e0
ynd(4) = n0d
yn(4) = n0
costod = 0.0
DO ii1=1,4
mid(iil) = 0.0
ENDDO
DO iii=1,4
m2d(iil) = 0.0
ENDDO
DO iil1=1,4
m3d(ii1) = 0.0
ENDDO
DO ii1=1,4
m4d(iil) = 0.0
ENDDO
DO ii1=1,4
yyd(ii1) = 0.0
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ENDDO
C Desarollo de la columna
C Solucion por Runge Kutta de orden 4
DO WHILE (yn(2) .GE. velmin)
C Calculos (2.19)
CALL FUNCION_M_D(zn, yn, ynd, nO, n0d, f0, £0d, ml, mid)
zz = zn + dzz*0.5
DO i=1,4
yyd(i) = ynd(i) + dzz*0.5d0*m1d(i)
yy(i) = yn(i) + dzz*m1(i)*0.5d0
ENDDO
CALL FUNCION_M_D(zn, yy, yyd, nO, n0d, £f0, f0d, m2, m2d)
DO i=1,4
yyd(i) = ynd(i) + dzz+*0.5d0*m2d(i)
yy(i) = yn(i) + dzz*m2(i)*0.5d0
ENDDO
CALL FUNCION_M_D(zn, yy, yyd, nO, n0d, £f0, f0d, m3, m3d)
zz = zn + dz
DO i=1,4
yyd(i) = ynd(i) + dzz*m3d(i)
yy(i) = yn(i) + dzz*m3(i)
ENDDO
CALL FUNCION_M_D(zn, yy, yyd, nO, nOd, fO, fOd, m4, m4d)
C Ecuacion (2.18)
Cyn
DO i=1,4
ynd(i) = ynd(i) + dzz*(m1d(i)+2.d0*m2d(i)+2.d0*m3d(i)+m4d(i))/
+ 6.d0
yn(i) = yn(i) + dzz*(m1(i)+2.d0*m2(i)+2.d0*m3(i)+m4(i))/6.d0
ENDDO
C Cambio de variables inverso
fd = ynd(1)
f =yn(1)
ud = ynd(2)
u = yn(2)
ed = ynd(3)
e = yn(3)
nd = ynd(4)
n = yn(4)
C Relacions funcionales
cpd = (cpO-ca)*((1.d0-n)*n0d-nd*(1.d0-n0))/(1.d0-n0)**2
cp = ca + (cp0-ca)*((1.40-n)/(1.d0-n0))
rgd = ((((rg0-ra)*n0d*(1.d0-n0)+(rg0-ra)*n0*n0d)*(1.d0-n)/(1.d0-
+ n0) **2-(rg0-ra)*n0*nd/ (1.d0-n0) ) *n- (rg0-ra) *n0* (1.d0-n) *nd/(
+ 1.d0-n0)) /n**2
rg = ra + (rg0-ra)*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n
thetad = (ed*cp-e*cpd)/cp**2
theta = e/cp
betad = -(((-nd)/sigma+((nd*rg+n*rgd)*thetatn*rg*thetad)/p)/ ((
+ 1.d0-n)/sigma+n*rg*theta/p)**2)
beta = 1.d0/((1.d0-n)/sigma+n*rg*theta/p)
argld = (fd*u*beta-f*(ud*beta+u*betad))/(u*beta)**2

argl = f/(u*beta)
IF (argl .EQ. 0.0) THEN
rd = 0.0
ELSE
rd = argld/(2.0*SQRT(argl))
END IF
r = SQRT(argl)
C evaluacion del error
CALL ERROR_D(zn, r, rd, u, ud, theta, thetad, costo, costod)
C Escritura del archivo de resultados
WRITE(1, 111) zn, r, u, theta, 100*n, 100*beta
C Incremento de la altura
zn = zn + dz
ENDDO
CLOSE(1)
111 FORMAT(i5,10£12.6)
END
c

C Differentiation of error in forward (tangent) mode:
C variations of output variables: costo

C with respect to input variables: costo r u theta
C
C--- Pliniano/error.f
C

SUBROUTINE ERROR_D(z, r, rd, u, ud, theta, thetad, costo, costod)
IMPLICIT NONE
Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
Constantes del aire (Ca,Ra)
Alturas de la tropausa (hl), de la estratosfera baja (h2)
Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)
REAL*8 t0, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
Datos de la erupcion (CpO,RgO,sigma)
C Parametro de arrastre
REAL*8 cpO, rg0, sigma, eps
INTEGER 20, dz
C Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
C Observaciones
REAL#*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
REAL*8 r, u, theta, costo
REAL*8 rd, ud, thetad, costod
INTEGER z, i
INTRINSIC MOD
DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA hi, h2, g /14000., 20000., 9.81/
DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/
DATA cp0, rg0, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA z0, dz /5425, 5/
DATA velmin /10./

aaoaa
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IF (MOD(z, 500) .EQ. O .AND. z .LE. hil) THEN
i = (z-20)/dz
costod = costod + rd*(r-robs(i)) + (r-robs(i))#*rd + ud*(u-uobs(i
)) + (u-uobs(i))*ud + thetad*(theta-thetaobs(i)) + (theta-
thetaobs(i))*thetad
costo = costo + (r-robs(i))*(r-robs(i)) + (u-uobs(i))*(u-uobs(i)
+ ) + (theta-thetaobs(i))*(theta-thetaobs(i))

+ +

END IF
END
C
C Differentiation of funcion.m in forward (tangent) mode:
C variations of output variables: m
C with respect to input variables: m f0 y nO
C
C--- Pliniano/funcion_M.f
C
SUBROUTINE FUNCION_M_D(z, y, yd, nO, n0d, fO, fOd, m, md)
IMPLICIT NONE
C Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
C Constantes del aire (Ca,Ra)
C Alturas de la tropausa (h1), de la estratosfera baja (h2)
C Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)

REAL*8 tO, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
Datos de la erupcion (CpO,Rg0,sigma)
Parametro de arrastre
REAL*8 cpO, rg0O, sigma, eps
INTEGER 20, dz
Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
Observaciones
REAL*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
Variables atmosfericas,
REAL*8 t, p, alfa
INTEGER z
Variables de RK4
REAL*8 m(4), y(4)
REAL*8 md(4), yd(4)
Variables intermedias
REAL*8 c, d, cp, rg, theta, r, beta
REAL*8 cd, dd, cpd, rgd, thetad, rd, betad
REAL*8 f, u, e, n
REAL*8 fd, ud, ed, nd
REAL*8 nO, fO
REAL*8 argi
REAL*8 argild
INTRINSIC SQRT
DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA h1, h2, g /14000., 20000., 9.81/

DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/
DATA cpO, rg0O, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA 20, dz /5425, 5/
DATA velmin /10./
REAL*8 nOd, fO0d
C
C Atmosfera estandar a la altura z
CALL ATMOSFERA(z, t, p, alfa)
C Cambio de variables
fd = yd(1)
f=yQ1)
ud = yd(2)
u = y(2)
ed = yd(3)
e =y(@3)
nd = yd(4)
n = y(4)
C Relaciones funcionales (2.15)
cpd = (cpO-ca)*((1.d0-n)*n0d-nd*(1.d0-n0))/(1.d0-n0)**2
cp = ca + (cp0-ca)*((1.d0-n)/(1.40-n0))
rgd = ((((rg0-ra)*n0d*(1.d0-n0)+(rg0-ra)*n0*n0d)*(1.d0-n)/(1.d40-n0
+ )*%2-(rg0-ra)*n0*nd/(1.d0-n0))*n-(rg0-ra)*n0*(1.d0-n)*nd/(1.40-
+ 100))/n**2
rg = ra + (rg0-ra)*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n
thetad = (ed*cp-e*cpd)/cp**2
theta = e/cp
betad = -(((-nd)/sigma+((nd*rg+n*rgd)*theta+n*rg*thetad)/p)/((1.d40
+ -n)/sigma+n*rg*theta/p)**2)
beta = 1.d0/((1.d0-n)/sigma+n*rgxtheta/p)
argld = (fd*uxbeta-f*(ud*betatu*betad))/(u*beta)**2
argl = f/(u*beta)
IF (argl .EQ. 0.0) THEN

rd = 0.0
ELSE

rd = argld/(2.0*SQRT(argl))
END IF

r = SQRT(argl)
C Variables intermedias
dd = (-(betad*beta)-(alfa-beta)*betad)/beta**2
d = (alfa-beta)/beta
cd = (2.d0*eps*alfa*(ud*r+u*rd)*f-2.d0*u*eps*r*alfa*fd)/f**2
c = 2.dO*u*eps*r*alfa/f
C Ecuaciones (2.20)
md(1) = fdxc + f*cd
m(1) = fxc
md(2) = (g*dd*u-gxd*ud)/u**2 - cd*u - c*ud
m(2) = g*d/u - c*u
md(3) = cd*(ca*t-e-u*u*.5d0) + c*(-ed-.5d0*(ud*u+u*ud)) - ud*m(2)
+ - u*md(2)
m(3) = c*(ca*t-e-u*ux.5d0) - uxm(2) - g
md(4) = (((1.d0-n0)*(f0d*c+f0*cd)-n0d*£f0*c)*f-(1.d0-n0) *£0*c*£d) /£
+ k%2
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m(4) = (1.d0-n0)*fO*c/f
END




4. Modelacién inversa

Una de las caracteristicas de la investi-
gacién cientifica es su afdn de prediccién. En este
sentido, quizd una de las dreas en que es muy
patente este esfuerzo es en el de la prediccién
meteorolégica. En esta &area la disciplina ha
tenido un desarrollo que puede calificarse como
exitoso. Tal éxito ha resultado de los esfuerzos
concentrados en tres direcciones: la observacidn,
la modelacién y la informética.

La observacién de los fenémenos naturales
comenzé en una etapa muy temprana del de-
sarrollo humano. Desde tiempos prehistéricos
muchas y diversas culturas construyeron calen-
darios solares con el fin de establecer las épocas
de siembra. Con el advienimiento de la ciencia
moderna se fundamenté la observacién como base
esencial para la determinacién de las leyes de la
naturaleza, pero se advirtié que su interpretacién
plena requeria de un marco tedrico (o modelo)
del fenémeno estudiado. Tales modelos requieren
la definicién precisa de las variables observables
y muy a menudo la introduccién de otras no
contempladas con anterioridad. De esta manera,
la investigacion moderna se basa en métodos que
conjuntan observaciones y modelos. Un ejemplo
de esta metodologia lo constituye el trabajo de
Gauss en Astronomia que introdujo el método de
los “minimos cuadrados” en su modelo de drbitas
planetarias para encontrar algunos parametros.
A su modelo, agregé una funcién objetivo (tal
error, en nuestro caso) midiendo la desviacién
cuadrada entre sus Orbitas parametrizadas y sus
datos.

La discusién anterior es de vital importan-
cia para comprender la diferencia entre un prob-
lema fisico expresado en términos matematicos y
un problema solamente matematico. La diferencia
estriba precisamente en que los valores asociados
a las observaciones, es decir los datos, no son exac-
tos (aunque pueden ser muy precisos). Un ejemplo

simple puede ilustrar m4s ficilmente la diferencia.
Supongamos que un modelo nos establece que las
variables A, B y C estan relacionadas por la sigu-
iente ecuacién: 4

Z=¢C

Esta ecuacién puede ser vista como una relacién
matematica en la que A y B tienen valores exac-
tos y por lo tanto C tendrd un valor exacto aun
si es un nimero racional. En un ejemplo trivial si
A=12 y B=3 se sigue que C=4. Supongamos aho-
ra que conocemos los valores de A y C y deseamos
conocer el valor de B. Si conocemos A y C, éste
es el problema inverso del anterior y desde luego
su solucién es asi mismo trivial ya que:

Y por lo tanto B=3. Supongamos ahora que
conocemos A y C a través de observaciones, en
este caso los valores de A y C no serdn exactos
sino de la forma A = 12+ 04 y C = 4 £ 4¢
y el problema de obtener B es menos trivial
que el problema anterior. Con este ejemplo
no se pretende argumentar que los problemas
matematicos sean triviales comparados a los
planteados por los modelos fisicos, sino que el
manejo de datos introduce un elemento adicional
por determinar y que, por otro lado, requiere de
ampliar los métodos matematicos empleados en
la solucién de estos problemas inversos.

Podemos definir de manera general, un
problema inverso con tratamiento de datos como
la buisqueda de las variables de entrada del modelo
que minimizan la distancia entre los datos y el re-
sultado del modelo. En términos matematicos, tal
problema involucra genéricamente los siguientes
ingredientes.

1. Datos v°. Se supone que los errores de medi-
cién tienen un error Gaussiano (o ruido blan-
Co).
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2. Un modelo M. Se expone el método usando
el modelo general:

(M) ((11_1: = M(u) en (2o, 2top), 4.1)
u(0) = up.

3. La variable de control. Esta contiene las en-
tradas ug € Uy que queremos encontrar. Se
le llama variable de control porque se utiliza
para manejar numéricamente la solucién del
problema inverso. Al espacio Uy se le llama
espacio de los controles.

4. La funcién objetivo J. Esta mide la
desviacién cuadrada entre los datos observa-
dos v° y los resultados u del modelo. Se es-
cribe:

1 Ztop 9
Tw=5 [ Ha- v, =
2 Jz

1 Ztop

== (Hu — v°)*.(Hu — v°),

2 Jz
donde H es un operador lineal de observacién
que permite mapear el conjunto U de los es-
tados admisibles que puede tener la variable
u al conjunto U de los datos colectados ob-
servando esta misma variable.

5. El problema inverso (o problema de mini-
mizacién). Este se escribe como:

Buscar uj tal como

min JoM(uo) = JoM(sp), (42

donde uj es la variable de entrada 6ptima
(o control 6ptimo) tal que la solucién u* del
modelo calculado desde uj minimiza la dis-
tancia J con los datos.

Una vez propuesto el problema inverso, son nece-
sarias herramientas matematicas e informéticas
para resolverlo. Al problema inverso (4.2) se
le llama también problema de “asimilacién de
datos”por lo que la funcién objetivo que mini-
mizar involucra datos.

Histéricamente, los desarrollos metodoldgi-
cos en matematica e informadtica se sucedieron a
un ritmo increible aprovechando los recursos in-
formaticos nuevos en dos direcciones: aumento de
la complejidad de los modelos (se puede ver a Tex-
tor et al., 2005, para una revisién de los mode-
los de erupciones plinianas), y/o nuevos objetivos
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cientificos tales como la solucién de problemas in-
versos. Estos ultimos pueden ser realizados por
medio de:

» métodos estadisticos. Algunos estdn basados
sobre la teoria estadistica del filtrado lineal
de Kalman (1960). Se desarrollaron mejoras
tal como el filtro de Kalman extendido re-
ducido (Pham, Verrony and Roubaud, 1998)
y filtros de conjuntos (Evensen, 2003).Hoy en
dia se utilizan principalmente en oceanologia.

= métodos deterministicos. Le Dimet y Tala-
grand (1986) y Lewis y Derber (1985) pro-
pusieron el método de la “asimilacion varia-
cional de datos”. Le llamaron “asimilacién de
datos” para apuntar el hecho que los datos
se vuelven parte de la modelacién, mientras
el término “variacional”’indica su liga a la
teoria de control 6ptimo (Lions, 1971). La
solucion del problema de minimizacién se cal-
cula por un método de optimizaciéon basado
en un calculo de gradiente. El punto funda-
mental del método de asimilacién variacional
de datos estd en la escritura de un mode-
lo adjunto que permite conseguir gradientes
de bajo costo, ain la variable de control es
un vector de dimensién grande. Es el método
actualmente utilizado en los centros de me-
teorologia operacional.

El lector puede referirse al sitio NEOS
(www-neos.mcs.anl.gov) para ver una revisién
bastante completa de técnicas y herramientas
informaticas de optimizacién.

A continuacién estudiamos el segundo en-
foque con mayor detalle. Comenzaremos con
experimentos numéricos de asimilacion varia-
cional de datos. En particular presentamos cémo
se usa el algoritmo de optimizacién -cuasi-
Newton (Gilbert y Lemaréchal, 1989; Byrd, Lu
y Nocedal, 1995).Posteriormente presentamos las
teorias para construir el modelo adjunto y el cédi-
go adjunto. Como lo veremos, permiten calcular
los gradientes de una manera barata.



4.1. Identificacion de condiciones de sali-
da

4.1.1. Contexto experimental

Hay que reconocer que las columnas plini-
anas no son fenémenos lo bastante frecuentes,
al menos durante el tiempo en que las observa-
ciones senaladas han sido posibles, como para
permitir crear grandes archivos de columna.
De hecho, las erupciones plinianas han sido
mas conocidas por los depdsitos que han deja-
do que por las imagenes de video de sus columnas.

Al seguir, presentamos unos medios para
conseguir datos de columna. Luego describimos
un experimento gemelo en el cual los datos son
producidos por el modelo estudiado.

Observaciones

Los radares Doppler dispuestos en los
aeropuertos para supervisar el trafico permiten
seguir ciertas actividades volcdnicas tal como las
nubes de ceniza (Casadevall, T.J., 1993; ICAOQ,
2001).Se nota también el monitoreo bastante
completo de la erupcién del Pinatubo (1991)
realizado por Scott Oswalt, Nichols y O’Hara
(1996)por medio de viejos dispositivos militares.
Hoy en dia, existen pequeiios dispositivos para la
observacién de las caracteristicas volcanicas tales
como las velocidades horizontales y verticales,
las nubes de cenizas y gases (Harris et al., 1981),
el tamafio de los clastos (Harris y Rose, 1983).
Dispositivos infrarrojos (Patrick, 2007) pueden
dar acceso a datos de temperatura.

El andlisis de secuencias de imadgenes,
estéreoscopicas o infrarrojas, resulta muy intere-
sante para adquirir informacién global tal como
son el contorno de la columna o una estimacién
de su velocidad. Se pueden imaginar procesos
de tratamiento de imédgenes para la deteccién y
el seguimiento de voértices de turbulencia. Otra
posibilidad es la de aprovechar la coherencia
temporal de la columna durante un periodo
pequefio (determinado por la distancia entre
2 vértices de turbulencia y la velocidad de la
mezcla volcdnica) para construir una envolvente
de la columna que tendria menos ruido que un
contorno instantdneo. Tal secuencia de imagen
permite también una estimacién de la velocidad

de la mezcla (ver al pérrafo 4.2).

En general, los datos de campo, cuando ex-
isten, son generalmente parciales ya que no es
posible observar la columna en cada punto del es-
pacio y a cada instante. Ademas, es posible que
las variables fisicas que se observan con los instru-
mentos de medida no sean las que se usan directa-
mente en la modelacién. Aunque los avances tec-
noldgicos proporcionan nuevos dispositivos para
el monitoreo, gran parte de la informacién sobre
una columna permanece oculta.

Experimentos gemelos

Llamamos experimentos gemelos a aquellos
en los cuales los datos son producidos por el mod-
elo estudiado. Los datos sintéticos, es decir los
producidos por el modelo, llevan obviamente in-
formacién sobre las variables de la modelacién.
Se conocen todas y todas se pueden utilizar. En
este caso, la identificaciéon de la variable de con-
trol (condicién de salida por ejemplo) tiene que
ser exacta. Si no, significa que el procedimiento de
optimizacién no es correcto. Finalmente, se puede
agregar un ruido blanco a los datos sintéticos para
cambiarlas en “datos con sabor real” y probar
el procedimiento. En tal caso, tanto el error de
modelacién como el error de medida estan bajo el
control del cientifico. Un experimento gemelo se
construye como sigue:

1. Eleccién del modelo M y de entradas épti-
mas ug,

2. Generacidn de los datos sintéticos:

= se calcula M(ug) para producir u*,

= se agrega un ruido Gausiano a u para
tener datos perturbados u?,

= se elige un operador de observacion H,
= se diezman los datos para tener datos

estilo real u®® = HuP,

Para agregar un ruido blanco, se puede uti-
lizar las rutinas gausspolar y creeobs pre-
sentadas en anexo A.l.

3. Eleccién de la funcién objetivo:

T = [ ru—u,

0
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para la comparacién de cualquier solucién u
del modelo con los observaciones u®,

Eleccién de un iterado inicial u (el indice
superior indica el nimero de la iteracién del
proceso de descenso),

Uso del método iterativo de optimizacién (re-
alizado desde ug) para encontrar las entradas
uf que minimizan JoM,

Evaluacién del rendimiento del método de
minimizacién por su capacidad para aprox-
imar u# a la verdadera condicién inicial ug.
Aqui es muy importante que el ruido sea
blanco.

No se pierde tiempo haciendo este tipo de

experimentos ya que si el proceso no funciona con
datos sintéticos, generalmente no funciona con
datos reales.

4.1.2. Modelacién pliniana inversa

Presentamos los elementos de nuestro prob-

lema inverso. Consideramos:

1. el modelo pliniano M = Po7 en su forma
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modificada (2.7)—(2.10). Se supone que todo
estd bien definido desde un punto de vista
matematico y que el sistema (4.1) tiene una
solucién unica.

. la variable de control ug = (7o, ug, 6o, n0),

b

. datos vobs = (,,.obs, uobs, eobs)’

. la funcién objetivo:

Ztropo

j(U) — /z‘ |'Hu _ vobs 2,

0

es decir:

J(r,u,6,n) =/

2

Ztropo

IHrT _ ,robs|2+
Qtropo

+ IHuu _ uobsl2+
z
gt'r'z:vpo bs |2
+ / IHg6 — 6% 2,
20

Noétese que las integrales se pueden calcu-
lar desde el crater (de altura zp) hasta la
tropopausa (de altura ziropo). Este limite su-
perior tiene dos ventajas. Primero, las colum-
nas plinianas que nos interesan tienen alturas

superiores a la de la tropopausa. Segundo,
la altura de la columna varia con respecto a
las condiciones de salida. En el proceso it-
erativo de optimizacién no se podria com-
parar J(r1,u1,61,n1) a J(rg,uz,62,n2) de
una manera justa si la altura de la columna
difiere del conjunto (r1,u1,61,n1) al conjun-
to (re,ug,62,n2). Se nota también que, con
respecto a los andlisis de sensibilidades del
parrafo 3.1, no es necesario utilizar datos de
la fraccién de gas (Charpentier, 2008). En el
célculo numérico, las observaciones v y la
solucién u son conocidas en puntos discretos
distribuidos a pasos regulares (por el uso de
los operadores de observacién H). La funcién
objetivo discreta puede ser escrita como:

T() =) lu(z) = v ()P, (4.3)
p

donde las alturas z, pueden ser elegidas cada
500m por ejemplo. En un experimento real,
se comparan variables y observaciones en los
puntos de medida o en puntos interpolados.

. el espacio de control Uy tal que ry €

(50m,200m), uo € (200m.s~1,450m.s71),
6o € (800K,1300K) y no € (0,02,0,06).
Estos intervalos permiten calcular columnas
que no se colapsan.

. el problema inverso:

Buscar uf = (r§,up,05,n5) tal que

min JoM(uo) = JoM(up),

. el método de asimilaciéon variacional de

datos. Buscamos la solucién ugy como un pun-
to de Uy donde el gradiente V. JoM es cero,
es decir:
Buscar uf = (rg,up,05,n5) tal que
VI oM(r§,ug, 05,n5) = 0.

(4.4)
Cuando la funcién JoM es convexa (tal co-
mo la pardbola z? por ejemplo), existe un
unico minimo. En general no es el caso y sélo
se puede encontrar un minimo local.

4.1.3. Cadlculo del gradiente

En modo lineal tangente

En el capitulo 3, realizamos analisis de sen-

sibilidades derivando el modelo con respecto a una



de sus entradas. Corresponde al célculo:

oM
'8——(110) Suo.

Se puede también calcular la sensibilidad de
JoM:

0J oM
Buo

(u0) B0 = - (M(10))- o (u0) S

tal como en la prueba de Taylor. El gradiente no
es mas que el vector de las sensibilidades de JoM
calculado con respecto a cada elemento de la vari-
able de control. Es decir:

V(JoM) =
oJoM dFoM O0FJoM 8FToM
- 87‘0 ’ 6UO ’ 890 ’ 377,0

El modo lineal tangente de la diferenciacién au-
tomatica permite obtener cédigos para calculos de
gradiente. Se puede:

1. utilizar los c6digos presentados en el capitulo
3 llamandolos en las 4 direcciones de pertur-
bacién de nuestra variable de control,

2. diferenciar los cédigos en modo lineal tan-
gente vectorial (capitulo 3) por:

a) Tapenade usando el modo lineal tan-
gente vectorial (ejercicio), o

b) sobrecarga de los operadores cambian-
do el tipo y las carpetas para tomar en
cuenta 4 direcciones de perturbacién al
mismo tiempo (ejercicio).

En modo adjunto

Se puede resumir la idea en pocas pal-
abras. Se busca la perturbacién 0y € IR que
agregar a la salida f(z) = JoM(z) € IR para
conseguir la perturbacién duy de las entradas
ug del modelo. En consecuencia, su uso es muy
interesante cuando la dimensién de la variable de
control es importante (del orden de un millén en
meteorologia), porque su costo es independiente
del nimero de direcciones de perturbacién (Mor-
genstern, 1985).

Desde el punto de vista tedrico se puede ex-
plicar como en Talagrand y Courtier (1987).Sean
Y v W dos espacios de Hilbert asociados con los

productos escalares < .,. > y [,.] respectiva-
mente. Sean A un operador lineal continuo de )
en Wy A* su operador transpuesto (u operador
adjunto aqui), se puede escribir:

Véy € Y, Yow e W,

< dw, Ady >=dw*.Ady =
= (A*.0w)*.0y =
= [A*.0w, §y].

(4.5)

Se aplica la férmula (4.5) a los productos de op-
eradores. Asi, cualquiera que sea el operador B
lineal continuo de W en cualquier otro espacio de
Hilbert, se prueba que:

(B.A)* = A*.B". (4.6)

Nuestros operadores lineales VJ y VM satis-
facen esta hipétesis. Sea dw = V(JoM)(ug).d0ug
una perturbacién de w = JoM (up) € IR. Hacien-
do un cambio de escala, uno puede elegir dw =1
para escribir:

1 = ((511),5’11)) =

(6w V(J oM)(ug).6ug) =
dw*.V(JoM)(uo).6up =
=(V

(~7 oM)(uo))*.dw)*.bug =

[ jOM) uo)) .6w,6u0] =
= [i(20), dug],

donde G = (V(JoM)(ug))* es la variable adjun-
ta, pertenece a U.

En la prueba original, Le Dimet y Tala-
grand (1986) se utilizé el método Lagrangiano
para evidenciar el modelo adjunto. Tal técnica
se utiliza en numerosas pruebas matematicas
(control éptimo o descomposicién de dominio
por ejemplo) ya que permite tratar problemas in-
versos escribiendo un problema de minimizacién
bajo una restriccién por medio de una funcién £
llamada Lagrangiano. Tal funcién presenta, por
construcciéon, un punto silla cuyas propiedades
dan informaciones sobre el minimo del problema
inverso original. Para imaginarse un punto silla,
se puede pensar en una silla de caballo o el punto
“paso de Cortés” que es a la vez el punto de mayor
altura en el camino montanoso que usé el conquis-
tador Herndn Cortés para ir de Puebla al Valle
de México, y también el punto de altura mini-
ma entre los volcanes Popocatépetl e Iztaccihuatl.
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En la asimilacién de datos, la funcién £
se usa para escribir el problema de minimizacién
(4.2) bajo la constriccién del modelo (4.1):

‘C(UOa u, Q) =
= JoM(ug)+
Ztropo
+/ ’ <q,@—M(u)>dz=
20 dz
Ztropo du
=J(u)+/ <q¢——-M@)>dz=
20 dz
=sw-"" (47)
Ztropo q
/z < dz’u > dz

%tropo
—/ < q,M(u) > dz+

0
+< Q(ztropo)> u(ztropo) > —
- < Q(z0)7u0 >

En esta ecuacién, la condicién de salida ug es la
variable de control a identificar, u es la variable
de estado y ¢ es una nueva variable, dicha variable
adjunta. El modelo adjunto se consigue buscando
las relaciones que tienen que satisfacer q para que
ug sea el minimo de la funcién JoM.

Teorema 1 Si el punto (u, u*,q*) es “punto sil-
la” de la funcidon L, satisface:

V(u,u), Vg,
L(ug, v, q) < L(ug, v*,q*) < L(uo, u,q*),

entonces uy es la solucidon del problema de
minimizacion (4.2).
La prueba figura en el anexo A.2.

Las propiedades del punto de silla de £ per-
miten caracterizar el minimo ug de JoM.

” sirve en

1. La propiedad “£ es minimo en u*’
la construcciéon del modelo adjunto.
La funcién L esta derivada con respecto auy
evaluada en el punto (u,u*,¢*). El minimo

tiene que satisfacer:

L« x
< 8_u(u07u »q )7¢ >= 07 V¢

Desarrollando 7 (u), se consigue:
Ztropo
/ < Hu* — ugps, Hp > dz—
z0
Ztropo d *
- [ 0> de-
2

0 dz’
2tropo . 6M "
—/;0 <q,[ﬁ(u)].¢>dz+

+< q*(ztrapo)» ¢(ztr0po) >=0, Vo,
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. “L es minimo en ug

porque la derivada de ug con respecto a u es
cero.

La construccién del modelo adjunto se hace
eligiendo ¢*(ztropp) = 0 y aislando ¢.
Eso supone transponer unos operadores. La
ecuacién se escribe:

Ve,
Ztropo T . _ E_
/20 <H ('Hu U.;f;s) dz (48)
oM , , .

Se deduce el modelo adjunto M, :

FAS (207 ztropo)a
dg* | oM,
a2 |You W)l - (4.9)
_HT(HU* - uobs)7
q* (ztropo) =0.

Es un sistema “retrégrado” integrable de
Ztropo hasta zq.

5 sirve al cdlculo del gra-

diente.

La funcién £ es derivada con respecto a ug y
evaluada en el punto (ug,u*,¢*). El minimo
tiene que satisfacer:

Ou
La ecuacién (4.7) estd derivada con respecto
a ug y simplificada gracias a (4.8):
Vo,

6‘C * k% *
< %(uo,u ,q%), ¢ >=— < q*(20),¢ > .

Se deduce que:

< gé(u{‘,,u*,q*)@ >=0, V¢. (4.10)
0 .

oLc

o (95,1°,0%) = =" (0.

La desigualdad derecha del teorema ensena
que si (uj,u*,q*) es punto silla de L, en-
tonces uj es un minimo de L(ug,u,q*) y de
JoM(up). En consecuencia, los gradientes de
JoM y L con respecto a ug son iguales al val-
or de la variable adjunta ¢* al nivel del crater
z0. Es decir:

oL 3(..7 OM) *

B_ug(uo’u q) = B—uo(uO) = —q*(20).



Sistema de optimalidad
Una vez construidas las diferentes ecuaciones se
retinen en el sistema de optimalidad que contiene:

1. el modelo M:

du
E = M(u) en (Zo,ztropo)a
u(2p) = up,

2. el modelo adjunto M,:

FAS (ZO, ztropo)y

dg _[oM
_ﬁ = lg(u)] .q — HT (Hu — ugps),
q(thOpO) =0,

3. y la férmula para calcular el gradiente:

(T oM) () =

8110 _q(ZO)'

Este sistema se utiliza en estudios tedricos y
numéricos.

4.1.4. Optimizacién numérica
Aspectos tedricos

La solucién de (4.4) se calcula por un “al-
goritmo de descenso”. Existen varios muy sofisti-
cados, en ellos figura el Cuasi-Newtoniano. Dada
su complejidad se presenta un algoritmo gener-
al senalando los lugares donde se pueden hacer
mejoras. Un algoritmo de descenso tiene la forma
siguiente:

0. Se elige una iteracién inicial uj (el indice su-
perior indica el numero de la iteracién del
proceso de descenso) supuesta bastante cer-

" cana a la condicién de salida 6ptima ug.

El conocimiento de la condicién de salida uf a
la iteracién k permite estimar la condicién inicial

ug *1 como sigue:

1. Se calculan:

= ¢l problema directo integrando el mode-
lo M a partir de u(2) = uf para cono-
cer u¥(z) sobre el intervalo (2o, Ztropo),

» la desviacién J(u*) con respecto a las
observaciones.

s el gradiente de J como en el parrafo
4.1.3 por ejemplo,

2. Se prueba el interés de uf:

a) si J(u*) es poco diferente de J(u*~1),
y/o VT (uF) cerca de 0, el algoritmo se
detiene con la estimacién u# = uf de
ug,

b) en otro caso, se construye una direccién
de descenso d* ~ V.7 (u*), se estima

ugtt = uf + p*d*,

y se regresa al punto 1 con la condicién
inicial uf*! para efectuar la iteracién
k+1 del algoritmo. El parametro de de-
scenso pF se calcula de manera especifica
para cada algoritmo de optimizacidn.

Cuando se trabaja con modelos no lineales,
la funcion JoM no es convexa es decir tiene
varios minimos locales donde el gradiente se
anula. Entonces la eleccién del punto de inicio
u$ es muy importante. Si estd demasiado lejos
del 6ptimo uf, es probable que el algoritmo de
descenso encuentre un minimo local del cual no
pudiera salir para alcanzar uj. Para remediar
este problema, se puede elegir u como lo sugiere
el algoritmo y/o trabajar con funciones objetivo
maés sofisticadas (Ver el anexo A.3).

En la préctica, utilizamos el algoritmo
Cuasi-Newton L-BGS-B propuesto por Lu, No-
cedal y Zhu, 1995.Evaluamos J y su gradiente
por medio de la rutina simulad. Sus argumentos
son:

= el vector de control x =uy,
= la variable escalar f=J0M(ug), y
= el (vector) gradiente g = V.JoM(uy).

Se calculan usando la rutina modelo y la rutina
adjunta modelo_b presentada en el parrafo 4.1.5

!
!---  PliniAD/simulad.f

SUBROUTINE simulad(x,f,grad)
! Se utiliza para calcular JoM y su gradiente en el
! formalismo de L-BFGS-B

INCLUDE ’datos.inc’

REAL*8 x(4),f,grad(4)

REAL*8 r0,u0,thetal,n0

REAL*8 rOb,u0b,thetalb,n0Ob,fb
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r0=x(1) ;u0=x(2) ; theta0=x(3) ;n0=x(4) ; £=0 $(FC) -c adBuffer.f

u0b=0;thetaOb=0;r0b=0;n0b=0; fb=1 adStack.o : adStack.c
CALL modelo_b(r0,r0Ob,u0,u0b,theta0,thetalb, $(CC) -c adStack.c

* n0,n0b, £, £b) #Experimento gemelo perfecto
grad(1)=r0b;grad(2)=ulb;grad(3)=thetalb; TWINf= programa_ad.f modelo_b-all.f \
grad(4)=n0b modelo.f error.f funcion_M.f atmosfera.f \
CALL modelo(r0, u0O, thetaO, nO, f) simulad.f driver.f routines.f
END TWINo= programa_ad.o modelo_b-all.o \

1 modelo.o error.o funcion-M.o atmosfera.o \
) simulad.o driver.o routines.o

Se tiene que descargar L-BGS-B desde la red pliniad.exe:
para aprovechar la rutina routines. f en el direc- :8:8 :ﬁ:ii)o'zd:i:f‘? §(THINo) o \
torio. No se tocara a esta carpeta. Sélo se cambia pliniad.exe
la rutina driver.f que maneja la optimizacion. .

El programa plinia.no que implementa cheans rm -f *.0 pliniad.exe fort.* iterate.dat
el experimento gemelo figura en el directo- #

rio www.lpmm.fr/charpentier/Libro/P1liniAD.
Este ultimo contiene un Makefile y todos los
archivos necesarios para reproducir el experimen-
to gemelo exacto.

!---  PliniAD/programa.ad.f
!

PROGRAM experimento._gemelo.exacto
INCLUDE ’datos.inc’

REAL*8 u0,theta0,r0,n0 tcondiciones de salida
REAL#*8 j !discrepancy

REAL*8 z

INTEGER i

! Condiciones de salida exactas
r0=100; u0=300; theta0=1000; n0=0.03
j=0.
! Creacion del archivo de datos sinteticos
OPEN(1,file=’observacion’)
CALL modelo(rO,u0,theta0,n0,j)
CLOSE(1)
! Lectura de las observaciones
OPEN(1,file=’observacion’)
z=0
i=1
DO WHILE (z.LE.H1) !observacion bajo la tropopausa
READ(1,*) z,robs(i),uobs(i),thetaobs(i)
i=1i+1
ENDDO
CLOSE(1)

! Experimento gemelo exacto
r0=130; u0=250; theta0=900; n0=0.04
CALL driver(r0, u0O, thetaO, noO)
END

#
#

#---  PliniAD/Makefile

#
#

FC = gfortran -g
CC=gcc
FFLAGS = -C

all: clean adBuffer.o adStack.o pliniad.exe

adBuffer.o : adBuffer.f
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! espacio de control
! nbd(1)=2;1(1)=50; u(1)=200 !limites inf y sup para rO
!---  PliniAD/driver.f nbd(2)=2;1(2)=200;u(2)=450 !limites inf y sup para u0
! nbd(3)=2;1(3)=800;u(3)=1300 !limites inf y sup thetal
SUBROUTINE driver(rO,u0,theta0,n0) nbd(4)=2;1(4)=.02;u(4)=.07 !limites inf y sup para nO
! implementa el algoritmo de optimizacion L-BFGS-B
t [1] R. H. Byrd, P. Lu, J. Nocedal and C. Zhu, ‘‘A limited task = ’START’ !tarea inicial
! memory algorithm for bound constrained optimization’’, ! Principio del bucle iterativo de optimizacion
! SIAM J. Scientific Computing 16 (1995), no. 5, pp. 1190--1208. 111 continue
! write(*,*) (x(i),i=1,4)
! Sus variables y parametros de trabajo son !1lamada al codigo L-BFGS-B
INCLUDE ’datos.inc’ call setulb(n,m,x,1l,u,nbd,f,grad,factr,pgtol,
INTEGER mmax, lenwa, nmax * wa,iwa,task,iprint,csave,lsave,isave,dsave)
PARAMETER (mmax = 17, nmax = 4)
PARAMETER (lenwa = 2*mmax*nmax + 4#*nmax if (task(1:2) .eq. ’FG’) then
* + 11*mmax*mmax + 8*mmax) 'el optimizor quiere la funcion y su gradiente en x
CHARACTER*60 task, csave call simulad(x,f,grad)
LOGICAL l1save(4),boo goto 111
INTEGER n, m, iprint, elseif (task(1:5) .eq. ’NEW_X’) then
* nbd (nmax), iwa(3*nmax), isave(44) el optimizor produjo un nuevo iterado
REAL*8 f, x(mmax), l(mmax), u(nmax), grad(mmax), 'los criterios de parada no son satisfechos
* dsave(29), wa(lenwa) 'continua la optimizacion
REAL*8 factr, pgtol goto 111
else
real*8 u0,theta0l,r0,n0 'los criterios de parada son satisfechos o
real*8 uOb,thetalOb,rOb,n0Ob,fb 'el optimizor no encuentra una solucion y produce
integer i,niter 'un error
if (iprint.le.-1.and.task(1:4).ne.’STOP’)
! Parametros de la optimizacion * write(6,*) task
iprint = 1 'iprint=0: no impresiones intermedias endif
!iprint=1: impresiones ! Fin del bucle iterativo
factr = 1d+1 !tolerencias en los criterios de parada ! Impresion del resultado
pegtol = 0. write(*,*) ’valor del control’,(x(i),i=1,n)
n=4 !dimension de la variable de control write(*,*) ’costo’,f
m=25 !numero de corecciones guardadas end
! Initializaciones !
x(1)=r0; x(2)=u0; x(3)=thetal; x(4)=n0
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Fig. 4.1 Valores optimos e identificados para el
radio (m).

Resultados numeéricos

La pertinencia del proceso de asimilacién de
datos se puede estudiar por medio de experimen-
tos gemelos.

En el experimento gemelo exacto prop-
uesto en el directorio PliniAD, utilizamos
condiciones de salida uy = (r§,u363,n5) =
(100m; 300m.s~1; 1000K;0,03) para construir
datos de observacion sinteticos. El iterado inicial
es u) = (130m, 250m.s~1, 1000K,0,04). El méto-
do de optimizacién converge en 61 iteraciones
hasta el punto uf = (rf, u# ) 9# ,n# ) tal que:

r¥ = 99,9999998m,

u¥ = 300,0000003m.s~1,
6% = 1000,0000002K,
nd = 0,0299999992.

que corresponde casi exactamente al punto ug
eligido para producir los datos sinteticos. Nuestra
herramienta de optimizacién es correcta.

En (Charpentier, 2008), el proceso de asim-
ilacién de datos se aplica a la identificacién de las
condiciones de salida en el curso de la fase erup-
tiva. Como utilizamos el modelo estacionario de
Woods (1988),se consideran datos adquiridos en
diversos tiempos para identificar las condiciones
de salida correspondientes. Tal conocimiento pre-
senta dos aspectos interesantes. Por un lado, estas
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Fig. 4.2 Valores 6ptimos e identificados para la
velocidad (m.s™1).

condiciones pueden sustituirse por el uso de los
modelos de cdmara/conducto magmadtico (Folch
y Felpeto, 2005; Textor et al., 2005) para pro-
porcionar condiciones de salida al modelo plini-
ano. Por otro lado, estas condiciones podrian ser
utilizadas como observaciones en un proceso de
asimilacién de datos implicando el modelo del
conducto. Para representar una evoluciéon tem-
poral de la columna, el modelo fue ejecutado a
partir de 10 conjuntos de entradas escogidas de
tal manera que la masa Fy = ﬁouorg del flu-
jo de salida sea constante. Considerando que la
temperatura (fp = 1000k) y la fraccién del gas
(ng = 0,03) son constantes al nivel del créater zp,
entonces una disminucién de la velocidad limite
se relaciona con un aumento en el radio de salida.
Los otros pardmetros estdn descritos en (Charp-
entier, 2008). Usamos los valores 19 = 80 + 5im
(i = 0,9) para figurar la erosién del conduc-
to, para producir 10 conjuntos de observaciones.
Los datos asi generados son perturbados usan-
do ruido blanco con desviaciones estandar iguales
a (15.m.s~1,5K, 30m) respectivamente. La obser-
vacion, a través de la eleccién de operador de ob-
servacion, se refiere a la parte troposférica de la
columna. Segin lo presentado en las figuras 4.1-
4.4, el proceso de asimilacién de datos permite la
identificacién de las condiciones de salida atinque
los conjuntos de datos sean bastante parecidos.
Eso sugiere que podria ser posible seguir la evolu-
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parametro de arrastre.

cion de las condiciones de limite durante la erup-
cion.

4.1.5. Cdbdigo adjunto

Hemos presentado la diferenciacién en mo-
do adjunto como el método que permite calcular
cudl serfa la perturbacién de entrada d. que ten-
dria que ponerse para conseguir la perturbacién
de salida 4, deseada. Escrito de una manera difer-
ente, consiste en buscar el operador ¢ que permite
calcular la perturbacion de entrada 3; en funcién
de la perturbacién de salida 5; como:

Para esto, recordemos la propiedad de los pro-
ductos escalares (4.5) en los espacios de Hilbert.

Se puede aprovechar esa propiedad para
diferenciar en modo adjunto, ya que nuestros es-
pacios discretos reales son espacios de Hilbert y
nuestros Jacobianos son constantes con respecto
a las variables derivadas. Asi, el operador ¢ es ex-
actamente el Jacobiano transpuesto.

En el caso de la instrucciéon z=x*y que cor-
responde a la funcién matemdtica f(z,y,2) =
(z,y,z/y), evaluamos 6, = JJT.&S de la manera
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siguiente:
e =JF4b, =
(1 0 0 T~
6138
o 1 o0 i | =
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\0 0 0 s
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Adnque aqui 5; es finalmente un vector de
entrada, conserva la s para senalar que estamos
utilizando una direccién de perturbacién de la
variable de salida del modelo.

Cambiando los vectores de las variables
matematicas 45 y 5; en las variables informéticas
xb, yb y zb (la b se utiliza para indicar la
diferenciacién en modo adjunto (backward)), se
deducen las instrucciones adjuntas (derivadas en
modo adjunto):

xb=xb+zb*y/y**2
yb=yb-2zb*x/y**2
zb=0

Todas contienen informacién. De la misma
manera que para la transposicién del producto de
operadores lineales, las instrucciones del cddigo
son diferenciadas en el orden opuesto. En modo
adjunto se tiene que diferenciar y evaluar la
ultima instruccién del cédigo original antes que
todas las otras. Obviamente, la evaluacién de las
derivadas necesita una primera ejecucién comple-
ta del coédigo para conocer los ultimos elementos
de la trayectoria. El manejo de la trayectoria es
el aspecto dificil de la diferenciacion en modo
adjunto. No lo explicaremos con detalles ya que
las herramientas lo proporcionan bien.

Sobrecarga de los operadores

Una herramienta como Ado1-C (Griewanket
al., 1996)permite diferenciar en modo adjunto los
cédigos escritos en C o C++. Para simplificar, se
puede ver la ejecucion del codigo sobrecargado en
2 etapas:
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1. se recoge el cédigo guardando los operadores
en columnas, las variables y su valor actual,
los indices de tablas, los resultados de prue-
bas, es decir todo lo que forma la trayectoria
de evaluacién del cédigo,

2. se calculan las derivadas operaciéon por op-
eracién (del ultimo operador guardado hasta
el primero).

Requiere mucho maés trabajo escribir una bibliote-
ca para esta diferenciacién en modo adjunto.

Fuente a Fuente

Se utiliza por ejemplo la herramienta
Tapenade pidiéndole una diferenciacién en modo
adjunto. Se nota que la trayectoria estda manejada
por pedazos. Cada rutina adjunta se presenta en
3 partes:

1. definiciones de las variables e inicializacién
de ciertas variables adjuntas,

2. célculo de la trayectoria cuyas valores se
guardan en variables intermedias,

3. evaluacién de las variables adjuntas usando
la trayectoria previamente guardada.

Se obtiene el cédigo adjunto siguiente (ver el
archivo modelo_b-all.f en la pagina Internet
www.lpmm.fr/charpentier/Libro/PliniAD). Se
tendria que verificarlo haciendo una prueba de
Taylor tal como en el capitulo 3 (ejercicio).
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C Generated by TAPENADE (INRIA, Tropics team)
C Tapenade 2.2.4 (r2308) - 03/04/2008 10:04
C
C Differentiation of modelo in reverse (adjoint) mode:
C gradient, with respect to input variables: costo theta0 n0O
C u0 ro
C of linear combination of output variables: costo theta0 n0O
C u0 ro0
C
C--- Pliniano/modelo.f
C —
SUBROUTINE MODELO_B(rO, rOb, u0, uOb, thetaO, thetaOb, nO, nOb,
+ costo, costob)
IMPLICIT NONE
C Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
C Constantes del aire (Ca,Ra)
C Alturas de la tropausa (hl), de la estratosfera baja (h2)
C Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)

REAL*8 tO, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
C Datos de la erupcion (CpO,RgO,sigma)
C Parametro de arrastre
REAL*8 cp0O, rg0O, sigma, eps
INTEGER z0, dz
C Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
C Observaciones
REAL*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
C Variables de salida del crater
Centradas del modelo
REAL*8 rO, u0O, thetaO, nO
REAL*8 rOb, uOb, thetaOb, nOb
REAL*8 betaO, e0, fO
REAL*8 betaOb, eOb, fOb
C Costo
REAL*8 costo
REAL*8 costob
C Variables de esta DO
REAL*8 u, theta, r, n, beta, cp, rg, e, f
REAL*8 ub, thetab, rb, nb, betab, cpb, rgb, eb, fb
C Variables intermedias por RK4
Ccontiene la solucion del modelo yn
REAL*8 yn(4)
REAL*8 ynb(4)
Cecuacion (2.20)
REAL*8 m1(4), m2(4), m3(4), m4(4)
REAL*8 mib(4), m2b(4), m3b(4), m4b(4)
Cvar. intermedias
REAL#8 yy(4)
REAL#*8 yyb(4)

Q

INTEGER zz
REAL*8 dzz
C Variables atmosfericas
REAL*8 t, p, alfa
INTEGER i, zn
DOUBLE PRECISION temp
DOUBLE PRECISION tempO
REAL*8 templ
REAL*8 temp2
REAL*8 temp3
REAL*8 tempOb
DOUBLE PRECISION tempbO
REAL*8 temp3b
DOUBLE PRECISION tempb
REAL*8 tempOb4
REAL*8 tempOb3
REAL*8 tempOb2
DOUBLE PRECISION tempObil
REAL*8 tempObO
REAL*8 temp2b
INTEGER ad_count
INTEGER ii1l
INTRINSIC SQRT
INTEGER iO
DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA h1, h2, g /14000., 20000., 9.81/
DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/
DATA cpO, rg0, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA 20, dz /5425, 5/
DATA velmin /10./
c
C Initializaciones
dzz = dz#*1.d0
rg = rg0
CALL ATMOSFERA(z0, t, p, alfa)
beta0 = 1.d0/((1.d0-n0)/sigma+nO*rg*thetal/p)
zn = z0 + dz
C Cambio de variables
f0 = uO*rO*rO*xbetal
e0 = thetaO*cp0

yn(1) = f0
yn(2) = u0
yn(3) = e0
yn(4) = n0

ad_count = 0
C Desarollo de la columna
C Solucion por Runge Kutta de orden 4
DO WHILE (yn(2) .GE. velmin)
CALL PUSHREALSBARRAY(m1, 4)
C Calculos (2.19)
CALL FUNCION_M(zn, yn, nO, £f0, mi)
DO i=1,4
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CALL PUSHREAL8(yy(i)) DO iil=1,4
yy(i) = yn(i) + dzz*m1(i)*0.5d0 mib(iil) = 0.0
ENDDO ENDDO
CALL PUSHREAL8SARRAY(m2, 4) DO ii1=1,4
CALL FUNCION_M(zn, yy, nO, fO, m2) m2b(iil) = 0.0
DO i=1,4 ENDDO
CALL PUSHREAL8(yy(i)) DO ii1=1,4
yy(i) = yn(i) + dzz#m2(i)#0.5d0 m3b(iil) = 0.0
ENDDO ENDDO
CALL PUSHREAL8SARRAY(m3, 4) DO ii1=1,4
CALL FUNCION_M(zn, yy, nO, £fO, m3) m4b(iil) = 0.0
DO i=1,4 ENDDO
CALL PUSHREAL8(yy(i)) DO ii1=1,4
yy(i) = yn(i) + dzz*m3(i) ynb(iil) = 0.0
ENDDO ENDDO
CALL PUSHREALSBARRAY(m4, 4) DO ii1=1,4
CALL FUNCION_M(zn, yy, nO, fO, m4) yyb(iil) = 0.0
C Ecuacion (2.18) ENDDO
Cyn CALL POPINTEGER4(ad.count)
DO i=1,4 DO i0=1,ad.count
CALL PUSHREAL8(yn(i)) CALL POPINTEGER4(zn)
yn(i) = yn(i) + dzz*(m1(i)+2.d0*m2(i)+2.d0*m3(i)+m4(i))/6.d0 CALL ERROR_B(zn, r, rb, u, ub, theta, thetab, costo, costob)
ENDDO CALL POPREAL8(r)
CALL PUSHREALS8(f) temp2 = u*beta
C Cambio de variables inverso temp3 = f/temp2
f = yn(1) IF (temp3 .EQ. 0.0) THEN
CALL PUSHREALS8(u) temp3b = 0.0
u = yn(2) ELSE
CALL PUSHREALS8(e) temp3b = rb/(2.0%SQRT(temp3)*temp2)
e = yn(3) END IF
CALL PUSHREALS8(n) temp2b = -(temp3*temp3b)
n = yn(4) fb = temp3b
CALL PUSHREAL8(cp) ub = ub + beta*temp2b
C Relacions funcionales betab = u*temp2b
cp = ca + (cp0O-ca)*((1.d0-n)/(1.d0-n0)) CALL POPREAL8(beta)
CALL PUSHREAL8(rg) templ = theta/p
rg = ra + (rg0-ra)*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n temp0 = (-n+1.d0)/sigma + n*rg*templ
CALL PUSHREAL8(theta) tempObl = -(betab/tempO**2)
theta = e/cp rgb = templ*n*tempObl
CALL PUSHREALS8(beta) thetab = thetab + n*rgxtempObl/p
beta = 1.d0/((1.d0-n)/sigma+n*rg*theta/p) cpb = -(exthetab/cp**2)
CALL PUSHREAL8(r) tempOb2 = (rg0-ra)#*rgb/((1.d0-n0)*n)
r = SQRT(f/(u*beta)) tempOb3 = -(n0*(1.d0-n)*tempOb2/((1.d0-n0)*n))
CALL PUSHINTEGER4(zn) tempOb4 = (cpO-ca)*cpb/(1.d0-n0)
C evaluacion del error nb = (1.40-n0)*tempOb3 - nO*tempOb2 - tempOb4 + (templ*rg-1.0/
C Escritura del archivo de resultados + sigma)*tempObl
C Incremento de la altura CALL POPREAL8(theta)
zn = zn + dz ‘ eb = thetab/cp
ad_count = ad_count + 1 CALL POPREAL8(rg)
ENDDO .n0b = nOb + (1.d0-n)*tempOb4/(1.d0-n0) - n*tempOb3 + (1.d0-n)=*
CALL PUSHINTEGER4(ad_count) + tempOb2
fOb = 0.0 CALL POPREALS8(cp)
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CALL POPREAL8(n)
ynb(4) = ynb(4) + nb
CALL POPREAL8(e)
yob(3) = ynb(3) + eb
CALL POPREAL8(u)
yob(2) = ynb(2) + ub
CALL POPREALS8(f)
ynb(1) = ynb(1) + £fb
DO i=4,1,-1

CALL POPREAL8(yn(i))

tempOb0 = dzz*ynb(i)/6.d0

mib(i) = mib(i) + tempObO
m2b(i) = m2b(i) + 2.d0*tempObO
m3b(i) = m3b(i) + 2.dO*tempObO

m4b(i) = m4b(i) + tempObO
ENDDO
CALL POPREALSARRAY(m4, 4)
CALL FUNCION_M_B(zn, yy, yyb, nO, nOb,
DO i=4,1,-1
CALL POPREAL8(yy(i))
ynb(i) = ynb(i) + yyb(i)

m3b(i) = m3b(i) + dzz*yyb(i)
yyb(i) = 0.0
ENDDO

CALL POPREALS8ARRAY(m3, 4)
CALL FUNCION_M_B(zn, yy, yyb, nO, nOb,
DO i=4,1,-1

CALL POPREAL8(yy(i))

yonb(i) = ynb(i) + yyb(i)

m2b(i) = m2b(i) + dzz*0.5d0*yyb(i)
yyb(i) = 0.0
ENDDO

CALL POPREALSARRAY (m2, 4)
CALL FUNCION_M_B(zn, yy, yyb, nO, nOb,
DO i=4,1,-1

CALL POPREAL8(yy(i))

ynb(i) = ynb(i) + yyb(i)

mib(i) = mi1b(i) + dzz*0.5d0*yyb(i)
yyb(i) = 0.0
ENDDO

CALL POPREALSARRAY(m1, 4)
CALL FUNCION_M_B(zn, yn, ynb, nO, nOb,

ENDDO

nOb = nOb + ynb(4)
ynb(4) = 0.0

e0b = ynb(3)
ynb(3) = 0.0

uOb = uOb + ynb(2)
ynb(2) = 0.0

fOb = £fOb + ynb(1)
tempOb = rO**2*f0b
betaOb = uO*tempOb

fo,

fo,

fo,

fo,

fob,

fOb,

fob,

f0b,

m4,

m3,

m2,

mi,

m4b)

m3b)

m2b)

mib)

temp = (-n0+1.d0)/sigma + rg*nO*thetaO/p
tempb = -(betaOb/temp#**2)

tempbO = rg*tempb/p

thetaOb = thetaOb + nO*tempbO + cpO*eOb
rOb = rOb + uO*betal*2*r0*f0b

uOb = uOb + betaO*tempOb

nOb = nOb + thetaO*tempbO - tempb/sigma

costob = 0.0
111 FORMAT(i5,10£12.6)
END
C
C Differentiation of error in reverse (adjoint) mode:
C gradient, with respect to input variables: costo r u theta
C of linear combination of output variables: costo
C
C--- Pliniano/error.f
C

aaoaaa
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SUBROUTINE ERROR_B(z, r, rb, u, ub, theta, thetab, costo, costob)
IMPLICIT NONE
Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
Constantes del aire (Ca,Ra)
Alturas de la tropausa (hl), de la estratosfera baja (h2)
Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)
REAL*8 tO, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
Datos de la erupcion (CpO,Rg0,sigma)
Parametro de arrastre
REAL*8 cp0O, rg0O, sigma, eps
INTEGER z0, dz
Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
Observaciones
REAL*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
REAL*8 r, u, theta, costo
REAL*8 rb, ub, thetab, costob
INTEGER 2z, i
INTRINSIC MOD
DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA hi, h2, g /14000., 20000., 9.81/
DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/
DATA cpO, rg0, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA z0, dz /5425, 5/
DATA velmin /10./

IF (MOD(z, 500) .EQ. O .AND. z .LE. hl) THEN
i = (z-20)/dz
rb = 2%(r-robs(i))*costob
ub = 2*(u-uobs(i))*costob
thetab = 2*(theta-thetaobs(i))*costob
ELSE
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rb =

ub = 0.

thetab
END IF
END

0.0
0.0
= 0.0

[+

C Differentiation of funcion.m in reverse (adjoint) mode:
C gradient, with respect to input variables: m fO y nO
C of linear combination of output variables: m fO y nO
C
C--- Pliniano/funcion_M.f
C

SUBROUTINE FUNCION_M_B(z, y, yb, n0O, nOb, fO, fOb, m, mb)
IMPLICIT NONE
Temperatura (TO) y presion (PO) al nivel del mar
Constantes del aire (Ca,Ra)
Alturas de la tropausa (hl), de la estratosfera baja (h2)
Razones de lapso (10,11,12), gravedad (g)
REAL*8 tO, pO, ca, ra, hi, h2, 10, 11, 12, g
Altura del crater (z0)
Datos de la erupcion (CpO,Rg0,sigma)
C Parametro de arrastre
REAL*8 cpO, rg0O, sigma, eps
INTEGER z0, dz
C Paso de calculo (dz), limite de parada (velmin)
REAL*8 velmin
C Observaciones
REAL#*8 uobs(6000), thetaobs(6000), robs(6000)
COMMON /obs/ uobs, thetaobs, robs
C Variables atmosfericas,
REAL*8 t, p, alfa
INTEGER z
C Variables de RK4
REAL*8 m(4), y(4)
REAL*8 mb(4), yb(4)
C Variables intermedias
REAL*8 c, d, cp, rg, theta, r, beta
REAL*8 cb, db, cpb, rgb, thetab, rb, betab
REAL*8 f, u, e, n
REAL*8 fb, ub, eb, nb
REAL*8 nO, fO
REAL*8 nOb, fOb
DOUBLE PRECISION temp
REAL*8 tempO
REAL*8 templ
REAL*8 temp2
REAL*8 temp3
REAL*8 tempb2
REAL*8 tempbl
REAL*8 tempbO
REAL*8 temp3b

aaoaaaQ
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DOUBLE PRECISION tempb
REAL*8 temp2b
REAL*8 temp3bl
REAL*8 temp3b0
REAL*8 templb
INTRINSIC SQRT
DATA tO, pO, ca, ra /288.15, 101320., 998., 287.54/
DATA hi, h2, g /14000., 20000., 9.81/
DATA 10, 11, 12 /.0065, .0, -.002/
DATA cpO, rgO, sigma, eps /1617., 462., 1617., 0.09/
DATA z0, dz /5425, 5/
DATA velmin /10./
c
C Atmosfera estandar a la altura z
CALL ATMOSFERA(z, t, p, alfa)
C Cambio de variables

£f=yQ)
u = y(2)
e = y(3)
n = y(4)

C Relaciones funcionales (2.15)
cp = ca + (cpO-ca)*((1.d0-n)/(1.d0-n0))
rg = ra + (rg0-ra)*n0/(1.d0-n0)*(1.d0-n)/n
theta = e/cp
beta = 1.d0/((1.d0-n)/sigma+n*rg*theta/p)
r = SQRT(f/(u*beta))
C Variables intermedias
d = (alfa-beta)/beta
c = 2.dOxu*eps*r*alfa/f
C Ecuaciones (2.20)
m(1) = f*xc
m(2) = gxd/u - c*u
temp3b = fO*c*mb(4)/f
temp3 = (-n0+1.d0)/f
fOb = fOb + temp3*c*mb(4)
cb = temp3*fO*mb(4)
mb(4) = 0.0
cb = cb + (ca*t-e-.5d0%u**2)+*mb(3)
eb = -(c*mb(3))
ub = (-m(2)-c*.5d0*2*u)*mb(3)
mb(2) = mb(2) - uw*mb(3)

mb(3) = 0.0

temp3b0 = g*mb(2)/u

db = temp3b0O

ub = ub - c*xmb(2) - d*temp3b0/u
cb = cb - u*mb(2)

mb(2) = 0.0

cb = cb + f*mb(1)

temp3bl = eps*2.d0*alfa*cb/f

rb = u*temp3bil
templ = u*beta
temp2 = f/templ



IF (temp2 .EQ. 0.0) THEN

temp2b = 0.0
ELSE

temp2b = rb/(2.0*SQRT(temp2)*templ)
END IF

templb = -(temp2*temp2b)

betab = u*templb + (-((alfa-beta)/beta**2)-1/beta)*db
temp0 = theta/p

temp = (-n+1.d0)/sigma + n*rgxtempO

tempb = -(betab/temp**2)

rgb = tempO*n*tempb

thetab = n*rg*tempb/p

cpb = -(e*thetab/cp**2)

tempb0 = (rg0-ra)*rgb/((1.d0-n0)*n)

tempbl = -(n0*(1.d0-n)*tempb0/((1.d0-n0)*n))

tempb2 = (cpO-ca)*cpb/(1.d40-n0)

n0b = nOb + (1.d0-n)*tempbO0 - n*tempbl + (1.d0-n)*tempb2/(1.d0-n0)
+ - temp3b

fb = c*mb(1) + temp2b - u¥r*temp3bl/f - temp3+*temp3b

mb(1) = 0.0

ub = ub + beta*templb + r*temp3bi

nb = (1.d0-n0)*tempbl - nO*tempbO - tempb2 + (tempO*rg-1.0/sigma)*
+ tempb

eb = eb + thetab/cp

yb(4) = yb(4) + nb

yb(3) = yb(3) + eb

yb(2) = yb(2) + ub

yb(1) = yb(1) + fb

END




4.2. Identificacién de la funcién de arras-
tre con datos actuales

Tanto la modelacién como la observacién de
las columnas eruptivas conllevan errores. Por un
lado, el modelo unidimensional que estudiamos
puede aparecer inadecuado para el tratamiento
de los datos recogidos en una columna turbulen-
ta tridimensional afectada por el viento. Aunque
la modelacién puede ser mejorada por medio de
la funcién de arrastre (Morton, Taylor y Turner,
1956),0 del uso de una parametrizacién del vien-
to, el modelo es ain muy simple. El uso de una
atmosfera estandar es también una aproximacion
cruda en el estudio de una erupcién real. Por otro
lado, la coleccién y la interpretacién de los datos
pueden variar de un dispositivo a otro. La sobre
o subestimacién de los datos son consecuencias
bien conocidas de las técnicas de medicién. Por
ejemplo, la altura de la columna evaluada usando
la temperatura del brillo (Holasek, Self y Woods,
1996) depende de las condiciones atmosféricas. En
la préctica, los datos reales se pueden tratar de la
siguiente manera:

= en un preproceso: calculando la columna ver-
tical equivalente, quitando el ruido de los
datos, corrigiendo cualquier sobre o subesti-
macién,

= durante el proceso de asimilacién de datos,
por medio de parametrizaciones cuyos
parametros serian parte de la variable de con-
trol.

Segin Sparks et al. (1997), la columna y el aire
ambiente tienen que ser ambos observados. Se no-
ta que las variables atmosféricas pueden también
estimarse por simulaciones meteoroldgicas.

4.2.1. Contexto experimental

En la erupcién del 7 de agosto del afo
1980, cuatro co-ignimbritas fueron generadas por
flujos piroclasticos sobre el Mount St. Helens.
Calder, Sparks y Woods (1997) los describieron
y midieron a partir del trabajo de Hoblitt
(1986). Usando los perfiles de crecimiento de
estas columnas, estimaron velocidades y los
radios verticales para las dos primeras (A y
B), y solamente las velocidades para las otras
dos (C y D). En las columnas A y D el flujo
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primero acelera antes de decelerar. Al contrario,
los flujos de B y C aceleran durante todo el
periodo de observacién (véase Fig. 4.6). Con
respecto a los resultados experimentales de
Turner (1962), los datos de velocidad y de radio
de una pluma estable se pueden deducir a partir
de la velocidad y del radio de una pluma en
formacién aplicando cambios de escala de 1/0.6
y 0.8 respectivamente. Se dedujeron tazas de
expansion, de 11.3° para la pluma A y 12° para
la pluma B. Otras condiciones de salida fueron
estimadas. El articulo de Calder, Sparks, y
Woods (1997)contiene una comparacién entre los
datos reales y dos modelos, a saber un modelo de
la pluma de la co-ignimbrita estacionaria (Woods
y Wohletz, 1991)y un modelo discreto de nube
co-ignimbritica (Woods y Kienle, 1994).

Dentro de su modelo de columna co-
ignimbritica, probaron varias funciones de arras-
tre incluyendo e(z) = 0, e(2) = 0,09 que corre-
sponde al arrastre completo de (Morton, Taylor y
Turner, 1956),y una funcién que escala el arrastre
con respecto a la altura, es decir:

e(z) = Az/rAz <,
e(z) =0,09 para Az >r.

Ningunas de estas funciones permiten una predic-
cién de la taza de expansién de la columna co-
ignimbritica real. Se puede explicar tedricamente
puesto que (ver Ishimine (2006)por ejemplo) el co-
eficiente e.(= €(z)) del arrastre puede deducirse
del gradiente k del radio de la columna como:

5 b)
€c = Ek =% tan(s), (4.11)

donde s = arctan(k) es la taza de expansién. De
acuerdo con lo usualmente encontrado en la lit-
eratura, un gradiente £k = 0,108, que conduce al
g(z) = 0,09 cldsico, corresponde a una taza de
s = 6,16° que estd bastante cerca al angulo de 6.5°
presentado en (Calder, Sparks y Woods, 1997).Us-
ando la férmula (4.11), uno deduce que, para es-
tas plumas co-ignimbriticas, un coeficiente €. del
orden de 0.17 serfa mds apropiado para calcular
radios con una taza de expansion cercana a la real.

4.2.2. Modelacién inversa

El objetivo de este experimento es ensenar
como se pueden identificar funciones de arras-
tre (Charpentier, 2008) tales que las columnas
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numéricas tengan tazas de expansiéon dadas. Los
elementos de este problema inverso son:

1. el modelo pliniano M = PoT cuyas entradas

son:

s las condiciones de salida (o més bien de
la base de la columna) supuestas iguales
auy = 3m.s"!, g = 600K y ng = 0,6
para las columnas A y B. El radio basal
depende de la columna (rp = 60 para
A,y ro = 100 para B). No se van iden-
tificar las condiciones de salida durante
la optimizacidn.

= la funcién de arrastre €(2) se escribe co-
mo esplines cibicos definidos por medio
de 14 puntos de control {€;};=1,14 en las
alturas 1, 10, {201’};’:1,4, {IOOi}i=1,8 (en
m).

2. la variable de control {e;};=1,14 pertenece al

espacio de control £ tal que {€;};=1,14,

. la funcién objetivo discreta puede ser escrita
como:

46
Ir = Z Ir(2p) — "'Obs(zp)lz,

p=0

(4.12)

considerando 47 alturas z, = {40 +
10i}i=0,46. Esta funcién no considera la base
de la columna porque, segun lo descrito en

Fig. 4.5 Radios identificados y observados (después del cambio de escala) para la pluma co-ignimbritica

(Calder, Sparks y Woods, 1997),el radio de la
pluma se contrae. Tal comportamiento ocurre
en el computo porque no se ingiere bastante
aire en la base de la pluma. A mayor veloci-
dad de la mezcla de cenizas y gas, mas aire
se captura lo que permite una expansién de
la columna.

. el problema inverso:

Buscar {e}}j=1,14 tal que
min  JoM(ug, {€;}) = JoM(uo, {€}}),
{ei}i=1,14
donde {€}};=1,14 es el control éptimo y up =
(r0,u0, 60, n0) son condiciones de salida cono-
cidas,

. el método de asimilacién variacional de

datos. Buscamos la solucién {€}}; donde el
gradiente V. .JoM es cero, es decir:

Buscar {e;-‘}j=1,14 tal que
VJOM(T(), uop, 90, no, {E;}J) =0.

En consecuencia, se necesita diferenciar el
modelo con respecto a los parametros de la
funcién de arrastre. No presentamos los c6di-
gos relativos a este ejemplo.

Modelo adjunto

La variable de control {e;}; es un vector

con 14 componentes. Se puede todavia pensar

63



Datos: Radius observado
2400 T ; . T ; .
Acomp. —
2300 A obs. T
2200 1
~ 2100 r 5
E I
= 2000
2 1900 r
< 1800 |
1700 r -
1600 .
1 500 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
Velocidad (m/s)

Altura (m)

Datos: Taza de expansion
2400 ——
A comp. —
2300 | A obs. )
2200 r 1
2100 r
2000 r
1900 |
1800 r
1700 r -
1600 | | -

1500 | I S W N E— |
2 4 6 8 10 12 14 16

Velocidad (m/s)

Fig. 4.6 Velocidades identificadas y observadas (después del cambio de escala) para la pluma co-

ignimbritica A.

en el uso de la diferenciacion en modo lineal
tangente, pero por la complejidad algoritmi-
ca lineal debida al nimero de direcciones (en
este caso 14), el costo de tal célculo se vuelve caro.

La técnica Lagrangiana se applica (ejerci-
cio). Cuando uno quiere identificar pardmetros y
condiciones de salida al mismo tiempo, la teoria
de la asimilacién variacional de datos permite cal-
cular el gradiente de JoM como:

=Y AT (o, fe3}) = —a(0)

oo HToM) (1 (e53,) =

e r
= — [ [%(uo, {sy}»] 0

\

donde ¢ es solucién del problema adjunto (M,):

[ en (20, 2top), .
dq oM
= [8uo (uo, {€; }.7):| -q+

oM T

8{ J}J(uo’{e.]}])] q—
-l = e

p
\ Q(Ztop) = 0'

Se nota que el sistema anterior es un sis-
tema retrogrado que se integra de la cima de la

\ +
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Fig. 4.7 Funciones de arrastre identificadas para
las plumas co-ignimbriticas A y B.



columna 240, hasta zp. Es posible hacerlo porque,
al contrario del sistema (4.1), el término derecho
es lineal en la variable adjunta gq.

4.2.3. Resultados numéricos

Experimentos de asimilacion de datos son
realizados usando observaciones del radio y obser-
vaciones deducidas de la taza de expansién (son
datos de radio sin ruido). Los dos conjuntos de
datos estan corregidos por el cambio de escala de
Turner (1962).Se aplica una interpolacién con es-
plines cubicos para deducir un acercamiento reg-
ular del radio a lo largo de la columna. La figura
4.5 ensefia una comparacién entre los radios cal-
culados y los radios observados para la pluma A.
En los dos casos, las tazas de expansion estan bi-
en predichas. En particular, se nota que las curvas
son casi iguales cuando se usan datos de tazas de
expansion. Se podria también obtener tal resul-
tado con datos de radio agregando el término de
penalizacién v|Ar|? (v > 0) a la funcién objeti-
vo (4.12) porque este dltimo se volveria 0 para
un radio que crece linealmente. Las plumas calcu-
ladas todavia presentan una contraccién al nivel
del créter (29 a 2o + 40), pero la funciones de ar-
rastre que fueron identificadas permiten reducir
su amplitud. Las velocidades identificadas (Fig.
4.6) presentan una buena adecuacién con respec-
to a las velocidades observadas.

Estos experimentos permiten validar el pro-
ceso de asimilacién de datos reales, pero no son
suficientes para deducir elementos de vulcanologia
ya que no consideramos bastantes juegos de datos.



5. Conclusiones

Este documento presenta las etapas de con-
struccion de una herramienta de optimizacién que
permite introducir datos en la modelacién. Se ha
utilizado el caso de las columnas plinianas como
ilustracién. Sin embargo, los métodos son gen-
erales y fueron utilizados desde hace unos 20 afnos
en varios campos de la Investigaciéon en Ciencias
de la Tierra.

Para darle un tono general hemos escrito ca-
da capitulo introduciendo paulatinamente los ele-
mentos de fisica, informatica y matematica nece-
sarios para la modelacién, el analisis de sensibili-
dad y la optimizacién. En cada uno de estos pasos
se ha expuesto la metodologia general y su apli-
cacion al caso del conjunto de ecuaciones que con-
stituyen el modelo unidimensional de Woods. Es
de esperarse que su aplicacién a otros problemas
de Ciencias de la Tierra resulte claro a través del
ejemplo de las columnas eruptivas plinianas

Hay que reconocer que las columnas plini-
anas son fendmenos puntuales cuyas caracteristi-
cas son mas conocidas por los depésitos que han
dejado que por las iméagenes de video de sus
columnas. Por consiguiente es necesario encam-
inar estos métodos para la modelaciéon de colum-
nas en términos de los datos obtenidos de los
depésitos, mas abundantes y mas duraderos que
las columnas en si. En este sentido, en la presente
obra se han mostrado los métodos utilizados usan-
do el modelo unidimensional de Woods (1998);sin
embargo se continia trabajando en modelos tridi-
mensionales (Costa, Macedonio y Folch, 2006) que
modelan los depédsitos de caida. De esta manera
se podran utilizar los métodos que introdujimos
en la presente obra para la inversién de mapas de
isopacas e isopletas.
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A. Apéndices

A.1. Cémo generar ruido blanco

Para agregar ruido blanco, se puede utilizar
la rutina gausspolar. Posteriormente se con-
struyen las variables Z; y Z5 con una desviacién
estandar o aplicando la férmula Z; = oY; +m co-
mo se presenta en la rutina creeobservaciones.

!---  PliniAD/gausspolar.f
SUBROUTINE gausspolar(yl,y2)

Forma polar de la tranformacion Box-Muller para
conseguir variables de funcion de distribucion
normal a partir de variables
de funcion de distribucion uniforma

IMPLICIT NONE

REAL x1,x2,y1,y2

REAL w,rand

w=2.
DO WHILE (w.GE.1)
x1 = 2.*rand(0)-1
x2 = 2.*rand(0)-1
W = X1%*2+x2%*2
ENDDO
w = SQRT(-2.*log(w)/w)
y1 = xl*xw
y2 = X2%y
END

!-——  PliniAD/creeobs.f
SUBROUTINE creeobservaciones
* (sigmau,sigmat,sigmar)

!
! Permite agregar una perturbacion normal de
! ley N(O,sigmar) a los datos de
! radio robs. Idem para uobs y thetaobs.
! Los resultados estan escritos en un archivo.
INCLUDE ’datos.inc’
INTEGER i,zn
REAL yi1,y2
REAL sigmau,sigmat,sigmar

zn = 20

DO i = 1,numobs
CALL gausspolar(y1,y2)
uobsp(i) = uobs(i)+sigmau*yl
thetaobsp(i)= thetaobs(i)+sigmat*y2
CALL gausspolar(yl,y2)

robsp(i) = robs(i) + sigmar*yl
zn = zn+dz
WRITE(3,112)zn,uobsp(i) ,uobs(i),

* thetaobsp(i),thetaobs(i),

robsp(i),robs(i)
ENDDO
112 FORMAT(15,6F12.6)
END

A.2. Método Lagrangiano

La funcién L sirve en la expresién del prob-
lema de minimizacién (4.2):

Buscar ug tal como

31615(1 JoM(ug) = JoM/(uy),

bajo la constriccién del modelo (4.1):

Z—‘; = M(u) en (2o, 2t),
u(0) = uo.

Cuando la condicién de salida ug es el control a
identificar, tiene la forma:

1:(110311,Q) =
2t du
= JoM(uo) + [ < a5 — M(w) >=
20
Zt d
=T+ [ <g7- = M(u) >=
20
2t d 2t
=J(u) - <—q,u>—/<q,M(u)>+
0 dz 20
+ < gq(zt),u(z) > — < q(20),up > .

Vamos a probar el Teorema 1:

Si el punto (ug, u*, ¢*) es “punto silla” de la
funcién L, satisface:

V(uo, u), Vg,
L(ug, u*,q) < L(ug, u*,q*) < L(uo, u,q%),
(A1)
y entonces uj) es la solucion del problema de min-
imizacion (4.2).
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Prueba 1 Las dos desigualidades se tratan de
manera diferente.

1. La desigualidad izquierda implica que
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(ug, u*) es solucién de (4.1).
Se escribe “L(uy,u*,q) < L(u,u*,q*)”
como:

Vg,
J(u*)+/<q, ( u) ><
<Jwv+/ () >
Se simplifica en:
zt du*
_ * * <
/z0<q - ) ><0, Vg,

y se integra por partes para deducir:
— /zt< d_(ﬂl, ut >+
20 dz
+ < (g —q")(2), u(2) > —
- <le-q)(z0) %> -
<q-¢,M)> <0, Vg

Z

’ (A.2)
Sea una funcion de prueba ¢ cualquiera tal
que ¢(2¢) = ¢(20) = 0. Como (A.2) es ver-
dadera para cualquier q, las elecciones de
q=q*+¢ Yy ¢ = q¢* — ¢ conducen a:

:I:/ ,u>:|:/<¢,

Significa que u* satisface la primera ecuacion
del sistema (4.1) en el sentido de las distribu-
ciones (es una teoria matemdtica bien cono-
cida en la modelacion de los elementos fini-
tos por ejemplo). Nos queda demostrar que la

condicion de salida es realmente u*(2p) = 5.

u*) ><0.

Para eso se integra por partes la ecuacion

(A.2):

= . U *
[<@-a). % - ) > -
- <(g—¢q")(=),u"(2) > +
+ < (g —q")(20), w(20)* > +
+ < (g —q")(2), u*(2t) > —
- <(g-q")(20),5> <0, Vg
Como u* satisface la primera ecuacion del

sistema (4.1) en el sentido de las distribu-
ciones, conduce a:

< (g —q")(#0),u5 — u*(20) > <0, Vq.
(A.3)

Esta vez, la eleccion de ¢ = q* + & permite
deducir que (uf, u*) es solucion del problema

(4.1).

. La desigualidad derecha implica que u* es el

minimo de J, lo que significa que uf, mini-
miza JoM.

Se desarrolla “L(ug, u*,q*)
como:

< L(uo, u,q%)”

V(uo, w), % g
I (u*) — /zo dqz /<q yM(u*) >
+ < q(zt), v (2) > — < q(zo)

gj(u)—/z:éd—;,u>—/<q,M(u)>

20

+ < g*(2t), u(z) > — < q*(20), uo > .

Entonces, V(ug, u), tenemos:

(*);J(U)
S—/z (fiqz,(u—u*)>+

+/ < ¢", M(u") = M(w) > +

0
+ < ¢*(z1), (u— u*)(2) > —
-< q*(ZO)>UO - 'U,S >
=t * d(u_ ’U,*)
=l T a T

20 2z
+/ < ¢ M) — M(u) > —
20

— < q*(z), (u—u)(2) > +

+ < ¢*(20), u(20) — u*(20) > +

+ < q*(z), (u—w*)(z) > -

-< q*(Z()),’U.{) - US >
que se simplifica gracias a (A.2) y (A.3) en:

V(uo, u),

T (u*) z—tJ(uziS

$—/z<q*,d—Z—M(U)>—
— < q*(20), w0 — u(20) >

La eleccién de una pareja (ug, u) que satis-
face (4.1), ast satisface M(up) = u, permite
obtener:

J(u') = J(u) <0, Vu,
es decir:
JoM(ug) — TJoM(up) <0, Vug.

Lo cual significa que ul es la solucién del
problema de minimizacion (4.2).
Fin de la prueba.



A.3. Existencia y unicidad

Numerosos fenémenos naturales son de-
scritos por ecuaciones basadas en consideraciones
fisicas. A veces, no son completamente estudiadas
desde el punto de vista matematico por lo que las
ecuaciones complejas no son tan ficiles de mane-
jar. Asi, existen muchos sistemas de ecuaciones
(como las de Navier-Stokes) para las cuales la ex-
istencia y unicidad de una solucién (cuando ex-
iste) no han sido probadas ain. Sin embargo, se
usan en el calculo numérico. El problema es to-
davia mas fuerte cuando uno se interesa en la
solucién de problemas inversos.

Un problema continuo estd “bien plantea-
do” en el sentido de Hadamard cuando sus ecua-
ciones permiten probar:

1. la existencia de una solucién,
2. su unicidad y

3. su estabilidad con respecto a sus datos ’vari-
ables de entradas del problema).

Al revés un problema estd “mal planteado” si
una de estas condiciones no estd satisfecha. En
general, un problema inverso estd mal plantea-
do, aunque el problema directo describiendo el
fenomeno esté bien planteado.

Para construir, problemas inversos bien
planteados, es posible actuar en la funcién objeti-
vo aumentandola con términos de regularizacién o
de penalizacién. Asi cuando la variable de control
del problema inverso es la condicién de salida, se
puede elegir una funcién objetivo tal que:

T,e(M(u0)) = T (u) + Bluo — ues||* + el | Au| %,

donde B y € son dos pesos positivos. El térmi-
no de esbozo ||up — ue||? significa que el control
g estd buscado cerca de ugp. El término ||Aug||?
no tiene sentido en el caso del modelo pliniano
porque buscamos valores individuales. Se usa fre-
cuentemente cuando se buscan condiciones ini-
ciales de problemas espacio-temporales por lo que
asegura una cierta regularidad de la variable bus-
cada.
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