CAPITULO III. ESPACIO SIMPLECTICO SOBRE UN ANILLO DE HERMITE.

$ -1 ANILLOS DE HERMITE Y B-ANILLOS.

_ Los trabajos recientes de Quillen [17], Vaserstein [27] y Suslin [22]
pryeban que los anillos de polinomios sobre anillos locales regulares de dimen
sion menor o jgual que 2, en un nﬁme}o finito de indeterminadas, son anillos de
Hermite y como estos anillos son noetherianos, son también B-anillos. Recorde
mos aquil para comodidad en la lectura de este capitulo los conceptos de fila

unimodular y anillo de Hermite (terminologia de Lam. [15].

Sea A un anillo conmutativo y con elemento unidad. Diremos que
a= (a1 az...an) € A" es una fila unimodular si y solo si a. A = A; diremos
que a es ampliable si y solo si existe M€ GLn(A) con una fila igual a a. En
estas condiciones diremos que A es un anillo de Hermite si y s0lo si toda fila
unimodular es ampliable. Las propiedades mds importantes, asf como algunas ca-

racterizaciones de este tipo de anillos pueden verse en Abia E, [1].

Nuestro objetivo en esta seccibn es comparar detalladamente los concep
tos de anillo de Hermite y B-anillos, demostrando gque existen B-anillos que

no son anillos de Hermite y reciprocamente.

Simultaneamente, analizaremos condiciones bajo las cuales los anillos
de funciones continuas o diferenciables son anillos de Hermite, condiciones

intimamente relacionadas con la orientabilidad, o mis precisamente, con la para
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lelizabilidad.

Para encontrar ejemplos de B-anillos que no sean anillos de Hermite,
el camino mas 16gico es construir un anillo cociente, pues la condicidn de B-
anillo es estable por paso al cociente mientras que 1a de anillo de Hermite no
1o es. La construccion del ejemplo reciproco es mas complicada y nos 1levara
a profundizar en algunas propiedades de los anillos de funciones diferencia-

bles.

Nota 1.1. En esta nota analizaremos los conceptos de fila unimodular y fila
ampliable, asi como las condiciones de anillo de Hermite para los anillos de

funciones continuas.

En todo lo que sigue X es un espacio topolégico y K un cuerpo, que
serd indistintamente R o ¢ con sus topologias habituales, o un cuerpo valo
rado no arquimediano, con la topologia asociada a la valoracion. Designaremos
por C(X, K) al anillo de funciones continuas de X en K, o si no hay confusién

en ello, simplemente por C(X).

1,1,1. Existe un isomorfismo natural de C(X) - médulos entre C(X)" y el c(X)-
modulo de aplicaciones de X en Kr, que asocia a toda aplicacidn de X en K" 1a

familia de sus componentes, con la topologia producto.

En 1o sucesivo designaremos con el mismo sfmbolo § a un elemento de
C(X)", es decir a una fila de C(X) compuesta por r elementos, y a la ap]ica;
cién de X en K" correspondiente a ella, indicando con fi(x) a la componente

i-ésima de la misma.

1,1,2, Una fila § € C(X)" es unimodular si y s6lo si l§(x)l £#o0 ¥x €X,




- 41 -

donde |l Il tiene el sentido usual, segin se trate de R, ¢ o un cuerpo K valo-

rado no arquimediano.

Entonces si f es unimodular, ¥x €X existe i€I con fi(x) #0 ya
que existen funciones gi(x) con Efi(x) i gi(x) = 1; Tuego If(x)l # o. Reci-
procamente, si lIf(x)ll # o ¥x €X, se pueden construir de forma inmediata fun

ciones

con Efi (x) gi(x) =1 ¥x€X

1.1.3. Si K=R, § € C(X, ]R)r es ampliable si y sélo si existen funciones

r 1
91» 9ps--+28,_ 1€ C(X, R)" tales que Yx €X, {R-(x—)"— - §(x), gl(x),...gr_l(x)}

forman una referencia ortonormal de R". Ademis podemos afiadir que, en este ca-
so, § €C(X, R)" es unimodular si y sélo si Zf? (x) # 0o ¥YXEX pues

22 (x) = N0

Nota 1.2. Analicemos ahora el caso particular en que X sea una esfera.

1

1.2.1. Sea X =S"'cR". La aplicacién de inclusién:

- Sn-l

n’ —R".

i

es ampliable si y s6lo si existe una base del espacio tangente Tsn-l que

n-1

,X

varia continuamente con x €S ~, es decir, si y sélo si S"'1 es paralelizable.

En efecto, 1a condicion anterior aplicada a este caso dice que in es ampliable

si y s6lo si existen funciones continuas g, Gpreea8p 1t s, R" tales




- 42 -

que —L1 i,(x); g5(x),....9,_;(x) forman una referencia de R", vxe s"™l,

Hin(x)H
es decir, si y sdlo si gl(x),...,gn_l(x) son una base de Tgn-1 . que varia con

tinuamente con x.
1.2.2. Como 52 no es paralelizable, la funcién

15:88 — R

no es ampliable,

Consideremos entonces el anillo A=1Z [x1 X5 x3]/I con I= (xfi-xgi-xg-l).

Z [xl, Xos x3]. A es un anillo noetheriano, por tanto es B-anillo, sin embargo
no es un anillo de Hermite pues la fila (Ri, Ié, Ré) con f(x) = f(x) + I es uni-
modular ya que '§§+7_§ + ig = 1. Sin embargo no es ampliable pues si 1o fuera
existirfan funciones polindmicas con coeficientes en Z sobre la esfera gl(x),

gz(x) tales que la matriz

es inversible en A. Por otra parte, A se puede sumergir como anillo en C(Sz,‘R)
y de esta forma la funcidn (ii, §é, ié)'se transforma en 13. La inversibilidad
de M en A implica qué M es también inversible en C(SZ, R) en contradicgién
con el hecho de que i3 no es ampliable. Por tanto, A =Z [xl, Xo» x3]/I es

un B-anillo pero no es un anillo de Hermite,

Proposicién 1.3 Sea X un espacio topolégico no discreto, compacto y comple-

tamente regular C(X,R) no es un g-anillo.
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Demostracion. Sea A = C(X, R). Sabemos que Max(A), con la topologia de Zariski,
coincide con X. Sea p un ideal primo de A. Veamos que p esta contenido en un

Gnico ideal maximal. En efecto: sea
V(p) = {m €Max(A) | p Cm.} = {x € X|f(x) = 0, Yf Ep].

si éxistiesen X, y € V(p), x # y, por ser X completamente regular, se pueden

construir funciones fx y . y entornos abiertos Ux’ Uy de x e y respectivamen

y
te tales que f, zo, f z o0, f(x)#o0, f(y)#o. Entonces
y
X-U X-u
X y
fx . fy =0 Yy fx . fy € p no perteneciendo a p ni fx ni fy con lo que p no se

ria primo. Por tanto V(p) es o vacio o consta de un idnico punto.

Si V(p) = ¢, entonces para todo x € X, x € V(p) y existe f, €p con
f,(x) # 0; luego existe U, entorno de x en X con f, . (y) #o Vy€U . Co-
mo por hipotesis X es compacto y la familia de entornos X {Ux}xex forman un
recubrimiento abierto de X, existen Xps XpseeoXo € X tales que la subfamilia

{Ux.} forman un recubrimiento abierto de X. Construimos f(x) = Ef% (x), f(x)#o
i

¥Yx €X, luego f(x) es unidad y f(x) € p. Por tanto p = A.

Como consecuencia V(p) # & y V(p) consta.de un inico punto, es decir,

existe un dnico ideal maximal que contiene a p.

En este caso A

8 AM, siendo A

B~ 1-1—"1 {Ap}pGSpec A

A, = Tim {A ) - I
M~ «—— “"mm € Max.(A) m € Max(A), Abia [1]. Pero A # AM pues al no ser la

topologia de X la discreta, no toda familia {fx}x € X de gérmenes de aplicacio
nes de X en R es compatible y da Tugar a una aplicacion continua de X en R.

Luego A # AB Y A no es un B-anillo.
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Consecuencia 1.4. Si X es una variedad diferenciable de clase infinito compacta,

A = Dif € (X, R) no es un B-anillo.

Demostracion. E1 razonamiento es analogo al de la proposicidn anterior.

2

Nota 1.5. Consideremos S; CR” y sea A = Dif C°°(Sl, R). A es anillo de Her-

mite. En efecto: Sea
6:51—-——>]Rn

1

una fila unimodular. Entonces l§(x)Il # o ¥x € S y podemos construir

1
g (x)
diferenciable cerrada en S

§*(x) = §(x), §*(x) toma sus valores en sh-1 y su imagen es una curva

n-1 Si n = 2 entonces la funcidn g(x5= (-fg(x), fI(x))

cumple las condiciones buscadas y si n es mayor que 2, existe algln punto

n-1 *

» X € im §* y un casquete esférico C, centrado en x que no corta a im §*.
n-1

XES
Por proyeccidn estereografico, S - Cx es difeomorfo a un abierto de .R"'l
que es paralelizable. Luego existe una referencia ortonormal en Tsn-l y?

y € Sn-l

- C,» que varia diferenciablemente con y. Sea gl(x),...,gn_l(x) esta
referencia, entonces las funciones gl(x),...,gn_l(x) son precisamente las funcio

nes buscadas.

Por tanto, hemos encontrado un anillo de Hermite que no es B-anillo.
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$-2. TEOREMA DE ESTRUCTURA DE ESPACIO SIMPLECTICO SOBRE UN ANILLO DE HERMITE.

En todo este parrafo A representarda un anillo de Hermite. Este hecho
es importante con vistas a un teorema de estructura para espacios simplecticos
sobre A pues,si U es un submdodulo 1ibre sumando directo de V,w(U) es un submbédulo

libre sumando directo de V' y dim-Utdim w(U) = dim V. -Abia [1].

Por esta razén nos interesa analizar la relacion de ortogonalidad res-
pecto de ¢ y reducirla a una ortogonalidad de V en V* cuyo comportamiento esté

perfectamente determinado.

Las definiciones y notaciones seran las mismas de los capitulos ante-

riores.

Nota 2.1. Frecuentemente utilizaremos sumas directas internas y externas simul
taneamente. Para evitar confusion, precisaremosque los sumas directas inter-
nas dependen de la inmersion que se tome de un mbdulo en otro (es decir, mane
jaremos estas sumas en el sentido de sumas de subconjuntos en la teoria gene-
ral de categorias). Para manejarnos con comodidad conviene hacer las dos pre

cisiones siguientes:

1. Sean Uy V A-Médulos, f:U — V un homomorfismo. Diremos que
U es sumando directo de V respecto de f si y solo si existe un A-mddulo U' con
VxUe U' yel homomorfismo asociado a esta suma directa ¢q;:U——V es pre
cisamente f (o 1o que es lo mismo, la proyecccién M:V —— U es el inverso de

f por la derecha).

2. Si Ves un submddulo de Ve i:U —— V es 1a inclusion, decir que

U es sumando directo de V respecto de i equivale a decir que V = U + U' con U'




submddulo de V y + suma directa interna. En este caso diremos simplemente U es
sumando directo de V. La razon de esta precision se encuentra en el ejemplo si

guiente:

Sea A =Z/(2) e Z/(4) como Z-médulo. Entonces Z/(Z) es submédulo

directo de A respecto del homomorfismo de inclusidn

2/ (g) — 2/ (2) ® Ll(4)-
a+ (2) ——= (a+(2), 0+(4)).

pero no 1o es respecto del homomorfismo tambien inyectivo

Z/ () +2/(2) © T/ (q)

a+ (2) — (0+(2), 2a+(4))
Nota 2.2. Si A es un anillo de Hermite y U es un submbédulo 1ibre sumando direc-

to de V, toda base {ul, u2,...,ut} de U se puede ampliar a una base B de V. Si

tamamos la matriz M¢,B.

la matriz de d(@IU) respecto de {ul, u2"’“t} y su base dual es

311 e alt

eeoecv e s 000

.atl con att—l
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Nota 2.3. Aunque parezca, dada la similitud de los anillos de Hermite con los
cuerpos, que seria posible prescindir de la condicion de ser U libre en la no
ta anterior, como sucede en el caso de un anillo local en el cual por ser U
sumando directo de un A-moédulo Tibre V es proyectivo y por tanto 1ibre, sobre
'un anillo de Hermite el hecho de que U e imd(Q'U) sean sumandos directos de V
y V* respectivamente no implica que U sea libre como lo prueba el ejemplo si-

guiente:

Sea el anillo Z/(G) que es de Hermite por ser anillo noetheriano y o-
dimensional [1]. Consideremos el Z/(G)-médulo Tibre. (Z/(ﬁ))2 y sobre é1 1a
forma hemisimétrica ¢ que respecto de la base candnica tiene por matriz _g é]

Consideremos el homomorfismo

(2/(5))? — (@/(5))°

(a+(2), b+(2)) —— (3a+(6), 3b+(6)).

(Z/(z))2 es sumando directo (su complementario es (Z/(3))2 e im d(¢|U) es suman
do directo de (Z/(Z))Z (de hecho coincide con é1 pues tiene cuatro elementos dis
tintos). Sin embargo (Z/(z))2 tiene cuatro elementos y 4 # 6" ¥n €N . Luego
(2/,)° no es un Z/g) - mdulo Tibre.
Nota. 2.4. La forma bilineal & induce en el reticulo L(V) de submbdulos de V
una relacidon de ortogonalidad a la que designaremos por w, - La relacion en-
tre wy wy s la siguiente. E1 isomorfismo d<I> :V—— V* induce un isomor-

fismo de reticulos. (que preserva la dimensidn)

Dy 2 L(V) —— L(V*)
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de forma que el diagrama.

D

L(V) ® L L(v¥)
(L)q)- w
L(V)

es conmutativo. En efecto: Para todo L € L(V) es

mq’(L) {xGVId(p(v) (u)=0, Yu€lL)l={v € V|d¢(a) (v) =0, Yu €L} =

{veV]ju*(v) =0, Yu® €DL(L)} = w. Dy(L) —> wy=w D

Nota 2.5. Si U es un sumando directo de V, w¢(U) se puede calcular de la forma
siguiente: Sea Ty V—— V* el homomorfismo definido en el capitulo I. Ty €S

sobre y ademds se verifica que.

i) Ty €S Una seccion

ii) Ker Ty = wq,(U).
En efecto: i) sea Il ;V —— U 1a seccidn de la inclusién i:U ——V y-
TI*: U* —5 V* el homomorfismo transpuesto. Como dq) : V¥ — V*  es isomor-

fismo, podemos construir d;I: V¥ — V y la composicion d;I U — Y,

Veamos que este homomorfismo es una retraccidn de Tge En efecto:

T .d;I T (f) =1, d;I(f.n) = dg . d;U(F i = £.OLI = .

¢

ya que por definicion r¢(u) = dq)(v) y - YveEy
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ii) Demostrado en capitulo I,

Proposicion 2.6. Sea V un espacio simpléctico, U un submédulo 1ibre sumando

directo de V. Se verifica que:

i) w¢(U) es un submédulo 1ibre sumando directo de V, al que 1lamare-

mos sumando ortogonal de U respecto de ¢, con dim V=dim U + dim wQ(U)

i) wg(U) = U

'ii'i)Ker‘. d(QIU)=mw¢(U)

Demostracion.

i) Decir que U ——i—+ V es libre y sumando directo de V, por ser d¢
isomorfismo, implica que D¢(U) es libre y sumando directo, respecto de la in-
clusidn de DQ(U) en V¥, de V. Por otra parte, como A es anillo de Hermite,
para todo U libre y sumando directo, w(U) es 1ibre y sumando directo de V* res-

pecto de la inclusion.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores se tiene que:
dim wq)(U) = dim m(DQ(U) = dim. V-dim DQ(U)=dim V-dim U

ii) Por andalogo razonamiento al anterior wg(u) es libre y sumando di-

recto de V. Por tanto -_
di 2 T
im wg (V) = dim(VU)

Sabemos que U C mg(U). Veamos que coinciden. Sea {ul,...,ut} una base de U.

Por ser A anillo de Hermite se puede prolongar a una base {ul""ut’ut+1""’“n}




-5 -

de V. Sill#wg(u)exnteVEwgun. VEAp Upt oA up e u o siendo

algin Ay # 0 para t+1<i<n. Por tanto el R (u;,...,uy, V) =t + 1.

Sea {vl,...,ut} una base de wg (U). Por ser A anillo de Hermite se
puede ampliar a una base {vl...vt,...,vn} de V. Como para todo i, 1<i<t,

2 2 - -
u; Swg (Uyyve wQ(U) es u;=ay vyttt ag vy v=b, vite.t bt Vg

Veamos que Ru(ul""’ut’ v) =t+1 1leva a una contradiccién. En efecto, la

matriz de coordenados de (ul""’“t’") respecto de la base {ul,...,vt} es

a1 A1t 0" 0 |
M =

a4 44 0.... 0

b1 bt 0 «... 0

— p—

luego Ru(M) <t+1ly U=wq2>(U).

ii1) Analogo a I.2.3.

Proposicion 2.7. Si U es un subespacio no isotrdpico de V, m¢(U) es un subes-

pacio no isotrdpico de V.

AY

Demostracion. En este caso V = U i-w¢(U) y la suma es directa. Eligiendo una
base B = {U‘l""’ Ups Up 4 qoeees un} de V con s €V, 1< i<t, uJ.qu,(!J_),

t+1<j<n, la mtriz de ¢ asociada a esta base es
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con det Ml' det M2==det M¢ = g, € unidad de A. Entonces det M1 y det M2 son
unidades y (w,(U), ¢ ) es un espacio simpléctico. Por tanto w,(U) es un
® wy(U) ®

subespacio no isotrdpico de V.

Proposicion 2.8. Sea U un subespacio de V. Las condiciones siguientes son

equivalentes:

(i) U es no isotrdpico
(ii) w¢(U) es no isotrdpico

(iii) v = UL w¢(U)

Demostracion. i) = (ii). Trivial de 2.7.

(ii) = ii1). Al ser wy(U) no isotrépico Ker d¢|m¢(U) =0 pero

- 2 2 _ _ :
Ker d¢|w¢(U) = w¢(U) N w¢(U) y como wy (U) =U es V= U4-m¢(U) y por defini-
cion de ortogonalidad respecto de ® es V = Ul.mé(U)

iii) = (i). Trivial pues Ker d(@lU) = {o0}.

Proposicion 2.9. Sea U un subespacio no isotrdpico de V. Entonces Ya €U

con o{a) = A existe b€ U tal que ¢(a, b) = 1.

Demostracion. Sea My la matriz correspondiente a ¢|U respecto de una base de

U. Veamos que existe b € U con (a). M¢(b)t = 1. Por ser o(a) = A, a==(a1,...

an) es unimodular y existe GeGLn(A) tal que a. G=(1,0....0) Abjal 1].

1

Considerando la matriz C~ M, es det(C'1 M¢) =1 y por tanto sus filas son

(0]
unimodulares siendo (1,0...0). C'l. M¢ = (all...aln) primera fila de G'l. M¢
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unimodular. Como existe S tal que (all"'aln)' S =(1,0...0) es

1

0
(au...aln). S.ll:: =1
0

t

y tomando b= (1,0...0). S° es (a). Mq)(b)t = 1.

Definicion 2.10. Un par de vectores ordenados (a, b) tal que ®(a, b) = 1 se

11ama PAR HIPERBOLICO.

Definicion 2.11. Al submédulo engendrado por un par hiperbélico se le 1lama

PLANO HIPERBOLICO. Es evidente que un plano hiperb6lico es un subespacio no

isotropico de dimension dos.

Teorema 2.12. Todo espacio simpléctico es suma ortogonal de planos hiperbdli-

Cos.

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de las proposiciones anteriores actuan

do por recurrencia sobre la dimensidn de V.

Corolario 2.13. Dos espacios simplécticos de 1a misma dimension son isométri-

cos ya que siempre existe una aplicacidn lineal, que transforma base candnica

en base candnica, y es isomorfismo.
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$ -3. EL GRUPO SIMPLECTICO SOBRE ANILLOS DE HERMITE DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

E1 problema a resolver en esta seccion es encontrar una clase de ani-
11os de Hermite para la cual el grupo simpléctico de cada dimension esté gene-

rado por las transvecciones simplécticas.

Hemos probado que €sto sucede para B-anillos y dado que existe una cla
se muy amplia (que contiene al menos‘a todos los anillos de polinomios con coe-
ficientes en un cuerpo o anillo local regular de dimension menor o igual que
dos) de anillos de Hermite que son simultaneamente B-anillos, podemos afirmar
que existen anillos de Hermite con esta propiedad. E1 problema estd en demos-
trar que esta propiedad se verifica para todos los anillos de Hermite, resulta-

do que no creemos cierto.

Trabajaremos con aniilos de Hermite cuyos elementos se pueden conside-
rar como funciones aunque la existencia de funciones continuas "patoldgicas",
como las curvas de Peano, hace necesaria que esta consideracion de los elemen-
tos del anillo como funciones deba ser el de funciones diferenciables (de com-
portamiento regular en la dimensidn). Para este tipo de anillos probaremos que
el grupo simpléctico, en cualquier dimension, estd generado por las transveccio

nes simplécticas.

Siempre que hablemos de variedad diferenciable, se entenderd una varie
dad diferenciable real y compacta, con lo cual, si X es una variedad diferencia
ble y F(X) su anillo de funciones con valores reales, Max(F(X)) con la topolo-
gia de Zariski coincide con X y el haz F. de funciones diferenciables sobre

X coincide con el haz F imagen reciproca por la inclusion.
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Max.(F(X)) > Spec(F(X))
del haz F(X) sobre Spec(F(X)).

Definicion 3.1. Sea X una variedad diferenciable n-dimensional, sea U un abier

to de X. Llamaremos paralelizacion de U a una familia de campos vectoriales

{31, 3é....3h} 1inealmente independientes en los puntos de U.

Diremos que X es una variedad paralelizable si existe una paraleliza-

cion de X como abierto.

Nota 3.2. Es un resultado conocido de geometria diferencial que las esferas s"
son paralelizables solamente para n=1,3,7, asi como que X es paralelizable

si y so0lo si su fibrado tangente es trivial

Analicemos entonces el comportamiento de las filas unimodulares y la
ampliabilidad en el caso en que X sea una variedad diferenciable compacta y A

el anillo de funciones diferenciables sobre X con valores en R.

3.2.1. Una fila § € A" es unimodular si y sdlo si Ziff(x) # 0 para todo x € X,

es decir, si y s6lo si la aplicacion f*(x) = —fl) de X en R" esta defini_
Ve (x)
da como IIf*(x)ll = 1 para todo x € X. f* toma sus valores en la esfera Sr'l,

luego las filas unimodulares se pueden interpretar como aplicaciones -via redug
cién a 1 de una norma- de X en "1,
3.2.2. Una fila § €A" es ampiiable si y s6lo si existen 91> gz,...,gr_IGEAr

con
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filx)  folx) ... fLx)
gl’l(x) gl’z(x) e gl’r(X)

gr—l,l(x)gr-l,Z(x)"' gr-l,r(x)

para todo x € X; o equivalentemente, si y solo si existen funciones g?:x —R"
. 5 -
tales que para todo x € X el conjunto {gi(x)}1<:i<;r-1 son un sistema de vec

tores en R" ortonormales y generan siempre un hiperplano ortogonal a §(x).

r-1

Consideremos ahora S sumergido en R". Identificando para todo

a €™ el espacio tangente Tgr-1  con el hiperplano w(a); la observacién

anterior nos da las siguientes condiciones para que una fila § unimodular sea am-

pliable:

Proposicion 3.2.3. La fila § unimodular es ampiiable si y sélo si existe un

r-1 que contenga a im f*

abierto paralelizable de S
Nota 3.3. S", con n=1,3,7, es paralelizable, luego toda fila unimodular de 2,
4,8 elementos es ampliable siempre, Por tanto todo anillo de funciones diferen-

ciables es de Hermite a niveles 2,4 y 8,

E1 problema se presenta cuando n # 1,3,7. En este caso, puesto que por

proyeccibn estereogrdfica, sh. {P} es isomorfo a Rn'l, basta con que f* no sea

n-1

sobre para que si P § imf*, imf* C Sn-{P} es isomorfo a R y por tanto

imf* estd contenida en un abierto paralelizable y f* es ampliable.
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Como consecuencia, hemos obtenido los siguientes resultados.

Proposicion 3.3.1.

a) Todo anillo de funciones diferenciables de X enR es de Hermite

a nivel 2,4 y 8.

b) Un anillo de funciones diferenciables de X en R es de Hermite
si y s6lo si no existe ninguna aplicacion diferenciable suprayectiva de X —S

con n ¥ 1,3,7.

Nota 3.4. Un refinamiento evidente de b) es el siguiente:

Si X es una variedad diferenciable r-dimensional, el anillo de funcio
nes diferenciables de X en R es de (r-1)-Hermite, es decir, toda fila unimodu-
lar de longitud mayor o igual que r + 1 es ampliable. En efecto: Si X es de di
mensién r, una aplicacion f*:X — s" sélo puede ser suprayectiva para n
menor o igual que r ya-que im f* se puede estratificar como union de varieda-

des diferenciables de dimension menor o igual que r.

Esta es la razon por la cual hemos debido considerar anillos de funcio-
nes diferenciales y no anillos de funciones continuas, pues si § es continua la
dimensidn de im f* no queda 1imitada en general, como prueban las curvas de Peano,

por la dimensidn de X.

Observemos también que aqui se amplia un resultado conocido de geome-
tria algebraica ya que, Bass [4], prob6 que todo anillo de funciones polindmicas

sobre una variedad algebraica no singular y de dimensién r es (r-1)-Hermite.
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En cualquier caso existen suficientes anillos en la clase de los ani-
1los de funciones diferenciables que son de Hermite. E1 problema de encontrar
una clase mas amplia de anillos con esta propiedad, no ha sido resuelto, al me

nos en nuestro conocimiento, y continuaremos trabajando sobre €1.

Otro tipo de anillos interesantes son los anillos de funciones comple-
jas sobre variedades complejas, en los que suponemos que las cosas marcharan de
forma perfecta, dado que la complexificacion del fibrado tangente a una n-esfe-
ra es siempre trivial, Este es, no obstante, un campo interesante al que pensa
mos dedicar. un proximo trabajo, ya que, en este caso, la matriz simpléctica pre

senta también caracteristicas especiales que la hacen mis interesante.

Para terminar esta memoria, destacaremos algunas propiedades importan-
tes de las transvecciones simplécticas en espacios simplécticos sobre anillos
de Hermite., Usaremos las mismas notaciones que en el capitulo II siendo validos

aqui todos los resultados de cardcter general obtenidos allf.

Definicién 3.5. Sea A un anillo de Hermite, (V, &) un espacio simpléctico so-

bre A. Diremos que un submédulo Tibre H CV de dimension n-1 es un hiperpla

no si y s6lo si existe p € V* tal que

heH< plh)=o0

Proposicion 3.6. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) 1t es transveccidn simpléctica.

(ii) T € SPn(A) y existe L libre y sumando directo de dimension 1 con

(x)-x el ¥x €V.
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(iii) T e SPn(A) y existe un hiperplano H tal que Tf,=1,.

Demostracidn. Sea T(x) = x +X ®la x)a

(ii) = (iii). Sea L = L{(a), a unimodular = m¢(L) = H es un hiper

plano. Como para todo x €V t(x)-x € L se verifica que para todo y € H.

o(t(x) -x,y) =0 =& (t(x),y) - 8(x,y) = &(t(x),y) = &(x,y)

-1

Al ser 1, 1T~ € SPn(A) se tiene que

o(t7Hx), 17HY)) = 0lt(x),0) = 8(x,y) => o(x,T7Ny)) = ¥(x, )
Luego
¢(x,1'l(y) - y)=o0 para todo x € V
y por tanto

T-l(y) -y € Ker d¢ =D T-l(y) -y=0 =>y=1'(y)
para todo y € H. c.q.d.

(iii) = (i). Sea 1 € SPn(A),"rH = IH con H hiperplano. Sea
L= w¢(H) = L(a). Puesto que a es generador de una linea es unimodular y .

existe b € L(a) con &(a, b) = 1, es decir, L(a, b) es un plano hiperb6lico.

Sea V =L{a, b) L P. Como para todko x €V es t(x)-x € L(a) parti-
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cularizando para b€V es Tt(b)-b € L(a), Tuego existe A € A tal que

(b)-b=xa=>1(b) =b+ A a.

Tenemos que ver, pues, que ¥x €V es 1(x) = x + A ¢ (a, x)a. ST x €V,
x=ra+sb +p, r, s€A, p€P, Entonces
(x)=r. tla)*+ s. 1(b) + ©(p) = r. a+s. t(b) +p.

(ya que a y b pertenecen a H)

=ra+s(b+ra) +p=ra +sb +s.A.a+p-=

=ra+sb+p +rd{a, r. a+sb +p). a pues ¥a, p) =0

= x + A &a, x). a c.q.d.

(i) = (ii). Sea 1€ SPn(A). Considerando L = L{a) que evidentemen-

te es libre y sumando directo de V por ser a unimodular, se verifica que t(x)-

x=X ®la, x)a € L{a) ¥xe€ V.

Nota 3.7. Sea T = Ty 3 Una transveccion simpléctica. L(a) recibe el nombre de
]

LINEA de T y H = wy (L(a)) se 11ama HIPERPLANO de T.

Si A es unidad de A, la transveccion simpléctica T, 5 Se 1lama UNIMO

DULAR.

Pasemos, para finalizar, al estudio del grupo simpléctico y el grupo
simpléctico especial n-dimensional de un anillo de Hermite de funciones diferen

ciables.
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Proposicion 3.8. Sea A un anillo de Hermite de funciones diferenciables; sea

(A", ®) el espacio simpléctico de dimensién n sobre A con n = 2k. Si u,veE A"
son dos filas unimodulares de A" se puede encontrar una cadena de transveccio-

nes simplécticas con orden contenido en o(v - u) que transforma u en v.

Demostracidon. Haremos la demostracidon en tres etapas.

1) Supongamos que o(v - u)=A y que u v=d{u,v) = (u) M<»(\;)t es una

unidad en A.

En este caso la transveccidn

(x) =x+e ®v-u, x).(v-u)

con €=9(v, u)'1 verifica que

(u) =u+ d(v, u.)-l. d(v-u, u).(v-u)=u+v-u=v

2) Supongamos que of{v - u)=A y que uv no es una unidad de A. En
este caso, veamos que existe una fila unimodular w que verifica que o(u-w) =
o(v-w)=A siendo u.w y v.w unidades de A, con 1o que aplicando 1), exis-
ten transvecciones Ty ¥ To que transforman u en w y v en w, respectivamente.

. P . > - '1
La cadena de transvecciones buscada serfa la composicion t,” 0 T;.

Para demostrar ésto, necesitamos el teorema siguiente de Abia [1]: un
sistema Zaij }\J.=b1. -se dice libre si y s6lo si R(aij)=Ru(a1'j) y R(aij’bi)=
Ru(aij’bi)’ Entonces un sistema libre sobre un anillo de Hermite posee solucidn
si y s6lo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el rango de

la matriz del sistema.
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Entonces, la existencia de una tal w se prueba demostrando que el sis

tema
u.W=€1

g
g
"

€2

con gy, €, unidades en A, posee solucion. Como trabajamos en un anillo de Her

mite, siempre que

Ujy Upeowo.ol
1° 72 n
Ru

"
N

Vl V2 cee V',l

el sistema posee solucion cualesquiera que sean SRAL E1 problema se presen

ta cuando
8
R u1 Uy «ov Uy
u =1
ivo n

Esta circunstancia se puede presentar por dos causas distintas:

a) Porque v=2A. u. En este caso, y puesto que u y v son unimodula-
res, A es una unidad y u se puede transformar en v por una transveccion simpléc

tica.

b) Porque
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En este caso, Si consideramos para cada punto x € X 1la matriz numérica.

ul(x) u2(x) ces un(x)

vl(x) vz(x) i vn(x)

el rango de esta matriz en cada punto al menos es 1 -y ademds- la matriz no
puede tener una fila nula. Llamando Mij(x) a los menores de orden dos de es-
ta matriz y&=2 ij(x), en los puntos de D(2)=X-V(4) el rango de esta ma

triz sera 2 y en los puntos de V(&) serd 1.

E1 hecho de que ninguna de las filas de la matriz sea nula, nos permi

te construir funciones sl(x) y ez(x) no nulas sobre x y tales que

ul(xo u2(x) cee un(x) el(x)
R
vl(x) v2(x) et vn(x) ez(x)

]
—
.

para todo x € V(2), sin mids que elegir el(x) =2 ? ui(x) ui(x),
ez(x)==2 Zvi (x). vi(x) sobre V(&) y prolongar por particion de 1a unidad.
Con ello, la columna (sl, 52) es combinacion lineal de los restantes columnas.

En los puntos de V(2) en los cuales 4=0 esu=Av, A#0 Yy 2”1"’1‘ =

rd
2;\v1? con vaf#o al ser Evf #0

Entonces se pueden elegir unidades € Y & de forma que el sistéma
se pueda resolver localmente. Obviamente las soluciones locales son siempre-
compatibles y el sistema admite solucion global. Ademds, al afiadir el coefi-
ciente dos, hemos garantizado que no puede ser u(x)=w(x) o v(x)=w(x) con lo

que w-u y w-v son unidades.
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3) Supongamos o(v-u)=J # A. Podemos construir en este caso una base

candnica {el, ez,...,en} de A" con e L e; yej=u yaqueues unimodular.

n n
Entonces v-u = v- e = ? Ai s Ai €J luego v = e14-¥ Ai e.
i
Si Tlamamos a, = ey =u, ay;=e + xl Csinces 5 ai-e1+§)\i. e, se
tiene que
n.
a =e)=u an=e1+fkiei=u, AieJ

Veamos que es posible pasar de a;_,2 a; mediante un producto de trans

vecciones simplécticas de orden contenido en J. En efecto:

e, * e, es unimodular para todo i >1 ya que seria la funcidn de
i
componentes (0,1,0...1...0) si i#2 o(0o20 ...0)si i=2, que son unimo

dulares por se 2 una funcidn constante y se verifica que

i-1
(eprey). ajy=leprelleps B agegl=-1-%
Ahora bien, podemos suponer sim perdida de generalidad que |A1(x)|<:1,
pues en cualquier caso, siempre se pueden dividir u y v por 2liull o 2ivil sin

dejar de ser unimodulares. Por tanto, siempre se puede suponer que (ezi-ei).

a_1q es unidad

Podemos entonces construir la transveccion

1, . A,
Tj(x)-x+Aj. d>(e_2+ej, aj-l) d>(e2+ej, x)(0_2+ej)

y del mismo modo se comprueba que es viable la transveccion
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2 _ = |
rj(x) = x-Aj. ¢(e2, a; + Aj ez) . ¢(e2, x). e,

y se verifica que

1 2
.) C ;) € J.
O(TJ) J O(TJ) J

siendo

N

1 o
5. Tj(aj_l) a;

Por tanto, el producto de estos productos de transvecciones cumple las condicio

nes requeridas.

Proposicidon 3.9. Sean (u, ul), (u, uz) pares hiperblicas en (A", &) con las

condiciones de la proposicion anterior. Entonces, existe una cadena de trans-
vecciones simplécticas de orden contenido en o(v2 - vl) que dejan u invariante

y transforman vy en vy,

Demostracion. Esta proposicion es muy parecida a la anterior. Divideremos su

demostracion en tres etapas:

1). Sea o(v2 - v1)==A y vy vy unidad en A. Entonces la transvec-

cion buscada es 1a 1) de la proposicidn anterior.

2). Sea O(VZ"VI) =AYy Y1+:VY2 una no unidad en A. Podemos suponer
siempre que Hvz. vlﬂ'< 1 puesto que dejando u invariante, podemos dividir v

por 2llv2 3 vlll. De esta forma (l-u2 z vl) es una unidad.

Por otra parte al ser (u, ul) y (u, v2) pares hiperbdlicos 1o es
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(u, Vo-vg) Y al ser tanto u como vy =g unimodulares forman parte de una ba
se canonica. Por tanto Vp-vy-u es uma fila unimodular ya que, respecto de
esta base, tiene por coordenados (-1, 1, 0...0). Entonces considerando las

transvecciones

T(x) = x + (u.x)u
TWx)=x-(L-v2v1)[h@-ul-uL x] (v, - vy-u)

el producto T' .1 es la cadena buscada.

3). Sea o(vz-v1)=.J # A. Basta construir la base candnica con

e == Vs &=u Y repetir el proceso de 3) de la proposicion anterior.

Teorema 3.10. Si A es un anillo de Hermite de funciones diferenciables, el gru

po simpléctico SPn(A) estd generado por las transvecciones simplécticas.
Demostracion. Trivial de 3.8 y 3.9 por un proceso de induccion.

Nota 3.11. X es una variedad diferenciable conexa si y sélo si centro SPn(A) =
{1, -1}. En efecto, como X tiene componentes conexas si y s6lo si existen 2"
raices de 1 en F(X) Si X = ? Xi son las componentes conexas de X, fEF(X) ve-
rifica que f2=1 <> fIX- = +1, 1<i<n. Luego las raices de 1 son las
funciones definidas por }Ixi =+ 1 que son en total 2"). Entonces X es cone

x0 si y s6lo si las Gnicas raices de 1 en F(X) son 1y -1,

Teorema 3.12. Si A es un anillo de Hermite de funciones diferenciables
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E.S.Pn(A, J) esta generado por las transvecciones simplécticas de orden conte-

nido en J.

Demostracion. Veamos que o € ESPn(A, J) puede escribirse como un producto de

transvecciones de orden contenido en J.

Sea {el o oee zn} una base candnica de V. Sea c(ei) = ¢!. Entonces

]
i
o(e;- ei) C J. De acuerdo con la proposicion 3.8 e, se transforma en ei por
transvecciones de orden contenido en J. Estas transvecciones transforman {ei}
en {eg}, para todo i >1, tenemos o(e" - ei) C J. La proposicion 3.9 prueba
i

que e; puede transformarse en eé por transvecciones de orden contenido en J
permaneciendo invariante e%. Por tanto {el, ez} puede transformarse en {ei.
eé} por transvecciones de orden contenido en J. De esta forma el ortogonal

L(el, ez) ird al ortogonal L(ei. Qé). Asi podemos concluir la demostracion

por induccion sobre la demensidn de V.






