CAPITULO I1 ESTRUCTURA DE SP,(A).

$-1. TRANSVECCIONES SIMPLECTICAS.

En este capitulo trataremos de extender algunos resultados de Klingen-
berg [12] en anillos locales al caso general de un anillo cualquiera. Usaremos

algunas de sus notaciones que detallaremos aqui.

Nota 1.1. Sea A wun anillo conmutativo y con elemento unidad, J un ideal de

A. Consideremos el homomorfismo natural
h:A— A/y
E1 funtor SPn(-) transforma h en un homomorfismo de grupos
hy : SP (R) —> SP_(A/;).

Indiquemos breyemente quien es hJ. En primer lTugar h induce un homomorfismo

de espacios simplécticos.
=y, (aD n
(h. hy): (A7, @) — ((A/5)7. ;).

donde ¢ y ¢J son las formas bilineales hemisimétricas cuyas matrices, respec

to de las bases candnicas de A" y (A/J)n son la matriz




s R

y‘hJ como homomorfismo de grupos abelianos es h2n y -respecto de las bases
canénicas de A" y (A/J)n- ﬁb tiene por matriz la matriz identidad.

Entonces hJ estd definido asi: Vo € SPn(A) = 1(A", @), hJ(o) es el homomor

fismo que respecto de las bases candonicas tiene por matriz:

L -1 _
WU(O)_MEJ.MM&.MHh-hmo).

donde h(Mo) es la matriz de clases de elementos M médulo J.

Proposicion 1.2. Se verifica que

(1) hJ(o). hJ = h'J o O
para todo o € SPn(A) y hJ(o) queda univocamente determinado por (1).
Demostracion. Al ser ﬁb epimorfismo de grupos abelianos, hJ(o) queda univo-

camente determinado por (1) como homomorfismo de grupos abelianos y por tanto

como homomorfismo de A/J-médulos.

Sea x € A", «x =(x1,...xn) respecto de la base canénica de A". Enton

ces
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¥x € A", hy(o) .hy(x) = (h(x)),...,h(x ) Wy (0) =

= h(xl,...,xn). h(MO) = h [(xl,...,xn) Mo] = h\J . o(x)

1o que prueba (1).

Notaciones 1.3. Sea (V, &) un espacio simpléctico sobre A, h, h y F& Tos

homomorfismos de la nota 1.1.

1. ¥ u€ A, Llamaremos ORDEN de u -y escribiremos O(u)- al ideal

generado por w

2. Sea x €V. Llamaremos ORDEN de x -y escribiremos 0(x)- al minimo
ideal J de A tal que Fb (x) = 0.
3. Sioe S.Pn(A), 1lamaremos ORDEN de o -y escribiremos o(oc)- al

minimo ideal J de A tal que hJ(o) pertenece al centro de SPn(A/J).

4. Sea G un subconjunto de SPn(A). Llamaremos ORDEN de G -y escri
biremos 0(G)- al minimo ideal J de A tal que hJ(G) estd contenido en el

centro de SPn(A/J).

Proposicion 1.4. Sea B = {vl, vz,...,vn} base de V, x = Xq v1+...+xnvn un

elemento cualquiera de V se verifica que:

1. of(x) = Jl(xl. cex) = (xl. . xo) A siendo Jl(x1 ceex)) el

ideal engendrado por 1o menores de orden uno de la matriz (xl...xn).

2. Si G es un subgrupo de SP_(A),0(G) = Z ofo)
n 0EG




-23 -

Demostracion

1. Trivial ya que h.(x) = (x;+Jd,..,x_, +J) y el minimo ideal J
J 1 n

con x; + J=0, Vi=1,2,..,n es Jl(xl..xn).

2. Observese que si G y G' son dos subconjuntos de SPn(A) tales
que G C G', ho(G')(G) c ho(G.)(G') C centro SPn'(A/o(G') ) oy
por definicion de o(G) se verifica que o(G) Co(G'). Como consecuencia
Vo € G, o(g) Co(G) y por tanto oée o(o) Co(G). Luego si demostramos que
V1 €6, h 0(o) (1) pertenece al centro de SPn(A/ EGO(O)),hoéGO(O)(G) c

o€eG o

centro SPn(A/ y quedaria probada la proposicion
o

)
Zgolo)

Para ello consideremos el diagrama:

h
5P, (A) of) 558, (Mg 1))
h
Tz ofo)
&g h
[0} 0260(0)/0(1)
{!

SPn(A/céGO(G) )

Por el segundo teorema de isomorfia:

A/ =~ A/ / <
ogGo(o) o(7) céﬁo(o)/o(r)

y por tanto tenemos el homomorfismo suprayectivo:
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h :SP_(A/_(.\) —> SP_(A/ )
b o(o)/o(T) n*“o(t) n ZGo(o)
faue hace el diagrama conmutativo

Como h

(t) € centro SP_(A/ )y h es suprayectivo
o(t) n'"o(t) oéG 0(0)/y (1)

se verifica que
h [h (1)) €Ecentro SP_(A/ )
oZéGo(o)/o(_[) o(1) n 250(0)

luego al ser el diagrama conmutativo se tiene:

h (1) € centro S.P_(A/ ) c.q.d.
ogGo(o) n cjé(;o(o)

Definicion 1.5. Sea (V, ¢) un espacio simpléctico sobre A. Llamaremos TRANS-

VECCION SIMPLECTICA, o simplemente transveccidon, a toda correspondencia

o:V—>V tal que existen a €V y A €A con ofa) = A, tales que:

¥Yx€V, o(x) =x 412 9 (a, x) a

a. recibe el nombre de DIRECCION de o.

Definicién 1.6. Diremos que H CV es un HIPERPLANO de V si y sélo si existe

p € V* tal que:

h€H<=> plh) =0
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Proposicion 1.7. Toda transveccion de (V, &) es un elemento de IV, ¢)=:SPn(A).

Demostracidén. Sea o una transveccidn de direccidn a o(x) = x+X ¢ (a,x). a

con o(a) = A. Veamos en primer Tugar que ¢ € AutA(V).

En efecto: Si A = 0 es trivial. Supongamos entonces que A # 0. Tri-
vialmente o es un automorfismo de A-médulos. Sea B = {v1 v2,..,vn} una base
de V. Si identificamos x con sus coordenados respecto de la base B se tiene

que

(x). M_= (x) - A(x). M. (a%). (a)

luego si 1lamamos N a la matriz MQ.(a)t. (a). e 1 a la matriz identidad, se
verifica que ¥x €V (x). M, = (x) (I - AN). Por tanto M0 =] ~-AN y si

denotamos por

al menor de N obtenido con las filas il"'ir y las columnas jl...jr de 1la

matriz N se tiene que.

= 2 ij Ny 3l

siendo N = ("ij)'

Pero, si denotamos por Ji(M) al ideal engendrado por los menores de
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orden i de la matriz M, para todo i se verifica que

33(N) € 3;(My). 3y [(a%).(a)] 1101 y . [(a%). (a) =0

1 TS
i} RERLM I oL .
Yr>1 = Jr(N)-O VYr>1 =— Nl:il“'.r:l -0,V11>12>...>|rVr>1.

Ademas si My = (mij) se tiene que:

i T T Mg % 2 T BN g T DMy 8ye 2t
i

= T a..a.m. +m.) =

i% a; aJ(m1J mJI) 0

ya que M¢ es una matriz hemisimétrica.
Por tanto det.(Mo) =1 y o es un automorfismo de V.
Trivialmente se comprueba que o es compatible con la forma bilineal ¢

c.9q.d.

Proposicion 1.8. Sea o € I(V,®) una transveccion o(x) = x+A ¥(a,x) a con

o(a) = A. Entonces existe un hiperplano H de V tal que:

(a) Los inicos vectores invariantes por o son los de H.
(b) Yx€V, o(x) - x €H,

(c) olo) C 9(7\).

Demostracion

(a) Por definicidn de hiperplano, H = {x € V tales que d() a){(x) = o}

es un hiperplano, luego
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Yh €H, o(h) = h+ rd(a,h) a=h + & (Aa, h) a=h

Por otra parte, sea x €V tal que o(x) = x. Entonces A ¢ (a,x) a=0 y co
mo por hipétesis o(a) = A, identificando a con sus coordenadas respecto de
la base B= {ul...un} de V, (al,...,an) engendran A y por tanto existen
>‘1' ‘€ A tales que J\l a; + -+ )‘n a, = 1. Luego si denotamos por
b =.'>\<I>(a., x) se tiene

ba1 = ba2 =...=ba_=0
con lo que

b=>b.1= b(>\1a1+...+>\n an)=)\1(ba1)+...+>\r| (ban)=0 = b=0

Por tanto dq,(x a) (x) =0 y x €EH.
(b) Veamos que dglA a) [o(x) - x] =0. En efecto:

dq)(x a)o(x) - x] = d‘p(k a) [A & (a,x) al=X1d (a x) dq)(k a) (a) =
=220 (a x). ¢(a, a) =0 =>o0(x) - x EH
(c) Veamos que ho(A)(c) € centro SPn(A/o(A))' En efecto: Respecto
de la base B = {ul...vn} de V, Mho(x)= M (mod. o(A)). Como por otra parte
M, =1-)N, M, =1 (mod. o(A)). Por tanto ho(A) = lspn(-A/o(A)) y por

o{A)
definicion de o(c) es o(o) C o(A)
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¢ -2. SUBGRUPOS DE CONGRUENCIAS EN SPn(A).

Definiciones 2.1.

2.1.1. Llamaremos SUBGRUPO GENERAL DE CONGRUENCIAS mddulo J de SPn(A)

-y lo denotaremos por G SPn(A, J)- al subgrupo hsl (centro SPn(A/J)).

2.1.2. Llamaremos SUBGRUPO ESPECIAL DE CONGRUENCIAS médulo J de
SPn(A) -y 1o denotaremos por ESPn(A)- al subgrupo Ker hj.

Notas 2.2. Trivialmente se verifica que:
(a) G SPn(A, A) = ESPn(A, A) = SPn(A)
(b) GSPn(A, 0) = centro SPn(A)

(C) E.Spn(A, 0) = ISP (A)
n

Proposicion 2.3. Se verifica que:

') = 2 _
centro SP_(A) = {e'ISPn(A)l e?=1, e € A}.

Demostracion. Evidentemente si o € SPn(A) es un elemento cuya matriz respecto

de una base B = {v; v,...v .} de V es de la forma

con e2=1, VYy€ SPn(A), Y.0o=0.Y y o€ centro SPn(A). Veamos pues

que todo elemento de centro SPn(A) es de esta forma.
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Sea YEcentro SPn(A). y sea T una transveccion de V definida por

1(x) = x + ®(a x)a con o(a) = A. En particular:

Y.T=T.Y <=>Y1'Y'1=-r<==> ¥x €V, -r(x)=Y'rY'1 (x) =

= v[ Y'I(X) + ola, Y Hx)) al = x + o(a, v Hx)). Y (a) <—

<—>¥x €V es &(a, x) a = @("Y(a), x). ¥(a). (1)

Analicemos la igualdad (1). Identificando cada elemento de V con sus coorde-
nadas respecto de la base B, o{a) = A implica que existen A € A tales que
}‘1 a1+"’”‘n a, = 1 y podemos considerar el sistema:
.. t
M‘Y.M° - (X.) = (Al’ AZ’...’An)
que posee solucidon ya que det(My) y det(Mq,) son unidades. Por tanto podemos

encontrar un vector Xx tal que

—
n

(a). M .M. @ = o(y(a), X )

Entonces &(a, X) . a = y(a) y si 1lamamos € = #(a, xX) se tiene que

y(a) = € &

Sustituyendo este resultado en (1) resulta que

Yx €V, o(a,x), a = ¢(y(a), x). X
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luego

[¢(a, x)- € #(v(a), x)Ja=o0

pero al ser o(a) = A razonando igual que en la demostracion de II.1.8. se tie
ne que

¥x €V, ¢(a, x)-eo<1>(Y(a), x) =0=>

=> (a). Mq,.(x)T-(a). M, .M .eo.(x)T=o, ¥x EV —>

®
—> (a)(My-€, M, = (o)
como o(a) = A, a # 0o y por tanto

det(M¢- e:o.MY - My) =0 — det(Md,). det(l-eo MY) =0 yal ser

)

det(MQ) una unidad se tiene que

det(I-eo M )=0—> 1-[c =M []]- oqu[U“ + eg det(M )]=o0

luego si 1lamamos
e i n-1
p= IEMY[i]+. ot gy det(MY)] .
se verifica que
l-eoﬂ o

Tuego €, €S una unidad de A que en principio depende de a.

Sea B = {vl, vy ...vn} una base de V. Entonces o(vi) =

Yi=1,2...n. Consideremos las transvecciones:
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ti(x) =x + ¢ (Vi’ x) vy ¥i

Por un razonamiento andlogo al anterior, existen unas unidades {51}1‘:1‘:n

tales que

'y(v].) = €40 Yy ¥i 1<i<n,

Ademis Y¥i,j, 1<i<n, 1<j<n, i#Jj, severifica que o(v1.+vj) = A

Luego, considerando los transvecciones

P = : . s tv,
ru(x) X + <b(v1+v3.x) (v vJ)

por el mismo razonamiento, existen unidades {e 1<ij<n, 1<jJ<n

igtigs e
siendo

Y(vi + vj) = eij(vi-rvj)
Pero como vy es homomorfismo

.+y.) = g ) =€, v, Ve = € (Ve +V.) = €ex VetEgs Ve
Y(vl-PvJ) Y(v1)*-y(vJ) €q- Vi * €Yy = €45 (v1 vJ) €55 Vit €45 Y

Tuego

i

Por tanto

¥i, 1<i<n, g;=€ —> Y("j)=e"j
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y al ser y homomorfismo

¥x €V, v(x)=c¢ex

con el mismo €.
Ademds, por ser y automorfismo, se tiene
o(x,y) = o(v(x), v(y))=0(e x, ey) = €20 (x, y).

y como existen x, y €V con &(x, y) = 1, se deduce que €2=1. Lluego la ma-

triz de y respecto de la base B es de la forma

con ¢ unidad de A y e2=1. (c.q.d.)

Corolario 2.4. Las condiciones siguientes son equivalentes:

i) Centro SPn(A) = {1, -1}

ii) Spec A es conexo.

Demostracion. Como Spec A es conexo si y s61o si los unicos idempotentes de

A sonl y -1, de la proposici6n anterior se sigue trivialmente el corolario.

Corolario 2.5. Si 1lamamos Id.(A) al grupo multiplicativo de los elementos




- 33 -

idempotentes de A, se verifica que:

GSPn(A, J)/ESPn(A. g = Id.(A/J).

Demostracion. Resuelta de aplicar el primer teorema de isomorfia al homorfismo

de grupos:

hJ : h'1[Centro SPn(A/J) ] —> centro SPn(A/J).

Corolario 2.6. Para toda transveccion t, T(x)=x+2A ¢(a,x). a con o{a) = A,

se verifica que o(t) = o(A).

Demostracidn. Como consecuencia de 11,2.3. se verifica

(1) = hJ(t)Gcentro SPn(A/J) =>3e€ A, €2=1 MTEE.I(mod J)
Por otra parte, usando las notaciones de, II.1.7, podemos escribir que
MT=I-AN con N=M¢.(a)t. (a)
Tuego
(1) = I-AN=e.I(mod J)=> (1-¢).I=A.N (mod J)

Ahora bien, como o(a) = A, el razonamiento de la proposicién 1I,1.7 garantiza

la existencia de x€V tal que &(a,x) = 1. Entonces

(x). N = (x). M, (@)%, (a) = a
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luego
(1)=> (1-€¢).(x).I=2. (x).N=21r.a(mod. J) (2)

pero

(1) My(@)t = 1 = () M () = 1= (a).My (1) = -1,

ya que M‘p es hemisimétrica. Por tanto, multiplicando los dos miembros de (2)

por M,. (x)t resulta:
t t
(1-¢). (x). Mq,(x) = )\.(a).M‘p.(x) (mod. J).
Como (x).Mq,.(x)t=d>(x, x) =0y (a).Mq)(x)t=- 1 se tiene que:

-2z o(mod. J) =—> A€EJ =—> o(A)CJ

Por tanto hemos probado que para todo J ideal de A, hJ(-r)Ccentro SPn(A/J) -

o(A)CJ y en particular tomando J = o(t). se tiene que

o(A)Co(t). (c.q.d)

Nota 2.7. Obsérvese que para una transveccién simpléctica

(x) = x+A. ®(a,x). a conoa) = A
aunque A y a no estin univocamente determinados si lo estd o(r).

Si A es un no divisor de cero de A, (u, b) define 1a misma transveccidn

que (A, a) si y solo si a =-¢€. b siendo € unidad de A tal que p=2xr.€e2.
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En efecto: Si (A,a), (u,b) definen la misma transveccién 1, o(r) =

o(u) = o(t) y ademds

(1) A da,x)- a=nd (byx) b
p =2t
Como o(A) = o(u) = y al ser A no divisor de
A = yh

cero => ) =)x-t - h=> A-(l-th) =o0o=>t-h=1=> t y h son unidades
en A. Entonces
(1) <= ¢(a,x)a = &(b,x)-b
Por otra parte como existe x € V tal que ¢(a,x) =1 se tiene que
a=t-o(b,x):b Luego para todo x € V, &(a,x)-t-¢(b,x)-b = t-®(b,x):b y al ser
t unidad y o(b) = A.
o(a,x) - &(b,x) = &(b,x) VY x€EV
Eligiendo un y € V tal que &(b,y) =1 se tiene
o(a,y) - (byx) = 1.

luego &(b,x) es una unidad y

a=¢b con € = t-o(b,x), € unidadde A y u = Ar-e?

Reciprocamente, si a =€- b, p = A-€e®> y € unidad de A, trivial-

mente.
YVx€V A0 (a,x) a=po(b,x) - b
1o cual prueba la afirmacién.

Teorema 2.8 Para todo B-Anillo, SP (A) estd generado por las transveccio-

nes simplécticas.

Para demostrar el teorema usaremos el siguiente lema:

Lema 2.9 Sea G un diagrama de grupos sobre un esquema de diagrama

L= (I,Mua).




|

Sea Si un sistema de generadores de Gi Yi €1 de modo que ¥m €M,
a(m) = (i,3), fij(si) & Sj. Entonces considerando el diagrama de conjuntos J

definido sobre el esquema Z por {Si’ f }, se verifica que lim. J es

ij
3
un sistema de generadores de lim G.

/
Demostracion. Consideremos ¥1i € I el grupo libre Li generado por el conjun-

. inducidos por

to S,y ¥m €M, a(m) = (i,j) los homomorfismos ?}. thy — LJ

J
tos fij Si.
Tenemos asi un diagrama L de grupos libres sobre el esquema Z y tri-

vialmente L = lim L es el grupo 1ibre generado por S = lim J,
— G—

Ademas como cada S, es sistema de generadores de G;, existe un episte

morfismo.

son conmutativos. Entonces los e; definen un morfismo de diagrama sobre Z

e:L——G
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cuyo 1imite es un homomorfismo
lime:L —— G

—

que trivialmente es sobre y transforma 1im J en lim G. c.q.d.
— —

Demostracidn del Teorema. Sabemos que SPn(A) es el 1imite proyectivo del dia-

grama de grupos {SPn(A)} Fernandez Bermejo [ 101 . Por otra parte,

p € Spec A

si para todo p € Spec A designamos por Tp el conjunto de transvecciones sim-

plécticas de SPn(Ap) se verifica que:

1) ¥p€ Spec. A, T_ es un sistema de generadores de SPn(Ap) puesto

p
que Ap es un anillo local y se puede aplicar el teorema 2 de Klingemberg [12].

2) Si p € q consideremos el homomorfismo de grupos.

gp’q: SPn(Aq) — SPn(Ap)

inducido por ip’q: Aq-———+ Ap homomorfismo candonico. Se verifica que gp’q(Tq)CTﬁ
ya que por la construccion de 9.4 la transveccion de SPn(Aq) definida por (A,a)
se transforma en la de SP_(A ) definida i ), siendo

m il p) inida por (1p,q( ) wp,q(a))

wp q: vi_— vP el homorfismo canénico.

Como consecuencia SP_(A) = 1im {SP_(A )} estd generado por el conjunto
n §—— np
T= lj@_Tp. Ahora bien, si T* es el conjunto de transvecciones de SPn(A), las

aplicaciones

definidas asociando a la transveccidn de SPn(A) dada por (X,a) la transyeccion
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de SPn(Ap) definida por (i,(2), v p(a)), donde 1, : A — Ay, ¥,V —> vP
son los epimorfismos naturales, son una familia conpatible con el diagrama
{Tp}pGSpec A+ Luego inducen una aplicacién

i:T*— T

que trivialmente es un isomorfismo. Por tanto T* es un sistema de generado-

res de SPn(A) c.q.d.






