CAPITULO I CATEGORIA GENERAL DE ESPACIOS SIMPLECTICOS

En todo este capitulo, y salvo mencion de lo contrario, A represen-
tara un anillo conmutativo y con elemento unidad de caracteristica distinta de
2, V un A-modulo libre de tipo finito y B= &11, Uy ,...,un} Una base de
V.- Asi mismo usaremos resultados de Bourbaki, [6], [7], Fernandez - Bermejo

{10].

$ - 1. ESPACIO SIMPLECTICO - SUBESPACIOS

Definicion 1.1. Una forma bilineal ¢ definida sobre V con valores en A se

dice HEMISIMETRICA si y solo sT ¥V x €V, &(x,x) =0

Nota 1.2. Fernandez - Bermejo {10]

(i) Si V* es el mbdulo dual de V,® subordina dos homorfismos d)I, qu

de V en V* definidos por
o (y) (x) = oly, x)
o (9) (x) = olx, y)

pero como usaremos formas bilineales hemisimétricas, °D ="¢Ia Por tanto, con-
sideraremos asociado a ¢ un Gnico homomorfismo de V en V*, que denotaremos

por d¢, definido por:

dgly) (x) = o(x, y).




(ii) Una forma bilineal ¢ se dice NO DEGENERADA si el homomorfismo
d¢ tV —> V¥

es un isomorfismo.

(iii) Si B es una base de V,d queda determinada conociendo los va-
lores de d>(u.1., uj) i,j=1,2,...n.. A la matriz M¢,B = (d>(u.1., u.J-)) la

1lamaremos matriz de & respecto de la base B.

(iv) © hemisimétrica equivale a que la matriz de ¢ respecto de una

base cualquiera de V es hemisimétrica.

(v) La matriz del homomorfismo d<1> :V —> V* respecto de las bases
B y su dual B* es la matriz M<1> B

Definiciones 1.3. Sea M € men'

(i) Llamaremos RANGO de M. (R(M)) al miximo i € N tal que el

ideal engendrado por los menores de orden i de la matriz es distinto a cero.

(ii) Llamaremos RANGO REAL de M (R*(M)) al maximo i €N tal
que el anulador del ideal engendrado por los menores de orden i de la matriz

es cero.

(iii) Llamaremos RANGO UNITARIO de M (Ru(M) al maximo i €N tal'

que el ideal engendrado por los menores de orden i de la matriz es el anillo.

Definiciones 1.4. LlLamaremos RANGO, RANGO REAL y RANGO UNITARIO de una for-




ma bilineal ¢ al rango, rango real y rango unitario de la matriz M4>B' Estos

rangos son independientes de la base elegida en V. [10].

Consecuencia 1.5. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) @ es no degenerada
(ii) R, (8) =n

(iii) det. (M € unidad de A.

o,8) = &

Demostracidn

¢ no degenerada <—> dq) isomorfismo <—> Ru(d>) = n <> det (MQ B) =g
9

Definicion 1.6. Llamaremos ESPACIO SIMPLECTICO sobre A a un par (V,®)

tal que:
(i) V es un A-mddulo libre de tipo finito. -

(ii) & es una forma bilineal hemisimétrica no degenerada sobre V con

valores en A.

n

Proposicion 1.7. Sea (V, ®) un espacio simpléctico sobre A con V = A". Sea

B otro anillo conmutativo con elemento unidad de caracteristica distinta de 2

ysea f:A-—>B un homomorfismo unitario de anillos. Existe una dnica forma

n

bilineal hemisimétrica ¢' sobre V' = B  con valores en B tal que el dia-

grama

vx v oy ®,8) x (V&,B)=vxV

g P

A— B




es conmutativo siendo T 1la aplicacion candnica definida por f(x)=x ® 1 =

fM(x).

Demostracién.- f es un homomorfismo de grupos abelianos y un homomorfismo del

A-modulo V en el B-modulo V' en la categoria general de médulos. No es un
isomorfismo pero su imagen contiene una base de V' como B-modulo ya que si

B* = {el, ez,...,en} es una base de V, B'={f (el),...,?(en )} es una base
de V' como B-modulo pues si M es la matriz de coordenadas de los vectores de
B*, det.(M) = ¢ donde € es unidad de A y la matriz f(M) de coordenadas de
los vectores de B' verifica que det.(f(M)) = f(e) unidad en B. Por tanto,

¢', si existe, estd univocamente determinada por la conmutatividad del diagra-

ma
o' (Fley), ?'(ed))=f- o(ey, e_j).

E1 proceso de unicidad da entonces la existencia sin mds que construir
[ : = ' [ s s 3
®' de matriz Mqﬂ’ B! (a ij) con a'y, f(aij) ¥i,j donde (aij) es la

matriz M@ B* de ¢ respecto de 1a base B*.

Notas 1.8.

1.- Si J es un ideal de A, nj : A— A/J el epimorfismo natural,
V‘J = (A/J)n = {(x1 + J,...,xn + J)Ix_i € A} se puede dotar de manera natural-de
estructura de A/J ~-modulo. VJ es, por tanto, un A/J -modulo 1ibre de tipo-fi-
nito y la forma bilineal ¢ induce una forma bilineal ¢,:V; x V, —> A7, de-
finida de la manera siguiente: si denotamos por NJ al homomorfismo de A" ——>VJ

inducido por ny Y si denotamos por X = N, (x), y'==NJ (y)




o5 (X, §) = o(x, y)+3

En esta situacién (VJ, QJ) es un espacio simpléctico sobre LYAE

2.- En particular, si m es un ideal maximal de A,(Vm, Qh) es un es-
'pacio simpléctico sobre el cuerpo A/m en el sentido clasico de Artin [2],

Dieudonné [9].

3.- Si p es un ideal primmde A y f:A — AP (AP anillo de co-

cientes de A por P) es el homomorfismo candnico definido por f(a) = a/ys 11a-

mando VP= (AP)n y ¢P a la forma bilineal inducida por & y definida por:
QP:VPxVP—>AP.
®P( X, Y)=.1L Ejil X:oeX.=(x) .M P.(y), M,=(a.,.), M, P= (fi;l)
9785 T N Mgl -1YJs Np=lag5/s Mg 1

el par (VP, ¢P) es un espacio simpléctico en el sentido de Klingenberg [12]

Nota 1.9 Sea (V, &) un espacio simpléctico, U un submddulo de V. & induce
una forma bilineal sobre U, ¢|U :UxU—> A a la que se puede asociar un

homomorfismo d : U — U* definido por:
(3],)

d(Qlu)(u)(u') = ¢(u', u)

Ademas el diagrama

d
(o))
U ——L—> u*




con i la inclusion e 1i* el homomorfismo traspuesto de i, es un diagrama

conmutativo.

Definicién 1.10. Sea (V, ®) un espacio simpléctico, U un submédulo de V.

Diremos que U es un SUBESPACIO SIMPLECTICO de (V, ¢) si y solo si:

—
.
]

U es libre
2.- U es sumando directo de V (en suma directa interna)

3.- Im. d es sumando directo de U*
(o],)

Si ademds U verifica la condicion adicional

d(QIU) es inyectiva

entonces diremos que U es un subespacio NO ISOTROPICO de (V, ¢).
En 1o sucesivo -y por abuso de lenguaje- cuando no se presente ambi

giiedad, al espacio simpléctico (V, ®) 1o denotaremos simplemente por V.

Proposicion 1.11. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) U es subespacio no isotropico de V.

(ii) (v, ¢|U) es un espacio simpléctico.

Demostracion

(a) => (b). En efecto: Por (4) d es inyectiva y por (3) im d y s
(ol) 0|
submédulo libre sumando directo de U* con dim U=dim. Im. d(¢|U). Como
dim U=dim U* resulta que d(¢| ) es isomorfismo y (U, ¢|U) es un espacio
U

simpléctico.




(b) => (a). En efecto: Por hipotesis U es librey d(¢| ) es ijsomorfismo;
U

luego se verifican, (1), (3) y (4).

Por otra parte, si construimos
s :V— U*
Definida por:
To(v) = dg (V)], YvEV
¢ es sobre ya que r¢| -d(¢| y Y U* = im d(¢| )-1m (t | ) Cim Tq- Como

U* es libre es proyectlvo, luego es sumando d1recto de U. Entonces tenemos

la situacion

] oly)-
¢ o~
v > U* > U

para probar que U es sumando directo de V respecto de 1a inclusion, hemos
de probar que la composicion de d(¢| ) con la retraccion de Ty €S precisamen
]

te la inclusion, o lo que es lo mismo, que 1U =d'1(°| )e T I Pero ésto es
] u
cierto pues T¢|U = d(QIU)




$ - 2 ORTOGONALIDAD.

Como es habitual, 1lamaremos W

pecto de ¢ en el reticulo de los submédulos de V. Las propiedades de we ©n

a la relacion de ortogonalidad res-

general, son sobradamente conocidas pero en nuestro caso se presentan algunas

caracteristicas interesantes que detallaremos a continuacion.

Lema 2.1. Si M es un A-mddulo proyectivo de rango constante, M* es un A-md

dulo proyectivo de rango constante y de 1a misma dimensidon que M.

Demostracion. Si M es proyectivo de tivo finito es sumando directo de un md
dulo 1ibre de tipo finito; luego si {ml”"2"'mr~} es un sistema de generado-
res de M y {el, ez,...e'_} una base de Ar, podemos definir el homomorfis

mo sobre p:A" —> M, p(ei ) =m.,

i Y 1a sucesion:

0 — ker p > AT > M >0

es exacta y escindida. Por tanto M@ Q ~L siendo L libre de tipo finito;

luego M* ® Q* =~ L* y al ser L* libre M* es proyectivo.

Ademds, como A" ~Me ker p existe 1: A" — ker p seccion de la

inclusion. Entonces podemos considerar el diagrama:

A L - B R Y 0

N/

ker p




con 1o que la sucesion

es exacta y, por tanto, M es un A-modulo de presentacion finita; luego si S
es una parte multiplicativamente cerrada de A y N es un A-médulo cualquiera:
Home-1, (S~IM, s7IN) ~ 5”1 Hom, (M,N)
S A » . AVTT

Entonces, ¥ p € Spec A M; :::(M*)p y como Mp es un Ap-médulo 1ibre

~ %~ %
Mp‘ Mp'(M )p

Por tanto, si M es de rango constante M* es de rango constante y sus dimen

siones son iguales.

Lema 2.2. Sea (V, ®) un espacio simpléctico, U un sumando directo interno de

V de rango constante. Entonces se verifica que:

(a) La correspondencia.
Ty V— U*

definida por T, (v) = d¢(V)|U es un homomorfismo sobre

(b) Ker Ty = Wy (u)
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Demostracion

(a) T, €S trivialmente un homomorfismo. Ty €S sobre pues podemos

construir el diagrama:

con i la inclusiébn y 7.i= 1U por ser U sumando directo de V respecto de
la inclusion. Entonces f.n € V* y al ser d¢ isomorfismo existe v €V con

d¢(v)=f.ﬂ y T¢(u)=d¢(u)|u=fonoi=fo1U=f

(b) Es trivial de las definiciones de Ty ¥ Wy

Proposicidn 2.3. Sea (V, ¢) un espacio simpléctico, U un subespacio de V.

Se verifica que

(a) w¢(U) es un médulo proyectivo de rango constante sumando directo

de V y tal que dim V = dim U + dim. wQ(U).

(b) wg(U\ = U
(c) ker d(¢|U) = U N w(U).
Demostracidn.

(a) Por el lema 2.2 la sucesion

0— mq,(U) >V > U* > 0
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es exacta -y al ser U* libre- es escindida, luego m¢(U) es proyectivo de ran

go constante y dim V = dim mQ(U) + dim U* = dim w¢(U) + dim U.

(b) Como w¢(U) es proyectivo de rango constante sumando directo de

v, wQ(U)* es proyectivo de rango constante y la sucesion

Tp
0 —> w2 (U)—> V

> wd,(U)* —s 0

con T¢(U) = dQ(v)|w¢(U) es exacta y escindida; luego wg(U) es proyectivo de
rango constante sumando directo de V y dim V = dim. wQ(U) + dim w;(U). Por

tanto dim U = dim w;(U) yalser UC w; (U), U= wg (V).

(c) Trivial aplicando las definiciones de d(¢|U) y w¢(U).

Definiciones 2.4.

(1) Diremos que los vectores x, y € V son. ORTOGONALES. si y solo

si &(x,y) = 0.

(2) Si Ul’ U2 son dos partes cualesquiera de V, diremos que U1 es

ORTOGONAL a U2 cuando todo vector de U1 es ortogonal a los vectores de UZ'

(3) Sean U, U1 y U2 subespacios de V. Diremos que U es SUMA ORTOGO
NAL de U1 y U2 -y se denota por U = U 1 U2- si y solo s1

(i) U= U1 ® U2 (Suma directa interna).

(ii) U1 es ortogonal a U2

Proposicidon 2.5. Si U es un submddulo 1ibre de V 1las condiciones siguientes

son equivalentes:
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(i) U es subespacio no isotrdpico.
(ii) v e w¢(U) =V (® interna).

(iii) Ul w°(U) =V

Demostracién
(i) <= (iii). Trivial pues U es ortogonal a mQ(U).
(i) ==> (ii). En efecto: Se verifica que k = d-l(¢|U)'i*' d¢ es
= . .8 . . -1 . .
una seccidn de la inclusion ya que al ser d(¢|U)11nyect1va d (8]U) Li* d¢1’1U'
Veamos que Ker K = mQ(U). Sea t€ w¢(U) =>d (¢|U)'1*‘ d¢(t) =
= -1 i* =) = -1 - = -1 =
d ((PIU) 1 (I)(t, ) d (QIU) q)lu(t’ ) d (¢|U)(0) 0. Por tanto
t € Ker K. Reciprocamente: Sea h € Ker K. —> K(h) = 0 = d-l(QIU)¢|U(h")

N ¢|U (hy=-) =0 ==> h € m¢(U).

(ii) = (i). En efecto. Por hipétesis U al libre y sumando direc
to de V. Veamos que d(@IU) es isomorfismo. Sea o € U*" y consideremos el
homomorfismo O : w¢(U) —> A. Seaa' =a+0€EV* Existe vEV tal que
a' = d¢(v); por tanto ¥ £t € w¢(U), d°(v) (£) =0 y Vv G(u;(U) = U luego
d¢|U es sobre. Ademds Ker d(@]U) =Y r\mQ(U) = {0} con lo que d(@lv) es in-

yectiva (c.q.d.).

Nota 2.6. Observese que si (V, ¢) es un espacio simpléctico dim V es sieﬁbre
par pues si dim V = 2n + 1 eligiendo una base cualquiera B de V se tiéne
que al ser la matriz de ¢ hemisimétrica.
det (My o) = (-1)2+1 det(M, 5) = - det(My) y por tanto det(M, 5) = 0

con 1o que ¢ seria una forma bilineal degenerada.
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§ - 3 CATEGORIA GENERAL DE ESPACIOS SIMPLECTICOS

CATEGORIA SIMPLECTICA DE ANILLOS.

Definicion 3.1. Sea A 1la categoria de anillos y homomorfismos unitarios, B

una subcategoria de A. Llamaremos categoria de espacios simplécticos sobre
B, y la representaremos por E'SB’ a la categoria definida de la manera si-

-guiente:

(1) Los objetos de E.SB son los pares (V,%) donde V es un A-modu
lo, A € obj(B), y ¢ una forma bilineal hemisimétrica no degenerada de
VxV—>A.

(2) Dados dos objetos (V, &), (V', ¢') € obj(E.SB), un morfismo de

(v,2) en (V', ') es un par (p, ¥) tal que:

(2.1) p: A——> A' es un homomorfismo de anillos en B.

(2.2) ¥ :V—> V' es un homomorfismo de grupos abelianos tal que
YAEA, YveEV, Yv)=p) ).

(2.3) Yv, wE V. " (Y(v), Y¥(w)) =p o ¢ (v,w).

(3) La composicion de morfismo se define como es usual por

(p's ¥') o (ps ¥) = (p' o p, ¥' o V).

Se comprueba que E.SB es en efecto una categoria y se observara que
la categoria E.SB es una subcategoria no completa de la categoria general de

médulos.

En el caso en que B=A a ESA = E.S se le 1lama categoria GENERAL
de espacios simplécticos. Asi mismo, 1lamaremos ESn a la subcategoria com-

pleta de E.S cuyos objetos son los pares (V, ¢) tales que dim(V) = 2n,
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vn ez? y IESA = E.S{A} donde A es un anillo fijo cualquiera.

Nota 3.2. Sea C wuna categoria. Una subcategoria completa C' de C de dice
un ESQUELETO de C si obj (C') contiene un elemento y sdlo uno de cada clase

de objetos isomorfos de C.

Trivialmente dos esqueletos de C son isomorfos y el axioma de elec-
cion asegura la existencia de un esqueleto de C. Ahora bien, un esqueleto <C'
de C no es en general isomorfo a C pues si lo fueran existiria una biyeccion

entre ob (C) y ob (C').
Ejemplo. Si C es la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita so-
bre un cuerpo K, la subcategoria completa C' de C cuyos objetos son los k-es

pacios vectoriales K"(n €N) es un esqueleto de C.

Definicion 3.3. Sea B una subcategoria de A. Diremos que B es una cate-

goria SIMPLECTICA DE ANILLOS si 1la subcategoria completa de ESg cuyos obje-
tos son los pares (Azn, ¢0), A €ob(B) y % es la forma bilineal hemisimé-

trica de matriz.

b -

es un ESQUELETO de ESB'
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Nota 3.4.

(1) La categoria de cuerpos es una categoria simplectica. Artin,

{2), Dieudonné [9].

(2) La categoria de anillos locales y homomorfismos locales es sim-

plética. Klingemberg. [12].

(3) La categoria de anillos principales es simpléctica. (Chan-Nan

Chang).

(4) La categoria de B-Anillos es simplectica. La demostracidn puede
verse en Fernandez - Bermejo [10]. Enunciaremos aqui algunas propiedades im-

portantes en esta categoria.

Dado un anillo A y el diagrama'{AP} P € Spec. A., la familia de
homomorfismo naturales.

{ip:A—> Aplp & gpec A,

induce un homomorfismo.

itA—> lim {AP}.
—

que es inyectivo pero en general no es suprayectivo. Si 1 es un isomorfismo

diremos que A es un 8- ANILLO.

La categoria de R-anillos es una categoria amplia como lo prueba el
hecho de que A es un B-anillo si y solo si las componentes conexas y las
componentes grafo-conexas de Spec. A coninciden. Esto se verifica trivialmen
te en dominios de integridad ya que (0) es un ideal primo y todo par de ideales
maximales de A se pueden conectar via el 0. Asi mismo todo anillo noetheniano

es un B-anillo.
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(5) La categoria de anillos de Hermite es una categoria simpléctica.

Abia [1].

Nota 3.5.

(1) Sean (v, ¢), (V' ¢') espacios simplécticos sobre A y A' respecti

vamente. Sean B = {ul, u2...un} y B' = {ul, Vpe.V bases de V, V' res-

J

pectivamente y sea (p, ¥) un homomorfismo. Si w(ui) =X b%j Vj’b%j € A',desig
1

nando por B¢ = (b%j) y por p(M) = (p(mij) para toda matriz M = (mij)’ por un

procedimiento analogo al de espacios vectoriales de tiene que
(x') = (o(x)). By,

siendo (x') = (x7, xp...xp)s {p(x)) = (elx ),....0(x,)) s Luego p y 1a

matriz B¢ determinan univocamente el homomorfismo (p, ¥).

(2) En el caso particular de que A=A'y p = 1ps (ps ¥) es un homo-
morfismo de V en V' como A-médulos conmutando con las formas bilineales de-

finidas sobre V y V',

(3) Trivialmente se verifica que (p, ¥) es isomorfismo si y sdlo si p

es isomorfismo de anillos y det(Bw) es una unidad.

(4) Sean M¢ y M¢. las matrices de ¢ y ¢' respecto de las bases B
y B* de (1)respectivamente. §i (p, ¥) es el homomorfismo anterior por un calcu-

lo inmediato se tiene que
o(M,) =B, .M, B
q) . ‘l/. ¢| w

(5) Sean (V %) ifl—gl> (W, €) gﬁb—!9—> (T, 8) homomorfismo de espa-




= 17 @

cios simplécticos. Sean Mp, M¢ las matrices de p, ¥ como homomorfismos de

A y A' mbdulos. Si 1lamamos.
(hs Y) = (9, WII) ° (f’ p).

y'MY a la matriz del homomorfismo Yy del A-médulo V en el A"-mddulo. T, se

verifica que

M= gM) LM,

Proposicion 3.6. Sea (V @) un espacio simpléctico. Si 1lamamos:

I(V, &) = {(f, ¥) € Autg (V, @)|f = 1,}
se verifica que

(1) I(v, ®) es un subgrupo del grupo AutE S (v, 9),

(2) Si consideramos la subcategorfa. E§h de ESn cuyos objetos son
los objetos de E.Sn y los morfismos los pares (f, ¥) tales que la matriz de

v sea inverible, I induce un functor no trivial 1 de ET§6 en la categorfa

de grupos

(3) En una categoria simpléctica.

(v, 8) =~ 1(A%", o,).
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Demostracidn

(1) Trivial

(2) Sea (V, &) un objeto de fgh . Definimos T de la siguiente ma-
nera.

(a) T(v, &) = I(V, @)

(b) Sea (f, ¥):(V, &) —> (V', ¢') un morfismo de Egh . Sean B
y B' bases deV y V' respectivamente y sea M¢ la matriz de ¥ respecto
de ellas. Por hipdtesis det (MW) =¢'. €' unidad. Sea (lA, a) € 1(v, ¢),
a:V——>V automorfismo de V como A-modulo. Por comodidad de notacidn en
1o sucesivo 1llamaremos a = (IA, a). .Si Ma es la matriz de o respecto de la
base B, det(M) = e, unidad en A, podemos definir I(F, ¥) : I(V, &)—>
I(V', ¢') por.

T(f, ¥) (a) = 8.

donde la matriz de B respecto de la base B' es:
M, = M (F(M ). M
- AR A

Evidentemente B € I(V', ¢') pues det(MB) = ¢'f(e) el y al ser f
un homomorfismo unitario f(e) es una unidad en A'.ka, V) es un homomorfismo
de grupos abelianos y evidentemente p no depende de las bases elegidos para

su construccion
(3) Trivial,

En 1o sucesivo, y salvo mencion de 1o contrario, trabajaremos siempre

en una categoria simpléctica de anillos.
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Definicion 3.7. Llamaremos grupo simpléctico de A, de dimension n -y lo

denotaremos por SPn(A)- al grupo I(AZ", $o).

Nota 3.8. (a) La definicidon tiene sentido pues en virtud de 3.5 I(AZ". o)

no depende del espacio elegido.

(b) Obsérvese que cada functor

Fn t A —> ESn.

definido por Fn(A) = (AZ", ®,) tiene su imagen contenida en la categoria Egh.
Por. tanto, tiene sentido la composicion SPn =T. Fn vnez*. E1 functor
SPn(-) verifica que SPn(A) es el grupo simpléctico de A y que

vVfe HomA(A, B), Fn(f) = (f, ¥) definido por.

Ya€ SPn(A), SPn(f) (a) = B.

2n

donde respecto de las bases candnicas de A y 82" la matriz de B es.

= -1
MB = ¢(f (Ma)). Mw
y al ser M¢ =1 se tiene.

Mg = (f (M)






