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APENDICE: ALGEBRAS DE TIPO DE REPRESENTACION FINITO 

Si A es un anillo artiniano decirnos q.ue A es de tipo 

(de representaci6n) finito si s6lo hay un número finito de 

clases de isomorfía de inescindibles en rnod/1.. 

El Teorema de Krull y Schrnidt (1.2.1, que vale en ge­

neral para anillos artinianos) nos garantiza que si A es de 

tipo finito nos bastará con conocer un número finito de rn6du­

los para describir explícitamente todos los objetos de rnod/1.. 

Pero aún se sabe más: M. Auslander ha probado que ai A ea de 

tipo 6inito, entonee6 todo A-m6dulo (6initamente gene4ado o 

no) e¡ 6uma di4eeta de A-m6duloa ine6eindiblea 6initamente 9! 

ne4ado6 (ver [AJ). Entonces, conociendo un número finito de 

A-rn6dulos, podríamos describir todos los A-rn6dulos. 

Uno de los problemas centrales de la Teoría de Repre­

sentaciones es determinar cuáles son los anillos artinianos 

de tipo finito. Este problema no ha sido aún resuelto, pero 

si se han resuelto casos particulares importantes: para cier­

tas familias F de anillos artinianos, se han podido clasifi­

car los anillos de tipo finito de F. Algunos de estos resulta 

dos se consideran ya corno teoremas clásicos del Algebra y 

otros, más recientes, sólo se encuentran en artículos de in­

vestigaci6n destinados al especialista. En este apéndice tra­

taremos de enunciar algunos de estos resultados. 
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A.1 LOS PRIMEROS EJEMPLOS 

El resultado más elemental que afirma que algún ani­

llo es de tipo finito es el conocido teorema: 6i k e6 un cam­

po, todo k-e6paeio veeto4ial tiene una ba6e, debido esencial­

mente a G. Harnel (1905). 

Ciertamente, Harnel no trataba de atacar la clasifica­

ción de los anillos de tipo finito en [Hrn]: su interés era 

clasificar las soluciones de la ecuación funcional f (x + y) = 

= f(x) + f(y) sobre los números reales, y lo que probó es que 

:rn. tiene una ~-base. Algo análogo sucede con los resultados 

que mencionaremos en esta sección y con varios de los que de~ 

pués enunciaremos: no deben verse corno intentos de solución 

parcial al problema que nos ocupa sino corno resultados, origl 

nalrnente inconexos, que posteriormente dieron origen a que se 

planteara el problema y que han aportado motivación y técnicas 

para intentar resolverlo. 

Los primeros ejemplos relevantes para nosotros son a~ 

teriores al trabaio de Harnel, y fueron obtenidos durante la 

búsqueda de formas canónicas para las matrices. Mencionaremos 

aquí los dos más sencillos. 

Consideremos primero el anillo A= k[x], donde k es 

un campo algebraicarnente cerrado. A no es artiniano, pero sa­

bernos que A~ kC, donde Ces el carcaj 

c = Q 
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Sabemos también que ModA ~ ModkC ~ ModC (ver 4.D), de modo que 

podemos "ver" los A-m6dulos como parejas (V,f) formadas por un 

espacio vectorial V y una aplicaci6n lineal f: V--+V. Si V es 

de dimensi6n finita, claramente (V,f) "es" un A-m6dulo finita­

mente generado; consideremos ahora la subcategoría plen, C de 

Mod(C) definida por todos los (V,f) con V de dimensión finita : C es 

equivalente a una subcategoría plena de modA que es cerrada ba 

jo la obtenci6n, en modA, de sumas finitas y sumandos directos. 

A su vez, Ces equivalente a la categoría C' que a 

continuaci6n se define: los objetos de C' son todas las matri­

ces cuadradas M (de cualquier orden) con entradas -en k, y los 

morfismos de M a M' en C' son todas las matrices A (de nxm si 

Mes de mxm y N es de nxn) tales que AM = M'A. 

Es fácil convencerse de que sucede lo siguiente: Una 

representaci6n (V,f) e.Ces escindible si y s6lo si la corres 

pondiente matriz en C' es conjugada de alguna matriz M con des 

composici6n diagonal (no trivial) en bloques : 

M = [ M1 O J. 
· O M2 

Se sabe (Jordan, 1870) que toda mat1t.iz euad1t.ada Me.~ 

eonjugada de. una mauiz M' que. tiene. de.~eompo~iei6n diagonal 

e.n bloquu 

o 

M' = 

o 

donde. lo~ bloque.~ Mi ~on ellula~ de. Jo1t.dan, i.e.. matJt.iee.~ eua· 
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A 1 o 
o A 1 

M- = o A l. . • • 1 
o >. 

-eon A E k. M~4 aún: la mat4~z M' e6 úniea .t:,alvo po4 la eoloea­

ei6n de lo.6 bloqu.u Mi a lo la4g·o de la diagonal. Además, toda. 

e€.f.u..f.a de Jo4dan e.6 ine.6eindib.f.e:no es conjungada de ninguna 

matriz que tenga descomposici6n diagonal en bloques. (Véase 

[ M]) . 

De lo anterior concluimos que, para nuestra A: 

(1) A es de tipo de representaci6n infinito 

(2) Hay una infinidad de números naturales n tales 

que A tiene representaciones inescindibles de longitud n 

(3) Hay una infinidad de números naturales n tales 

que A tiene una infinidad de clases de isomorfía de represent~ 

ciones inescindibles de dimensi6n n sobre k. 

N6tese que cada una de estas condiciones implica la 

anterior. Diremos que un anillo artiniano que satisface (2) es 

de tipo (de representaci6n) no acotado, y diremos que una k-ál 

gebra que satisface (3) es de tipo fuertemente no acotado. 

Consideremos ahora al carcaj 

e= ·--• 
y sea A= kC. Entonces modA ~ modkC y los A-módulos finitamen­

te generados "son" pares de matrices (M,N) de las mismas dimen 

siones. Tendremos que (M,N) ~ (M',N') si y s6lo si existen ma-
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trices no singulares .P y Q tales que PM = M'Q y PN = N'Q. Se 

plantearía entonces el problema de encontrar una forma can6nica 

para parejas de matrices (M,N) bajo esta relaci6n de equivale~ 

cia: una forma tal que todo par (M,N) fuera equivalente a uno 

(M' ,N') de la forma mencionada (único). También pediríamos a 

esta forma c-an6nica que se puediese "ver" fácilmente si (M' ,N') 

.~s inescindible o no (como en nuestro ejemplo anterior, en el 

que basta ver si hay o no una única célula de Jordan). 

Este problema fue resuelto en 1896 por Kronecker (ver 

[Gn]) y la forma canónica por él descubierta nos permite ver 

que, pa4a nue~t4a A, A e~ de tipo 6ue4temente no acotado. 

También a fines deJ. siglo pasado fué demostrado el 

teorema de Wedderburn para anillos artinianos (ver [A-F]). Con 

la ayuda de trabajos posteriores (Artin, Hopkins, Krull, etc.), 

el teorema mencionado puede interpretarse. desde el punto de 

vista que nos ocupa, como sigue: ~i el 4adical del anillo a4ti 

niano A e~ ce4o (6 ~ea, ~i A e~ ~emi~imple), todo A-m6dulo e~ 

~uma di4ecta de A-m6dulo~ -0imple-0; en pa4ticula4 A e~ de tipo 

6inito. Como para anillos artinianos la semisimplicidad equiv~ 

le a que la dimensión homol6gica sea cero, tenemos otra inter­

pretación del mismo teorema: ~i la dimen-0i6n homol6gica del 

anillo a4tiniano A e-0 ce4o, entonce-0 A e-0 de tipo 6inito. 

A.2 LA TEORIA DE GRUPOS 

En 1898, H. Maschke public6 el primer resultado sobre 
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.álgebras de grupo de tipo finito: 6i k e6 un campo y la ca~act! 

~l6tica de k no divide al o4den del g4upo 6inito G, entonc~6 kG 

e6 6emi6imple (y, por tanto, de tipo finito). En realidad, esta 

es una versi6n posterior del Teorema de Maschke, pues él no uti 

!izaba el álgebra de grupo ni veía a las k-representaciones de 

G corno rn6dulos sobre kG. 

Quedaba entonces el problema de clasificar los gru­

pos finitos G tales que kG es de tipo finito con k un campo de 

característica p tal que plo(G). 

En 1939, H. Brurnrnund prob6 que 6i G e6 un p-g4upo 6i­

nito y car(k) = p, entonce6 kG e6 de tipo 6inito 6i y 66lo 6i G 

e6 clclico. Observ6 también que 6i kG e6 de tipo inóinito (G un 

p-grupo), entonce6 kG e6 de tipo 6ue4temente no acotado 6iemp4e 

que k 6ea inóinito. 

En 1954, D.G. Higrnan resolvi6 el caso general: Ji la 

ca4cate4l6tica de k e6 un diviJo4 p del o4den de G, entonce6 kG 

e6 de tipo óinito 6i y J6lo 6i lo6 p-6ubg4upo6 de Sylow de G 

6on clclico6. Adem~6, 6i k e6 inóinito y kG e6 de tipo inóinito, 

kG 6e4~ de hecho de tipo 6ue4temente no acotado (véase [C-RJ). 

Ha de observarse que para la dernostraci6n de los re­

sultados aquí mencionados los métodos diagramáticos no jugaron 

ningún papel. Es sólo muy recientemente que (aunados a otros rné 

todos que aquí no hemos mencionado) los métodos diagrarnáticos 

han resultado útiles para la cornprensi6n de la estructura de 



- 101 -

las categorías de m6dulos sobre bloques de álgebras de grupo~ 

sin embargo, no entraremos .aquí en detalles sobre esto. 

A.3 LAS CONJETURAS DE BRAUER Y THRALL 

Como ya dijimos, el caso semisimple fué estudiado a 

-fines del siglo pasado y a p~incipios de este con bastante de 

tenimiento y éxito. A mediados de la década de los 30's., y 

principalmente gracias a la influencia de los trabajos de R. 

Brauer sobre representaciones modulares de grupos, se empez6 

a estudiar a fondo el caso no semisimnle. En aquella época ya 

se estudiaban los anillos y las k-álgebras y se empezaba a ha 

cer énfasis (E. Noether) en el estudio de los m6dulos, 

En 1934, G. K6the public6 su trabajo (K], que fué de 

gran influencia en el desarrollo posterior de la Teoría de R~ 

presentaciones. Se sabe que los anillos artinianos semisim­

ples coinciden con aquéllos sobre los cuales todo módulo es 

suma de simples; también era ya conocido el Teorema Fundamen­

tal de los Grupos AbelianosFinitamente Generados: si Ges un 

grupo abeliano finitamente generado, entonces Ges suma di­

recta de grupos cíclicos; incluso ya H. Ulm había estudiado 

las descomposiciones de grupos abelianos numerablemente gene­

rados y de torsi6n. K6the se planteó el siguiente problema: 

¿cuáles son los anillos artinianos sobre los cuales todo módu 

lo es suma de cíclicos? Al tratar de resolverlo, definió los 

anillos uniseriales, y probó que~¡ A e~ uni~e4ial, enzonee~ 
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todo A-m6dulo e4 4Uma di4ecta de cicliC04, y lo4 cicliC04 

ine4cindible4 40n cociente4 de p4oyectivo4 ine4cindible~ po4 

potencia4 de 4U 4adical. En pa4ticula4, lo4 anillo4 uni&e4¡a­

/e4 ~onde tipo óinito. También logró demostrar que, para ani 

llos conmutativos, los anillos uniseriales son los únicos con 

esta propiedad; el problema general qµed6 abierto. 

En 1939, T. Nakayama [N] se planteó y resolvió una 

versión más restringida del problema de K8the: ¿cuáles son 

los anillos artinianos sobre los cuales todo módulo es suma 

directa de ciclicos que sean, a su vez, cocientes de proyect! 

vos inescindibles por potencias de su radical? La solución da 

da por Nakayama (primero para k-álgebras, después para ani­

llos artinianos) es: tales anillos son precisamente los ani­

llos uniseriales generalizados (ahora llamados anillos de Na­

kayama, ver 6.4). En particular, se tiene: todo anillo de Na­

kayama e4 de tipo óinito. En la misma serie de trabajos, Naka 

yama observó que los argumentos de Brummund (ver A.2) valian 

en un contexto más general y planteó explicitamente el probl~ 

ma de encontrar los anillos artinianos de tipo no acotado.· 

Después de estos trabajos es que R. Brauer y R.M. 

Thrall conjeturaron los siguientes resultados: 

BT I: Todo anillo a4tiniano de tipo acotado e4 de ti­

po óinito. 

BT II: Si k e4 un campo inóinito y A e4 ana k-!lgeb4a 
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de dimen~i6n 6inita y .de tipo no acotado, entonce~ A e~ de ti 

po 6ue4temente no acotado. 

Estas conjeturas no fueron enunciadas explícitamente 

sino hasta 1957 (ver (JZ]) y, aunque Brauer y Thrall trabaja­

ron sobre ellas mucho tiempo, no lograron demostrarlas. Mucho 

de lo que se ha hecho después (resultados, técnicas) en Teo­

ría de Representaciones se ha hecho al intentar resolver es­

tas conjeturas (ver [Rn]), y la segunda de ellas es hasta el 

momento uno de los principales problemas que ocupan a los es­

pecialistas. 

Los métodos diagramáticos, aunque no como los hemos 

presentado en esta monografía, hicieron su aparici6n en los 

primeros intentos que hubo de resolver las conjeturas (el uso 

que se hacía de ellos era más bien implícito). 

Parece ser que R.M. Thrall ya asociaba cierta gráfica 

a algunos tipos particulares de álgebras (sin publicarse, pe­

ro ver [JZ]) y, en 1956, T. Yoshff hacía ya uso (más o menos 

implícito) del carcaj CA para una k-álgebra A de dimensión fi 

nita con k algebraicamente cerrado. Yoshtt pretendía haber pro 

bado BT I para el caso en aue el radical cuadrado de A fuese 

cero, y haber dado la lista de las k-álgebras con radical cua 

drado cero y de tipo finito. Por desgracia, había errores en 

su trabajo y sus resultados no son concluyentes. 
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A.4 DESARROLLOS RECIENTES 

En 1968, A.V. Roiter [Rt] prob6 BT I para álgebras so 

bre un campo perfecto (en 1974, M. Auslander la probaria para 

anillos artiniarios en [AJ). Este resultado, sorprendente por 

la sencillez de los argumentos, hizo que renaciera el inter~s 

por las conjeturas y la clasificaci6n de las álgebras de tipo 

finito. Varios de los trabajos hechos anteriormente se veian 

como consecuencias de la validez de BT I; otra consecuencia 

es que, cualesquiera que sean las álgebras que resuelven el 

problema de Ktlthe, son todas de tipo finito (si los inescindi 

bles son todos cíclicos, ciertamente el álgebra es de tipo 

acotado). 

Revisando el trabajo de Yoshtt, que había sido citado 

' por Roiter, S.A. Kruglyak y P. Gabriel (trabajando indepen­

dientemente) descubrieron los errores que antes mencionamos y 

se replantearon (puesto que BT I estaba ya probada) el proble 

ma de clasificar las álgebras de radical cuadrado cero que 

fueran de tipo finito. 

En 1972 S.A. Kruglyak resolvió este problema con t~c 

nicas de representaciones de conjuntos parcialmente ordenados, 

que habian venido siendo estudiadas por Roiter, Nazarova y 

Kleiner, de la escuela de Kiev. 

También en 197 2 publ ic6 P. Gabriel _su soluci6n al PT'2.. 

/ 
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blema [Gb]. Es en este trabajo donde se encuentran explici­

tas por . primera vez las "ideas diagramáticas" que han sido o~ 

jeto de esta monografía, tal y como hoy se conocen. Al reha­

cer el trabajo de Yosh1l en términos diagramáticos, P. Gabriel 

observó que no sólo se obtenía la lista de las k-álgebras con 

radical cuadrado cero de tipo finito, sino · también la de las 

k-álgebras hereditarias de tipo finito . Enuntiaremos primero 

este último resultado: 

Teorema: Sea k un campo algeb4aleamente ee44ad4 y aea A una 

k-llgeb4a (lndeaeomponlble y blalea) de dlmen.ól6n 6lnlta. Sea 

C =CA . el ea4eaj 011.dlna11.lo de A y .óupongamoa que A u he11.edl 

ta4la (i.e., A~ kC). Entoneea A ea de tlpo álnlto al y a6lo 

al la g4l6lea .óubyaeente a C (obtenida "olvidando" la 011.lenta 

el6n de la.ó 6leehaa) ea uno de loa algulentea dlag11.amaa: 

1-2- ... -n (n ~ 1) 

1-2-

6 
1 

n-1 
- n-2.,......., 

"-.. n 

E5: 1- 2- 3- 4- 5 

7 
1 

E1: 1- 2- 3- 4- S- 6 

Ea : 

8 
1 

1-2-3-4-5-6-7 

(n ~ 4) 

// 

Para enunciar el otro resultado de Gabriel necesita­

mos una construcción que se aplica a álgebras de radical cua-
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drado cero. Si A es una k-álgebra de dirnensi6n finita (bási­

ca, indescornponible, k algebraicarnente cerrado) con radical 

cuadrado cero, el carcaj separado de A, denotado por C'A, se 

define corno sigue: 

Si CA es el carcaj ordinario de A y {1, .• ,n} son sus 

vértices, los vértices de C'A son (C'A) 0 := {1,2, ..• ,n,1',2', •.• 

.• ,n'} y, por cada flecha a: i -j en CA, se pone una flecha 

a': i -j' en C'A· (Este carcaj C'A no es, en general, conexo). 

Teorema: Sea k un campo algeb4aicamente ce44ado y ~ea A una 

k-~lgeb4a (ináe~componible y b~~ica) de dimen~i6n 6inita. Su­

pongamo~ que rad 2 A = O (i.e. R = F2 ). Entonce~ A e~ de tipo 

6inito ~¡ y ~6lo ~¡ la g4~6ica ~ubyacente al ca4caj ~epa~ado 

C 'A de A e~ uni6n ajena de g4~6..lca~ como en el teo4ema p4ece­

dente. // 

El problema general, para k-álgebras de dirnensi6n fi­

nita con k algebraicarnente cerrado se reduce, corno vimos, a 

encontrar la lista de los carcajes con relaciones (C,R) tales 

que hay sólo un número finito de clases de isornorfía de repr~ 

sentaciones inescindibles en rnod(C,R). Este problema sigue 

abierto hasta la fecha; para terminar nuestro apéndice, men­

cionaremos algunos de los avances que se han logrado en esta 

direcci6n. 

Reciente~ente, Ch. Riedtrnann anunci6 que ha obtenido 

ya la lista de todos los (C,R) autoinyectivos de tipo finito. 
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También J. WaschbUsch, con técnicas diferentes, ha obtenido 

resultados similares. Ambos trabajos permanecen aún sin publi 

carse. 

Teniendo en cuenta nuestro ejercicio 6.G, el "caso 

opuesto" al autoinyectivo es aquel en que A• kC/R es cocien- _ 

te de hereditaria (i.e. cuando CA no tiene ciclos dirigidos); 

también es el ''caso opuesto" desde el punto de vista de la di­

mensi6n homol6gica: las álgebras autoinyectivas tienen dimen­

si6n homol6gica infinita (a menos que sean semisimples) y las­

cocientes de hereditarias tienen siempre dimensi6n homol6gica 

finita (ver el ejercicio S.H.2). Este caso incluye al heredi­

tario que resolvi6 P. Gabriel, pero no ha sido resuelto mas 

que en algunos otros casos particulares. 

K. Bongartz ha probado recientemente que si (C,R) es 

de tipo finito y C no tiene ciclos dirigidos entonces, si R no 

contiene relaciones cero, R debe contener todas las posibles 

relaciones de conmutatividad. La lista de todos los (C,R) de 

tipo finito sin ciclos dirigidos y "completamente conmutati­

vos" había sido ya encontrada por M. Loupias en [L]. Esta li~ 

ta coincide (sobre campos algebraicamente cerrados) con la da 

las álgebras 2-hereditarias de tipo finito que fueron clasifi 

cadas, enel contexto más general de las álgebras de Artin, 

por R. Bautista en 1978. 

Si, por el contrario, R tiene un sistema gen~rador de 

relaciones cero (aunque C tenga ciclos dirigidos), el proble-
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·ma ha sido resuelto aunque de manera menos concluyente: Si C 

es un árbol, K. Bongartz y C.M. Ringel han encontrado condi­

ciones necesarias y suficientes para que (C,R) sea de tipo fi 

nito y, en el caso general (C arbitrario, R generado por rel~ 

cienes cero) E. Green y P. Gabriel, trabajando independiente­

mente, han reducido el problema (mediente técnicas topol6gi­

cas) al caso en que Ces un árbol. Si hemos dicho "de manera 

menos concluyente" es porque las condiciones de Bongartz y 

Ringel (en términos de conjuntos parcialmente ordenados) son, 

en general, difíciles de verificar y la lista de los árboles 

de tipo finito, desconocida aún, es mucho muy grande. Esto es, 

en parte, la raz6n de que a~tualmente no se busca ya tanto ob 

tener listas de álgebras de tipo finito, sino obtener algo­

ritmos que decidan, en los casos concretos, si un álgebra es 

tle tipo finito o no. 




