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Sea (C,R) un carcaj con relaciones y sea A = kC/R. Da
da alguna familia de dlgebras definida por alguna propiedad
P, quisiéramos encontrar la '"traduccién" P' de PP en térmi-
nos de carcajes con relaciones, o sea que quisiéramos encon-
trar P' tal que A tiene 1la pfopiedad P si y sélo si (C,R)
tiene la propiedad ' . En otras palabras, nos preguntamos
qué efecto tiene sobre (C,R) la imposicidén de condiciones adi
cionales sobre A.

Un ejemplo de esto ya lo hemos visto en 3.F: A tiene
radical cuadrado cero si y s6lo si R = F2,

En este capitulo estudiaremos el problema mencionado

en algunos casos particulares.

§6.1 ALGEBRAS HEREDITARIAS

Definicidn: Diremos que A es hereditaria si los submbdulos de

A-m6dulos proyectivos son siempre proyectivos.

Esto es equivalente a pedir que la dimensidn global
Proyectiva de A sea menor o igual a uno y, por lo dicho en
5.G, podemos concluir que A es hereditaria si y sélo si el ra
dical de todo proyectivo inescindible es proyectivo.

Como ya conocemos los proyectivos inescindibles y sus

radicales, nos serd fdcil interpretar la afirmacién "A es he-
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reditaria" en términos de (C,R). Para esto utilizaremos la si
guiente propiedad de las dlgebras hereditarias: todo morfismo
no nulo entre proyectivos inescindibles es monomorfismo (ver

6.D(1) ).

Proposicidn: A es hereditarnia 84 y 86Lo 84 C no tiene ciclos

dinigidos y R = 0.

Demostracidn:

- Necesidad: Supongamos que A es hereditaria.

Si tuviésemos un ciclo en C, digamos y = (ilap..0;)i)
con n > 1, obtendriamos, como en 2.B(2), monomorfismos entre
proyectivos inescindibles ¢“n’¢°n-1""’¢“1 de tal forma que
la composicién ¢ = ¢“n¢“n-1"°¢°1 serfia un automorfismo
¢: Py —P;.

Por otra parte, como n > 1, resulta ¢ € rad(End,P;):
en efecto, P. = A1; y ¢ es la multiplicacién por y; mediante

1 1

el isomorfismo EndP; X T ;AT; de 1.2.6(ii), ¢ se transforma en
el elemento y de T;AT;, pero y estd en rad(tjAt;) por 1.Ay
2.3.4.

Entonces ¢ es al mismo tiempo nilpotente e invertible,
lo cual es una contradiccién. Concluimos que C no tiene ci-
clos dirigidos.

Si fuera R # 0, tendriamos dos vértices 1,j de C y al
guna relacidén legible p de i a j en R.

Como C no tiene ciclos, deberid ser i # j. También por

la ausencia de ciclos dirigidos en C, podemos suponer que p

es una relacién "extrema", o sea que si tenemos alglin camino
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dirigido desde i a algfin otro vértice s # i, ya no empiezan
relaciones legibles eﬁ S.

Consideremos el proyectivo P; en mod(C,R). Por 5.E,

la cubierta proyectiva de radP;/rad?P; es

P = tél#(i,jt)Pjt,
donde ji,je,.-.,jJr son todos los vértices a los que llega al-
éuna flecha desde i. Por nuestra demostracién de 1.7.3, P es
£ambién la cubierta proyectiva de radP;.

Pero el mismo radP; es proyectivo, de modo que debe
coincidir con su propia cubierta proyectiva (la identidad es
ciertaménte un epimorfismo superfluo, ahora use la unicidad
de la cubierta proyectiva, 1.6.2), de donde

(i) radP; ¥ 8 #(i,j)Pj, ,
y de aqui obtendremos nuestra contradiccién.

Si suponemos #[x,y] igual al nlmero de caminos dirigi

dos de x a y, obtendremos que
(i1)  #05,5] = I #(5,30)#(5c,]

Por 5.2.1 y la extremalidad de p se tiene que, para
toda t = 1,...,r,

(iii)  dim (Pj )5 = #[J¢,3).

Como i # j, 5.3.1 nos asegura que:

(iv) dimk(radPi)j = dimk(Pi)j

Como p es una relacifn legible de i a j, usando 5.2.1

obtenemos que
(v) dimk(Pi)j < #[1,j 1.
De (i), (iii) y (ii) se obtiene que dimk(radPi)j es

igual a #[i,j], pero de (iv) y (v) se obtiene que es menor.
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Concluimos entonces que R = 0.

Suficiencia: Supongamos ahora que C no tiene ciclos

dirigidos y que R = 0., Probaremos que A es hereditaria.

0, por 2.E podemos ver a A = kC como el dlge

Como R

bra tensorial A = TA(M).

Como A = k% es semisimple, todo A-mS6dulo es proyecti
vo, pero entonces todo A-m6dulo de la forma Agx, con X en
ModA, es proyectivo: en efecto, el funtor HomA(AEX,—O A2
HomA(X,HomA(A,-J) N HomA(X;—J es exacto. (Hemos usado la ad-
juncién entre Hom y ®, para una prueba puede verse la p. 225
de [ A-F]).

En particular, para X = M, tenemos que AEM es un A-md
dulo proyectivo, pero como C no tiene ciclos dirigidos sabe-
mos por (c) y (d) de 2.E que AEM 2 radd, de donde radA es
proyectivo.

Si P; = Aty es un proyectivo inescindible, radP; =
rad(At;) = (radA)Ti es proyectivo por ser sumando directo de

rad\A, de donde A es hereditaria. //

§6.2 ALGEBRAS COCIENTES DE HEREDITARIAS

Veremos ahora que si se omite la condicién "R = 0" pa
ra las 4dlgebras hereditarias, se obtiene una familia impor-

tante de dlgebras: las &lgebras cocientes de hereditarias

(ver [Hr], [J-ND).

Definicién: A es cociente de hereditaria si existe una k-41-
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gebra T de dimensibén finita y hereditaria y un morfismo supra

yectivo ¢: I' —> A de k-dlgebras tal que Ker¢ < rad?r.

Observaciones: En la situacifén de la definicién anterior, se

tiene lo siguiente:

(1). La condicibén Ker¢ C rad?r equivale a pedir que
¢ 'rad®?A = rad?r, 6 a pedir que ¢ induzca un isomorfismo de
k-dlgebras ¢: I/rad?T —> A/rad?A (ver 1.C).

(2) Como A es basica e indescomponible, por ser
Ker¢ € rad?r, I' también es bdsica e indescomponible. (ver

6.A).

Proposicidn: A es cociente de hereditardia 84 y s6Lo 84 C no

tiene ciclos dinigidos.

Demostracién: Si C no tiene ciclos dirigidos, kC es heredita-

ria por la proposicidén anterior, y si ¢: kC— A = kC/R es 1la
proyeccién natural, Ker¢ = R C F? por ser R admisible y
F2 = rad?kC por 2.2.4, de modo que A es cociente de heredita-
ria.

Supongamos ahora que A es cociente de hereditaria. En
tonces existe un morfismo sobre ¢: ' —> A de k-dlgebras con T
hereditaria y Ker¢ C rad?r.

Por la observacidén (2), podemos considerar al carcgj

de I, C.,. Por la proposicién anterior obtendremos entonces

r
que C, no tiene ciclos dirigidos.
Sabemos que C = C, (3.1.3), pero C, = C; por 3.F, de

donde C no tiene ciclos dirigidos. /
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§6.3 ALGEBRAS SERIALES IZQUIERDAS

Definicidén: A es serial izquierda si todo proyectivo inescin-

dible en modA tiene una Gnica serie de composicidn.

Recordemos que una serie de composicidn para un A-mé-
dulo M es una cadena de submédulos M = M; DM; D ... D M2 =0
con la propiedad de que Mi/Mi+1 es simple para i1 = 0,1,.,0-1,
Como A es un anillo artiniano, todo A-médulo izquierdo finita
mente generado tiene alguna serie de composicidén, lo que se

exige es que los proyectivos inescindibles la tengan Gnica

(o sea, que los proyectivos inescindibles sean uniseriales).

Observemos que un A-médulo M tiene una finica serie de
composicidn si y sélo si M D radM D rad?M D ... D 0 es una se

rie de composicidn.

6.3.1 Lema: Supongamos que radP/rad?P es simple o cero para
cada A-mbdulo proyectivo Lnescindible P. Entonces A es serndial
Lzquienda.

Demostracién: Sea P un proyectivo inescindible en modA. Por

hipdtesis sabemos que radP/rad2? es simple o cero. Suponiendo
que radP/rad?P es simple, probaremos que rad?P/rad®P es tam-
biefi simple o cero.

Sea f: Q —radP la cubierta proyectiva de radP. Co-
mo radP/rad?P es simple y Q es también la cubierta proyectiva
de radP/rad?P, entonces Q es un proyectivo inescindible.

Usando 1.5.5, vemos que f puede restringirse a epimor
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fismos f': radQ — rad?P y f'': rad?Q — rad®P, de modo que
f induce un epimorfismo f: radQ/rad?Q —> rad?P/rad®P que ha-

ce conmutativo el siguiente diagrama:

0 — rad?Q —— radQ —— radQ/rad?Q — 0

e e

0 — rad®P — rad?P — rad?P/rad?®P — 0

Pero por hipdtesis, ya que Q es proyectivo inescindi-
ble, radQ/rad?Q es simple o cero, de modo que rad?P/rad?P es
también simple o cero.

Nuevamente, si rad?P/rad?P es simple, podemos emplear
la misma técnica ("Sea T — rad?P la cubierta proyectiva de
rad*P, etc.") para probar que rad’P/rad"P es simple o cero y
asi continuamos durante un nimero finito de pasos (igual a la
longitud de P) hasta encontrar un cociente nulo.

Con esto se habrd probado que P O radP D rad?P D ...

D 0 es una serie de composicién, de modo que P es uniserial.//

6.3.2 Proposicidn: A es senial Lizquiernda s4i y 86L0 84 para ca

da vérntice i de C hay a Lo mds una gfLecha que empieza en i.

Demostracién: Supongamos primero que A es serial izquierda.

Sea i un vértice de C y consideremos el proyectivo P;. Como
Pi es uniserial, Pi ) radPi D radzPi DO ...D 0 es serie de
composicién, y entonces radP; /rad?P; es simple o cero. Por
5.E se tiene entonces que jgco#(i’j)si es simpls o cero. Por

lo tanto, hay a lo mds una flecha en C que empieza en i.
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Ahora supongamos, reciprocamente, la condicidn del
enunciado. Sea 1 un vértice cualquiera de C. Por hip6tesis y

5.E se tiene que radP;/rad?P; es simple o cero. En consecuen-

1

cia, aplicando 6.3.1, A es serial izquierda. //

§6.4 ALGEBRAS DE NAKAYAMA

Definicidén: A es serial derecha si todo A-mddulo derecho pro-

yectivo e inescindible es uniserial.

Observemos que, como modA°? es equivalente a la cate-
goria de los A-mb6dulos derechos, A es serial derecha si y s6-
lo si A°? es serial izquierda. Como el carcaj de AP es C,*,
el opuesto al de A (ver 3.G), se obtiene la siguiente versidn

de 6.3.2:

6.4.1 Proposicifn: A es sendal derecha 84 y s6Lo 84 para cada

véntice i de C hay a Lo mds una §Lecha de C que termina en i./

Definicidén: A es un dlgebra de Nakayama si es serial izquier-

da y serial derecha.

De la definicién y nuestras dos filtimas proposiciones

obtenemos:

6.4.2 Proposicién: A es de Nakayama 54 y 86Lo 84 en cada vér-

tice de C empieza a Lo mds una fLecha y termina a Lo mds una
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§Lecha. En concecuencia A es de Nakayama 84 y 56L0 84 C es
uno de Los sigudientes carcajes:

1—2— ... —n (n>1)

N6tese que cuando n=1, el primer carcajf es 40Lo un punto

(A = k) y el segundo es un véntice con un Lazo. //

Definiicién: A es autoinyectiva si considerada como A-médulo

izquierdo es inyectiva. (Equivalentemente, si cada proyectivo

inescindible es inyectivo).

No conocemos una condicién para (C,R) que sea equiva-
lente a la autoinyectividad de A, pero para adlgebras de Naka-
yama autoinyectivas esta descripcién es fiacil. Vimos ya que
pedir que A sea de Nakayama restringe fuertemente la forma de
C, aunque no impone condiciones al ideal admisible R. Veremos
ahora que pedir que A sea Nakayama-autoinyectiva resringe afin

mis la forma de C e impone una fuerte condicidén a R.

6.4.3 Proposicidn: S{ A # k (€ste es el caso en que C es 8680

un punto y, forzosamente, R = 0), entonces A es Nakayama-auto

Anyectiva 84 y 86Lo 84 C es de La forma
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00— 1
n:{’ \\*z
? ;L (n> 1)
\\‘ ’,I

¢h

y R = con alguna h > 2.

Demostracifn: Supongamos que A es Nakayama-autoinyectiva. C

no puede ser de la forma 1 — 2 —» ... — nconn > 1,
pues A1, serfa un proyectivo simple no inyectivo (ver 5.C), y
por lo tanto C es la forma requerida por 6.4.2. Veremos ahora
que R = Fh para alguna h > 2. Recordemos que, para n = 1, ya
vimos esto en 2.D; en lo que sigue, usaremos la notacidn de
2.D.

Sea h := max{%(i) /i = 0,1,...,n-1}. Ciertamente,
h > 2 (R es admisible) y, como {YiQCi)/ i=20,...,n-1} es un
sistema de generadores para R, nos bastari con probar que
2(0) = 2(1) = ... = €(n-1) = h para tener que R = Fh,

Razonaremos por contradiccién, suponiendo que hay un
vértice i de C tal que 2(i) < h. Sea i' € Cy tal que i*+1=1i
mod n (o sea que i' es donde empieza la finica flecha que lle
ga a i). Es facil convencerse de que podemos suponer que
2(i') = h, y de aqui obtendremos nuestra contradiccidn.

Sea j € Cp tal que j+1 = i+ 2(i) mod n. Como Pi es
(i)-1

i es el mds largo cami-"

inyectivo, sabemos por 5.F que v
no que llega a j y no estd en R. Entonces yi}(i) € R, pues
también llega a j y es mds largo que Yia(i)'l, Por la defini-
cién de 2(i'), concluimos que h = 2(i') < 2(i) < h.

Reciprocamente, supongamos que (C,R) es como en el
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enunciado. Por 6.4.2, A es de Nakayama. Por 5.F, P; es in-
yectivo para todo vértice i de C, de modo que A es autoinyec-

tiva. /
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 6

6.A Pruebe la observacién (2) de 6.2. Sugerencia:
Use 1.C para t = 1, Para la primera parte, pruebe el

converso del lema 1 de 3.2.2, y para la segunda use 1.3.3.

6.B Algebras locales. A es local si tiene un Gnico ideal iz

quierdo maximal. Pruebe que A es local si y s6lo si C tiene

un solo vértice (cualquier ntimero de lazos, R arbitrario).

6.C Algebras conmutativas. Pruebe que A es conmutativa si y

s6lo si C tiene un sélo vértice y, si a;,02,...,a, son las

flechas de C, @goy - 00 € R para todo par de indices

i,j € {1,...,n}.

6.D Algebras 2-hereditarias.

(1) Pruebe que si A es hereditaria, todo morfismo no’
nulo entre proyectivos inescindibles es monomorfismo. Esto se
usdé en la prueba de la proposicidén de 6.1.

(2) A es -hereditaria (localmente hereditaria) si

cumple la condicidn del inciso aﬁterior. Pruebe que A es Q-hé'
reditaria si y s6lo si todo submédulo local (i.e. con un Gni-
co submédulo midximo) de un proyectivo inescindible es proyec-
tivo.

(3) Considere la relacidn transitiva < generada por

"P; © Pj si y s6lo si hay un morfismo no nulo de P; a Pj que
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no es isomerfismo'. Pruebe que P; < Pj si y s6lo si hay un ca-
mino dirigido de j en i, no trivial. Entonces A es cociente de
hereditaria si y s6lo si < es un orden parcial. Concluya que
las dlgebras 2-hereditarias son cocientes de hereditarias.
(4) Si A es f-hereditaria, R no puede contener rela-
. clones cero..

(5) Una expresidén legible de x a y en C es un elemen-

to no nulo de tykCryx. N6tese que el producto uv de dos expre-
siones legibles es el cero de kC si y s6lo si v termina en un
punto distinto del punto inicial de u. Pruebe que A = kC/R es
£ -hereditaria si y s6lo si:

(i) C no tiene ciclos dirigidos, y

(ii) Si u,v son expresiones legibles con

0 # uv € R, entonces u € R 6 v € R.

6.E Pruebe que si A es serial izquierda, C tiene a lo mis un
ciclo dirigido. Describa la "forma general" de C cuando no tie

ne y cuando tiene un ciclo dirigido.

6.F Supongamos que A es Nakayama-autoinyectiva. Llamaremos Naka

yama-simétrica a A si ademis se satisface que, para cada proyecti_

vo inescindible P, P/radP es el Ginico submbédulo simple de P. Prue-

be que esto ocurre si y s6lo si h = 1 modn, donde hes lade 6.4.3.

6.G Pruebe que si A es autoinyectiva, cada flecha de C estd
contenida en algln ciclo dirigido de C. Muestre que el conver-

so no es vidlido.






