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Anteriormente hemos dicho que las representaciones de
carcajes son mids manejables que los mbédulos pues se pueden
”yisualizar”. Como ilustracifén de esto, pasaremos a dar des-
cr;pciones diagramidticas de algunos médulos interesantes. Es-
tudiaremos los médulos simples; los proyectivos inescindibles,
sus radicales, y los médulos inyectivos inescindibles.

A lo largo de todo el capitulo (C,R) serd un carcaj

con relaciones y A = kC/R. Pondremos también C, = {1,...,n}.

§5.1 DESCRIPCION DE LOS MODULOS SIMPLES

Definicién: Si j es uno de los vértices de C, denotaremos por

S-

j a la representacién Sj = ((Sj)i’(fa)) dada como sigue:

0 sii#j
(S')i= L. s Y
k sii=j

f, = 0, para toda a € C,.

Claramente, Sj es una representacién de C sujeta a
las relaciones de R (cualesquiera que estas sean) y, al no po
seer ninguna sub-representacidén propia no trivial, es una re-
presentacidén simple de (C,R). A Sj suele llamirsele el sizple

asociado al vértice j.

Notemos que S;,S2,...,S, son simples no isomorfos dos

a dos (ver el ejercicio 4.A)
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Por otro lado, puesto que A es una k-dlgebra de dimen
si6én finita, sabemos que existe una biyeccidén entre cualquier
sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos (en
particular {1,,...,Ta}) y las clases de isomorfia de los A-md
dulos simples (ver 1.7.2). Se deduce entonces que A tiene
exactamente n clases de isomorfia de simples.

Entonces S$,,S,,...,5Sh, es una lista completa y sin re-

peticiones de todos los A-médulos simples.

5.1.1 Como consecuencia inmediata de lo anterior tenemos que
A es basica. En efecto, tenemos la correspondencia uno a uno
ya invocada entre las clases de isomorfia de los A-médulos

simples y las clases de isomorfia de los A-m6dulos proyecti-
vos inescindibles. Como vimos en la seccidén 1.2, éstas Glti-
mas son las clases de isomorfia de los médulos que aparecen
en la descomposicién de A en inescindibles: A = Aty @ ... @ AT,

de donde se sigue que A es bdsica. //

5.1.2 También se sigue de la descripcidén de los simples que
una representacién de (C,R), M = ((Mi)’(fa)) es semisimple si
y s6lo si cada f, es cero.

De hecho, M es semisimple si y sdlo si

MY
1

@3

 (dimMg)S5.

»

£€5.2 DESCRIPCION DE LOS MODULOS PROYECTIVOS INESCINDIBLES

Bastard traducir cada Aii a una representacién
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Pi = ((P1)j,(£,))
de (C,R) mediante la equivalencia F descrita en (A) de 1la SBE
cidén 4.3.
Se obtiene enseguida que:

g;ng En caso de que R = 0, 6, mids generalmente si no hay re-
laéiones legibles de i a j, (Pi)j resulta ser el k-espacio
vectorial con base todos los caminos dirigidos de i a j en C.

Si R # 0y si existe una relacidén legible que va del
vértice i al vértice j, (Pi)j es un espacio vectorial de dimen
si6n estrictamente menor al nfimero de caminos de i a j.

Para cada flecha a: j—>s de C, la aplicacidén lineal

fo: T5kCri/t4RTy — 15kCr;/TgRT;

es tal que f,(y) = ay para todos los caminos y de i a j.

Si R = 0, £, es siempre inyectiva, pero si R #0 £,

puede ser o no ser inyectiva.

Veamos un ejemplo. Consideremos el carcaj con relacio
nes (C,R) de 2.3 (c).

Los kC/R-m6dulos simples corresponden a S,,...,S¢ don
de S; es la representacidn con el campo k en el vértice i y 0

en los demds vértices. Por ejemplo:
Su = 0/’0>k4/ r

Daremos ahora la lista de los proyectivos inescindi-

bles.
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_ ’J’;.k 1 ‘r’,,O

ki _! 0
g = / /
P, 0\0>k\1(;

- /70\ ‘o/k .
P sl

= /O ‘o/k 1
P 0\0>k1\i
k®k

" ”,,qO {0
Ps = o\0> <o

= ,f”aO\\\$ (4,0) kOk =
Po = I, —" Q@ kgk!_(”)

§5.3 DESCRIPCION DE rad™P;

Nos ocuparemos primero de describir radPj.

Como en 5.2, bastard traducir rad(Afi) a una represen
tacidén, que llamaremos

radP; = ((radPi)j,(ga)) ’

mediante la equivalencia F.

Recordemos que, por un lado, rad(Afi) = (radA)fi. Por
otro lado radA = F, ya que R es admisible (ver 2.3.4).

Obtenemos entonces que

(radPi)j = erTi = TjFTi/TjRTi.

5.3.1 Es inmediato que, en caso de que i # iy t5Fry = kG,

de donde




= 78i=

(radPi)j = (Pi)j sii # j-

Notemos también que, para i = j, (P;)y =TikCTi/TiRTi =
= k%i e TiFTi/TiRTi; esto se debe a que R C F2 C F vy mues-
tra que

dimk(radPi)i = dimk(Pi)i -1,
lo que corresponde a haber eliminado el camino trivial rt;.

Nétese que si C no tiene ciclos dirigidos que pasen

por el vértice i, (radPi)i = 0.

Para cada flecha a: j—>s en C, tenemos claramente

que g, es la restriccién de f, (ver ejercicio 4.A (b) ).

Como ilustracidn de esto daremos la lista de los radi

cales de los proyectivos calculados en la seccién anterior:

/k : 4/0
0\k>k\,‘g

_ /0 /0 )
radP; = 0\.0>k\‘(f) (= Su)

radP;

k
radP; = 0<>k<kl (= Py)
_ ”’,40 Q”,’k
radP, = 0\\\\$0 0\\\\’11

radPs = 0:::::2::::3kt:§::f1 (= Py)

/vo\ (1,01 k8K N
radPg = 0~\\\$0_’_,,k.\7\’£(?) (= Ps)
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Veamos ahora el caso en que m > 2. Igual que antes,

se obtiene que:
(rad™P;); = %j?m%i = 15 (F + R)7;/74R ;.

Tenemos entonces que (radei)j es el subespacio vecto
rial de (Pi)j generado por las clases de los caminos de i a j
con longitud mayor o igual a m.

En cuanto a la evaluacién de radei en cada flecha a,
se trata claramente de la restriccidén de £, a los subespacios

correspondientes.

5.3.2 En-caso de que m = 2, podemos ser mids precisos: Si j#1i,

= . - . - o 2 - - - v -
(Pi)j TJkCTl/TJRTl (TJF Tl/TJRTl) e (? ky), donde y reco
rre las flechas de i a j; esto se debe a que R C F2?. Se dedu-
ce que, si #(i,j) es el nfimero de flechas de i a j,
dimk(radZPi)j = dimk(Pi)j - #(i,j) si i # 3.
Para j = i, tenemos aue (P;); = v kCr;/t ;Rt; =
= 1;F21;/T;R1; ® k1; © (g ky), donde y recorre los lazos en ij;

en consecuencia:

dim, (rad®P;); = dim (Py); - [#(i,1) + 1].

§5.4 DESCRIPCION DE LOS MODULOS INYECTIVOS INESCINDIBLES

Por 1.E sabemos que si P, *,P,*,...,Ph,* son los proyeg‘
tivos inescindibles de modA°? , entonces D(P,*),...,D(P,*) son
los inyectivos inescindibles de modA, donde D:modA°? —— modA
es la dualidad de 1.E. (Intercambiando A por A°P en 1.E).

Por 5.2 sabemos cudles representaciones de (C*,R*) co
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rresponden a P *,...,P,*, de modo que bastard aplicarles la
dualidad D: mod(C*,R*) — mod(C,R) descrita en 4.E. (Ahora
hay que intercambiar (C,R) y (C*,R*) en 4.E).
Pongamos entonces
I; = D(P3*) =: ((I3);,(£,)).

Se obtiene, haciendo 1lo anteriormén;e dicho, que:

- (Ij)i = (Pj*)i* = (rikC*Tj/TiR*Tj)* = (TjkCTi/TjRTi)* v TjkCTi/TjRTi .

En caso de que R = 0, (Ij)i es el k-espacio vectorial
con base todos los caminos de i a j.

Si R # 0 y existe una relacidn legible de R que vd
del vértice i al j, la k-dimensién de (Ij)i es estrictamente
menor que el nGmero de caminos dirigidos de i a j.

Para cada flecha a: i—s en C, la aplicacidén lineal

f .

o 3 rjkCTi/TjRTi--—*TjkCTS/TjRTS
queda descrita por su accién en los generadores de (Ij)i como
sigue:
Si y es un camino de i a j, entonces:
y' si existe un camino y' de s a j
fa(y) =§ tal que vy = y'a

0 en otro caso

Como ilustracidén, consideremos nuevamente el ejemplo

de 5.2. Daremos la lista de los inyectivos inescindibles.
k/70>0/f (___ Sl)
\0 \0

k%k\ 0/0
<, ,— =]

I,

I,




I,

I, =

Is=

Is=
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/0>0‘<§
/k>kl<£ .
T S~
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 5

5.A (1) Calcule los radicales cuadrados de los proyectivos

encontrados en el ejemplo 5.2.

(2) Sea C el siguiente carcaj

(o]

NN —
ml<p
Q=N - o

m

y consideremos las relaciones ey = 0, €8 = 0. Describa 1los
simples, los proyectivos inescindibles, sus radicales cuadra-

dos y los inyectivos inescindibles.

5.B Sea (C,R) el carcaj con relaciones de 2.D. Pruebe que:
(1) {y / v es camino de i a j de longitud menor que
£(i)} es base de (Pi)j y de (Ij)i'
(2) E1 tGnico submédulo simple de P, es Sj, donde

j+1=1+ 2(i) modn.

5.C Un vértice i de C es un pozo de C si ninguna flecha de C
se inicia en i. Dualmente, diremos que i es una fuente de C
si ninguna flecha de C finaliza en i. Para un carcaj con rela
ciones (C,R) arbitrario,
(1) Demuestre que el proyectivo P; es simple si y s&-
lo si i es un pozo de C.
(2) Demuestre que el inyectivo Ij es simple si y sdélo

si j es una fuente de C.
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(3) Caracterice los vértices i tales que P; tiene ra-

dical simple.

5.D (1) La cubierta proyectiva del simple S; es P;.

(2) Dualice el concepto de cubierta proyectiva para
obtener el de '"cdpsula inyectiva" (el dual de un epimorfismo
superfluo se llama "monomorfismo esencial'). Pruebe que 1la
cdpsula inyectiva del simple Sj es Ii'
5.E Usando 5.1.2 y las f6rmulas de 5.3 pruebe que

2 — - -
radP; /rad?pP; = jeeco#(l,J)Sj,

donde por mS debe entenderse la suma directa de m copias de S

(sim= 0, mS := 0). Concluya que la cubierta proyectiva de

2 @ . -
radPi/rad P, es jeco#(1,J)Pj.

5.F- En la situacidn de 5.B pruebe que P; es inyectivo si y
s6lo si 7563'1 es el mds largo camino que llega a j y que
no estd en R. (Esta j es la de 5.B(2) ). Sugerencia:

P; es inyectivo si y s6lo si P; X Ij, pero en todo ca
so se tiene un monomorfismo ¢: PiCL——+Ij. Si se cumple la con
dicién, pruebe que th——+ yf' define, para todo x € C,, una
biyeccidén de la base de (Pi)x a la de (Ij)x, donde
g2' = 2(i) - (2 + 1). Reciprocamente, si ¢ es isomorfismo sé
tendrd, en particular, que (P;) ;. X (Ij)i" donde 1i' es el

origen de la Gnica flecha que llega a 1i.

5.G Un conocido resultado de M. Auslander nos asegura que si
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A es un anillo artiniano podemos calcular su dimensién global
proyectiva como el supremo de Ias dimensiones proyectivas de
los A-mbédulos simples (ver [J1], p. 56). Calcule la dimensidn
global proyectiva de A = kC/R para (C,R) igual a:

(1) el carcaj con relaciones de 5.A(2).

(2) el carcaj C = 1—2—...—n sin relaciones

(i.e. R = 0).
(3) el carcaj
1
C = Zg// 3, con la relacibén de conmutatividad.

N,

4

(4) el carcaj de 2.D con R = F®, m > 2. En este caso,

pruebe que la dimensién global proyectiva es infinita .

5.H (1) Supongamos que A es de radical cuadrado cero (ver
3.F). Pruebe que la dimensidén global proyectiva de A es el su
premo de las longitudes de los caminos dirigidos en C. En par
ticular un dlgebra A con radical cuadrado cero tiene dimen-
sién global proyectiva finita si y s6lo si es cociente de he-
reditaria (ver 6.2).

(2) Pruebe que si C no tiene ciclos dirigidos, la di-
mensién global proyectiva de A estd acotada por la longitud

del mis largo camino dirigido en C.

5.1 Sea C un carcaj arbitrario con n vértices.
(1) Usando 4.D(1), pruebe que si C tiene algln ciclo

dirigido, entonces hay mids de n simples en Mod(kC).
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(2) Usando el concepto de anillo semiperfecto ([A-F1,
p. 303) y el Teorema 27.10 de [A-F] (p. 306), deduzca de (1)
que si radkC = F, entonces C no tiene ciclos dirigidos. (Com-

parar con 2.2.4).





