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CAPITULO 2: EL ALGEBRRA DE CARCAJ

En este capitulo definiremos lo que és un carcaj y su
dlgebra asociada. Ellos constituyen una buena herramienta pa-
‘ra el estudio de las dlgebras en general, como se podrd apre-
ciar en los siguientes capitulos.

Daremos luego una resefia de propiedades con el propd-
sito de familiarizarnos con el 4dlgebra de carcaj y su aritmé-
tica.

Para terminar, haremos algo similar para los cocien-
tes de las dlgebras de carcaj que se obtienen al dividir por

ciertos ideales que hemos llamado admisibles.

§2.1 CARCAJES Y ALGEBRAS DE CARCAJ

Definicidén: Un carcaj C es una grafica orientada, conexa y fi
[

nita. Mis precisamente, un carcaj consiste de un conjunto C,
de "vértices" y otro C, de '"flechas'", junto con una asigna-
cién que a cada flecha de C; le asocia su vértice inicial y
su vértice final. Pedimos que Cy y C;, sean finitos, y que C
sea conexo. NOotese que no se excluyen los casos en que apare-
cen- lazos o aristas mGltiples.

Son ejemplos de carcajes:
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Notacidén: a: i——>j en C significarid "la flecha o se inicia

en el vértice i y termina en el vértice j'

Definicidén: Un camino dirigido (de longitud n) de i a j en un

carcaj C es una sucesidn de vértices y flechas (j/og, ...
..,01/1i) con n > 0, verificando que

inicio de o; =i

final de o, inicio de a,

final de a, inicio de aj

final de an j.
En caso de que n = 0 pedimos ademds que i=j. De esta

forma, asociamos a cada vértice i su camino trivial Tti= (i/i),

que se puede interpretar intuitivamente como ''permanecer en
i". Si n es positivo, a menudo escribiremos simplemente

Gpnlp-1...0; en lugar de (j/ap,...,a;/1i).

Nota: A lo largo de todo este trabajo, k denotard un campo

que tomaremos algebraicamente cerrado. Tal suposicién sobre k-

no es necesaria en este capitulo, pero es sblo con ella que
se obtienen resultados interesantes en los capitulos posterio

res.

Definicidén: Denotaremos por kC el k-espacio vectorial con ba-
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se el conjunto de todos los caminos dirigidos del carcaj C
(incluso 1los trivialesj. Daremos a kC estructura de k-dlgebra
definiendo primero la multiplicacién de los basicos de la si-
-guiente forma: (m/BpsBp-15--:,81/h)-(j/oan,an-1,...,0,/1) va
le cero si h # j, y vale (m/Bp,...,B1,0n,.-..,0;/1) en caso de
que h = j. Este. producto se extiende de manera Gnica a todo
EC de tal forma que se obtiene una k-dlgebra cuyo uno es
;écdti. Seguiremos denotando por kC a esta &dlgebra y la 1luma
remos el dlgebra de carcaj asociada a C.

4

Veamos un ejemplo:
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T3*Y

Ty*Ty = Ty

§2.2 PROPIEDADES DE kC

2.2.1 Proposicién: {ti / i € Co}, todos Los camincs triviales,

es un sistema completo de Lidempotentes ontogonales y primiti-

vos de kC.

Demostracidén: E1 hecho de que los +t; son idempotentes ortogo
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gonales se debe a la definicién misma de la multiplicacidén en
kC.

Sabemos ya que Ity = 1, asi que nuestro sistema es
completo.

La verificacién de que cada 1; es primitivo exige un
poco mas de cuidado: pedir que 1j; sea primitivo es equivalen
te a pedir que el anillo 1j(kC)t; tenga como Gnico idempoten-
te no nulo a t; (ver 1.2.7).

Sean x;,X2,...,Xr los ciclos dirigidos en i (i.e. cami
nos dirigidos de i en i) que pasan por i en exactamente dos
ocasiones (si x es un tal ciclo, x2 ya no lo es). Es ficil
ver que T4 (kC)tjy es isomorfo a k(x;,...,xy) (ver 1.1.2). Pero
es claro, por cuestiones de grado, que esta dlgebra no posee

otros idempotentes aparte de 0 y 1. //

Observacidn: Desde luego el de 2.2.1 no es, en general, el

inico sistema completo de idempotentes ortogonales y primiti-
vos de kC. Por ejemplo, si C es el carcaj 1—£L*2, otro siste-

ma de estos es el siguiente: {t:+a,T-a}.

2.2.2 Proposicidn: kC es un dLgebra indescomponible.

Demostracién: Por 1.3.3 bastard que probemos que los Gnicos

idempotentes centrales de kC son 0 y 1.
Sea d # 0 un idempotente central. Veremos que d = 1.
Escribamos primero d = $ AyY, donde y corre sobre los
caminos dirigidos de C. Sea ahora i un vértice de C. Tenemos

que dti = 1id por ser d central. Ademis:
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dr; = 5 %ﬂTi = 5 AYy,-donde Y corre sobre los caminos que se
inician en i, y similarmente: 7;d = $ AyTiY = %AYy, donde ¥y
corre sobre los caminos que finalizan en 1i.

Entonces cada y (con AY # 0) que se inicia en i tam-
bién finaliza en i, o sea que los caminos y que constituyen d
gi.e. aquellos tales que Ay # 0) son todos ciclos. Mids preci-
samente,

€ 169(‘;0 T4 (kC)7y.

Escribamos d = I d;, con cada d; en t;(kC)t;. Usando
que d es idempotente, tenemos

Zd; =d-= d? = (z di)2 =z di2 € & 1, (kC)t,,
y entonces cada d; es idempotente de t; (kC)t;. Hemo§ visto ya
que entonces d, es cero 6 1.

Afirmamos que hingﬁn d; es cero. Para empezar, algin
d; no es cero, yaque d # 0. Sea X := {ie€ Cy / d; # 0} # 0.
Supongamos que, contrario a lo que se afirma, X # Co. Enton-
ces, siendo C conexo, existe un vértice i, € X y otro
jo € Co\X con una flecha o que los une. Sin pérdida de genera
lidad (el otro caso es andlogo), o se inicia en i, y finaliza
en jo.

Pero entonces da = I 150 =0 # 0 =2 ot; =ad, Yy

ieX ieX

d no seria central. Concluimos entonces que di = ti para todo
ie C y, por ende, que d = I t; = 1. /

2.2.3: kC es k-dlgebra de dimensibn finita 84 y 4620 54 C no

tiene ciclos dinigidos.
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Es decir, si C no tiene caminos dirigidos no triviales
que se inician y finalizan en el mismo vértice. La prueba de
2.2.3 es facil y se basa en que nuestros carcajes son grificas

finitas.
Definicidn: Denotaremos por F el ideal izquierdo de kC genera
do por todas las flechas (i.e. caminos de longitud 1) de C.

Es inmediato ver que de hecho F resulta ideal bilateral.

Observacidn: F coincide con el k-subespacio vectorial de kC

que tiene por base los caminos dirigidos no triviales (i.e.

de longitud mayor o igual a 1).

2.2.4: EL nadical de kC coincide con F cuando C no tiene ci-

clos dindgidos.

Para mostrar esto, recordemos (capitulo 1) que si A
es una k-algebra de dimensidén finita, radA puede verse como:
- el mdximo ideal nilpotente, o bien
- el minimo ideal tal que el cociente es semisimple,
o bien
- la interseccidén de todos los ideales izquierdos
miaximos.
Podemos utilizar aqui estas caracterizaciones puesto
que 2.2.3 nos asegura que dim kC es finito.
Veamos primero que F es nilpotente. Como C no tiene

ciclos dirigidos, hay una longitud midxima para sus caminos di
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rigidos, digamos m. Entonces cualquier producto de m+1 genera
dores de F (las fleéhas) debera ser cero, y por ende F®! =0,

Tenemos entonces que F C radkC.

Veamos ahora que kC/F es un dlgebra semisimple. Es fi
cil ver que {1; / i € Co} constituye una k-base de kC/F, de
.donde kC/F %~ kt, ® ... ® k1, como k-espacio vectorial. Esta
es también una descomposicidn en suma directa de dlgebras, y

cada una de ellas es simple. Entonces también radkC'ghF. /

Consideremos un ejemplo para ver que, en caso de que
C-tenga algln ciclo dirigido, lo anterior puede no ser vilido.

Sea C el carcaj siguiente: i::>a . Es inmediato que
kC & k[x ], y por tanto radkC = 0 (k es infinito).

Sin embargo, F =n§2 ka®. (Ver tampién el ejercicio

5.1).

§2.3 IDEALES ADMISIBLES Y COCIENTES DE ALGEBRAS DE CARCAJ

Como veremos en el siguiente capitulo, es totalmente
equivalente el estudio de las dlgebras de dimensidn finita so
bre nuestro campo k algebraicamente cerrado, al estudio de
los cocientes de k-dlgebras de carcaj sobre ciertos ideales

que llamaremos admisibles.

Definicién: Un ideal bilateral R del adlgebra de carcaj kC es
admisible si cumple:

(1) R estd contenido en F?
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(2) R contiene a alguna potencia de F.

Consideremos algunos ejemplos de ideales admisibles:
(a) Para C un carcaj arbitrario, F®, con n > 2, es admisi

ble.

(b) 0 es un ideal admisible de kC si y sdlo si C no tiene
ciclos dirigidos.

(c) Sea C el siguiente carcaj:

Sea R el ideal bilateral de kC generado por los ele-

mentos Ba - e, nB y yén.

Claramente R € F2, y también F5 C R (iVerifique!), de

donde R es admisible.

En general, dado un carcaj C y un ideal bilateral R
de kC con RC F?2, R es admisible si y sdlo si para cada ciclo

dirigido vy de C existe n > 1 tal que y™ € R.

Procederemos ahora a analizar algunas propiedades de
la k-d1gebra A = kC/R, donde C es un carcaj y R es un ideal

admisible de kC.

2.3.1 Proposicién: {13/ i € Col es un sistema completo de

Aidempotentes primitivos y orntogonales de kC/R.

Demostracién: Considerando la proyeccién natural kC — kC/R,

vemos que el nuestro es un sistema completo de idempotentes
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ortogonales, falta ver'ahora que cada Ei es primitivo. En vir
tud de 1.2.7, nos basta con verificar que los Gnicos idempo-
tentes de t; (kC/R)t; son 0y t,. Vimos ya en 2.2.1 que
T; (kC)t; = k{x;,...,X,), para alguna r, de donde
11 (kC/R)T; = 74 (KC/R)1y = 141 (KC)Ti/T4RTy{ = K{(Xy,...,Xp) /A,
donde A es un ideal de k(x;,...,Xy) con las siguientes propie
dades:

(a) Los polinomios de A no tienen término constante.

(b) Existe un natural n tal que el ideal generado por los
monomios de grado n estid enteramente contenido en A.

Sea entonces f € k(x;,...,Xr) un idempotente mddulo A,

o sea que f2 - f € A. Es facil probar que el término indepen-
diente de f es cero o uno. Si es cero, f es nilpotente médulo
A, y como también es idempotente mdédulo A, estd en A. Si el
término independiente de f es uno, por lo anterior 1 - f es

cero médulo A, o sea que f es el 1 médulo A. //

2.3.2 Proposicidn: Gracias a que C es conexo, L£os dnicos Ldem

potentes centrales de kC/R son 0 y 1. En consecuencia kC/R es
una k-dlgebra indescomponible.

Demostracidén: La prueba de 2.2.2 puede adaptarse al presente

caso sin dificultad, pero aquella demostracidén escondia un ar
gumento de cardcter mis general, que hemos indicado en el

ejercicio 2.B. //

2.3.3 Proposicidén: kC/R es de k-dimensibn finita.

Demostracién: En efecto, como F® C R, tenemos un epimorfismo
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de k-espacios vectoriales
kC/F* —»kC/R.
Pero las clases de los caminos de longitud menor que

n forman una k-base de kC/F", de donde se sigue el resultado.//

2.3.4 Proposicién: Denotemos por F a La imagen de F en kC/R.

Tenemos que rad(kC/R) = F y, entonces, rad™(kC/R) = F®.

Demostracién: Como R es admisible, existe un natural n tal

que F® C R. Entonces F® = 0 y F es nilpotente.

Sabemos que (kC/R)/? ) kC/F que, como vimos en 2.2.4,
es isomorfa como k-dlgebra a kt, + k1. + ... + kT,, que es se
misimple. De 2.3.3 y los resultados de la seccidén 1.4 se si-

gue ahora nuestra proposicién. //

2.3.5: De lo anterior es inmediato que rad(kC/R)/rad?(kC/R)
es un kC/R-bimédulo que admite por k-base al conjunto { al,
donde o recorre todas las flechas de C, a es la clase de a

médulo R, y a denota la clase de a médulo rad 2(kC/R). //

2.3.6: Finalmente nos limitaremos a sefialar que kC/R es bési-
ca. (Ver definicién en la secci6én 1.2). Daremos en 5.1.1 una

prueba de esto.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

2.A Sea C el siguiente carcaj:

é )
y. sea R el ideal de kC generado por {p*,80-p2,0(p-1)8}.

.Es R admisible?

2.B (1) Sea A =P, & ... ® P, una descomposicién en inescin
dibles de l1a k-dlgebra A. Pruebe que A es descomponible si y
sGlo si existe un particién (I,J) no trivial de {1,...,n} tal
que, siempre que i€ I y j € J, HomA(Pi,Pj) = HomA(Pj,Pi)= 0.
(2) Si R es un ideal admisible de kC, tomemos la descom
posicién A = kC/R = i§1(kC/R)fi de 2.3.1 (ver 1.2.4). Pruebe
que si a es un flecha que va de i a j en C, la multiplicacidn
por o define un A-morfismo no nulo de Pj (= (kC/R)tj) en Pj.

(3) Use (1) y (2) para demostrar 2.3.2.

2.C Podria omitirse ''conexo'" en la definicidén de carcaj.
Pruebe que entonces se tendria:
(1) kC es indescomponible si y sdlo si C es conexo.
(2) Para R admisible, kC/R es indescomponible si y sé_

lo si C es conexo.

2.D Sea C el siguiente carcaj:
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Sea R un ideal admisible de kC. Para este carcaj especial de-
notaremos por Yg al (Gnico) camino de longitud £ que empieza

en el vértice i. Para cada vértice i, sea 2(i) := min{R € N/

Yg € R} (recuérdese que R es admisible). Demuestre que

{Yf(°),Yf(1),...,YQ(“'” } es un sistema de generadores para

n-1

R. En particular, si n = 1, los Gnicos ideales admisibles de
kC son los de la forma F" con n > 2. (Como veremos mas adelan
te -en el capitulo 4- este ejercicio es, en parte, expresidn
de un hecho mids general: todo ideal admisible de kC es finita

mente generado para C carcaj arbitrario).

2.E Algebras Tensoriales:

Sea K un anillo y A una K-4lgebra. Sea M un A-A-bimd-
dulo con accién central de K (Am = m)A para cualesquiera A € K

y m € M). Definimos:

TO(M) := ,A,
T'(M) := aMa ¥, paran > 2,
TO(M) := T'(M) 8 TR=1 (M) .

Consideremos el A-mdédulo T, (M) :=i§°Ti(M). Pruebe que
T,(M) es una K-dlgebra con la multiplicacidn inducida por las

aplicaciones Ti(M) X Tj(M)-——*Td*j(M)tales que (a,b) —— aB®b.
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(a) Sea C un carcaj,y sea A la k-dlgebra A := kCo .
Consideremos también el grupo abeliano M := kC1. Si A € A,
feMya€C, (digamos a: i—>j), definamos (Af) (o) :=
A(3)E(a), (£A) (o) := A(i)f(a). Pruebe que con esta cstructura
M es un A-A-bimédulo con accidn central de K.

(b) Pruebe que kC TA(M) como k-algebras,

(c) Pruebe que si C no tiene ciclos, radTA(M) =
. igoTl(M)' )

(d) Pruebe que, en general, TA(M) g M =i§oT1(M).

2.F Sea D un subcarcaj de C (i.e. D es carcaj, Dy C Gy,

D€ C, y si a: i—j en D, entonces también o: i—>j en C).
Supongamos que D tiene la siguiente propiedad: siem-

pre que se tenga una flecha a: i—j en C con i € Dy, serd

j €Dy y a €D, (decimos que D es un subcarcaj final de C).

Definamos e := i élhrj’ y pongamos S := eRe donde R
es un ideal admisible de kC.

(1) Pruebe que kD = ekCe y que S es un ideal admisi-
ble de kD.

(2) Si A' := kD/S, pruebe que A' es isomorfa al co-

ciente de A kC/R que se obtiene al dividir por el ideal de

A generado por {t; / i &€ D,}.

2.G Si C es un carcaj, C* denotard el carcaj opuesto de C,

que se define a continuacién:
Los vértices de C* son los mismos que los de C.

Las flechas de C* son C¥ := {a* / a € C,}.
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Las asignaciones de inicio y final de C* son las in-
versas de las de C (a: i—j en C si y sélo si a*: j—i en
C*).

(1) Pruebe que kC* ~ (kC)°P (ver ejercicio 1.E).

(2) Si R es un ideal admisible de kC, obtenga un ideal
admisible R* de kC* y demuestre que kC*/R* es isomorfo a

(kC/R)°P





