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CAPITULO 2: EL ALGEBRA DE CARCAJ 

En este capitulo definiremos lo que és un carcaj y su 

álgebra asociada. Ellos constituyen una buena herramienta pa

ra el estudio de las álgebras en general, como se podrá apre

ciar en los siguientes capitu~os. 

Daremos luego una reseña de propiedades con el propó

sito de familiarizarnos con el álgebra de carcaj y su aritmé

tica. 

Para terminar, haremos algo similar para los cocien

tes de las álgebras de carcaj que se obtienen al dividir por 

ciertos ideales que hemos llamado admisibles. 

!bJ. CARCAJES Y ALGEBRAS DE CARCAJ 

Definición: Un carcaj Ces una gráfica orientada, conexa y fi 

nita. Más precisamente, un carcaj consiste de un conjunto C0 

de "vértices" y otro C1 de "flechas", junto con una asigna

ción que a cada flecha de C1 le asocia su vértice inicial y 

su vértice final. Pedimos que C0 y C1 sean finitos, y que C 

sea conexo. Nótese que no se excluyen los casos en que apare

cen• lazos o aristas múltiples. 

Son ejemplos de carcajes: 
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)·-·-· . 
• ;:::=O 

CD 
Notaci6n: a : i - j en C significará "la flecha a se inicia 

en el vértice i y termina en el vértice j~ 

Definici6n : Un camino dirigido (de longitud n) de i aj en un 

carcaj Ces una sucesión de vértices y flechas (j/an, 

.. ,ci.¡/i) con n > o, verificando que = 

inicio de a 1 = i 

final de CI. l = inicio de a 2 

final de a 2 = inicio de a 3 

final de ªn = j. 

En caso de c.ue n = O pedimos además qua i=j . De esta 

forma, asociamos a cada vértice i su camino trivial Ti~ (iHi), 

que se puede interpretar intuitivamente corno "permanecer en 

i". Sin es positivo, a menudo escribiremos simplemente 

<XnCl.n-1···ª1 en lugar de (j/an, ••• ,a1/i). 

Nota: A lo largo de todo este trabajo, k denotará un campo 

que tomaremos algebraicamente ce~rado . Tal suposici6n sobre k· 

no es necesaria en este capítulo, pero es s6lo con ella que 

se obtienen resultados interesantes en los capítulos posteri~ 

res. 

Definición: Denotaremos por kC el k-espacio vectorial con ba-
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se el conjunto de todos los caninos dirigidos del carcaj C 

(incluso los triviales). Da~emos a kC estructura de k-álgebra 

definiendo primero 1a multiplicación de los básicos de la si-

· guiente forma: (1!1./ 13p , Sp - 1 , •• ; , 13 1 /h) · ( j /a,n , CLn - 1 , ••• , a 1 / i) v ::i 

le cero si h # j, y vale (m/13p,···,S 1 ,a0 , ••• ,a 1 /i) en caso de 

que h = j. Este producto se extiende de manera única a todo 

kC de tal forma que se obtiene una k-á1gebra cuyo uno es 

iJc;i· Seguiremos denotando p6r kC a esta álgebra y la llarn~ 

remos el álgebra de carcaj asociada a C. 

, 
Veamos un ejemplo: 

,~3~4~De: 
2 13 

§2.2 PROPIEDADES DE kC 

CL • f: = 

Y· Í::· = 

S·Y = 

ó,y = 

Y•T3 

T 3 • Y 

T 1t • T 1t 

6·a = o 

y 8 

o 

Y•Ó = o 

= y 

= o 

= T 1t • 

2.2.1 Proposición: {Ti/ iE C0 }, :todo.6 lo.6 ea.m-lno.& :t1L.[v¿t.te~, 

u u.n .&,l!,.tema. eomple:to de ,ldempo.ten.tu 011.:togona.lu y p11.,lm,i.:t-<> 

vo.6 de kC. 

Demostración: El hecho de que los Ti son idempotentes ortog~ 
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gonales se debe a la definici6n misma de la rnultiplicaci6n en. 

kC. 

Sabernos ya que E Ti= 1, así que nuestro sistema es 

completo. 

La verificaci6n de que cada Ti es primitivo exige un 

poco más de cuidado: pedir que Ti sea primitivo es equivale~ 

te a pedir que el anillo Ti(kC)Ti tenga corno único idernpoten

te no nulo a Ti (ver 1.2.7). 

Sean x 1 ,x2,, .,,xr los ciclos dirigidos en i (i.e. cami 

nos dirigidos de i en i) que pasan fºr i en exactamente dos 

ocasiones (si x es un tal ciclo, x 2 ya no lo es). Es fácil 

ver que Ti(kC)Ti es isomorfo a k(x 1 , •• ,,xr> (ver 1.1.2). Pero 

es claro, por cuestiones de grado, que esta álgebra no posee 

otros idernpotentes aparte de O y 1. ll 

Observación: Desde luego el de 2.2.1 no es, en general, el 

único sistema completo de idernpotentes ortogonales y primiti

vos de kC. Por ejemplo, si Ces el carcaj 1~2, otro siste

ma de estos es el siguiente: {T 1 +a,T 2-a}. 

2.2.2 Proposición: kC e4 un ~tgeb~a inde4componibte. 

Dernostraci6n: Por 1.3.3 bastará que probemos que los únicos 

idernpotentes centrales de kC son O y 1. 

Sea d ~ O un idernpotente central. Veremos que d = 1. 

Escribamos primero d = E AyY, donde y corre sobre los 
y 

caminos dirigidos de C. Sea ahora i un vértice de C. Tenernos 

que dTi = Tid por ser d central. Además: 
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dT i = r AyYT i = r Ay Y, donde y corre sobre los caminos que se 
y y . 

inician en i, y similarmente: Tid = r AyTiY = EAyY, donde y 
y y 

corre sobre los caminos que finalizan en i . 

Entonces cada y (con Ay; O) que se inicia en i tam

bién finaliza en i, o sea que los caminos y que constituyen d 

(i.e . aquellos tales que Ay ; O) son todos ciclos . Más preci-

samente, 

d E @ Ti (kC)T i . 
i E Co 

Escribamos d = r di, con cada di en Ti(kC)Ti. Usando 

quedes idempotente, tenemos 

r di = d = d 2 = e r di ) 2 = E d. 2 E @ T . (kC)T . , 
1 1 1 

y entonces cada di es idempotente de Ti(kC)Ti. Hemos visto ya 

que entonces di es · cero ó Ti . 

Afirmamos que ningún di es cero. Para empezar, algún 

di no es cero, ya que d; O. Sea X : = {i E C0 /di; O} ; 0. 

Supongamos que, contrario a lo que se afirma, X; C0 • Enton

ces, siendo C conexo, existe un vértice i 0 e X y otro 

j 0 E C0 \X con una flecha a que los une. Sin pérdida de genera 

lidad (el otro caso es análogo), a se inicia en i 0 y finaliza 

en jo. 

Pero entonces da = r T·a = O ; a = r aT· = ad, y 
iEX 1 iEX 1 

d no sería central . Concluimos entonces que di = Ti para todo 

i E C0 y, por ende, que d = r Ti = 1 . // 
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Es decir, si C no tiene caminos dirigidos no triviales 

que se inician y finali:an en el mismo vértice. La prueba de 

2. 2.3 es fácil y se basa en que nuestros carcajes son gráficas 

finitas . 

Definición: Denotaremos por F el ideal izquierdo de kC gener~ 

do por todas las flechas (i.e. caminos de _longitud 1) de C. 

Es inmediato ver que de hecho F resulta ideal bilateral . 

Observación: F coincide con el k-subespacio vectorial de kC 

que tiene por base los caminos dirigidos no triviales (i . e . 

de longitud mayor o igual a 1). 

2.2.4: El 4adical de kC coincide con F cuando C no tiene ci

clo~ di4igido~. 

Para mostrar esto, recordemos (capítulo 1) que si A 

es una k-álgebra de dimensión finita, radA puede verse como: 

- el máximo ideal nilpotente, o bien 

- el mínimo ideal tal que el cociente es sernisimple, 

o bien 

- la intersección de todo~ los ideales izquierdos 

máximos. 

Podemos utilizar aquí estas caracterizaciones puesto 

·que 2.2.3 nos asegura que dimkkC es finito. 

Veamos primero que Fes nilpotente. Como C no tiene 

ciclos dirigidos, hay una longitud máxima para sus caminos di 
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rigidos, digamos m. En~onces cualquier producto de m+l gener~ 

dores de F (las flechas) deberá ser cero, y por ende fIª• 1 = O. 

Tenemos entonces que Fe radkC. 

Veamos ahora que kC/F es un álgebra semisimple . Es fá 

cil ver que { i i / i e C0 } constituye una k-base de kC/F, de 

. qonde kC/F ~ kr 1 $ ••• $ k-rn como k-espacio' vectorial. Esta 

e~ también una descomposición en suma directa de álgebras,·y 

cada una de ellas es simple. Entonces también radkC e F. ll 

Consideremos un ejemplo para ver que, en caso de.que 

C-tenga algún ciclo dirigido, lo anterior puede no ser válido. 

Sea C el carcaj siguiente: ºª . Es inmediato que 

kC ~ k[x), y por tanto radkC = O (k es infinito). 
O) 

Sin embargo, F = $ kan. (Ver también el ejercicio 
n= 1 

5 . I) . 

§2.3 IDEALES ADMISIBLES Y COCIENTES DE ALGEBRAS DE CARCAJ 

• Como veremos en el siguiente capitulo, es totalmente 

equivalente el estudio de las álgebras de dimensión finita so 

bre nuestro campo k algebraicamente cerrado, al estudio de 

los cocientes de k-álgebras de carcaj sobre ciertos ideales 

que llamaremos admisibles. 

Definición: Un ideal bilateral R del álgebra ~e carcaj kC es 

admisible si cumple: 

(1) R está contenido en F2 
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(2) R contiene a alguna potencia de F. 

Consideremos algunos ejemplos de ideales admisibles: 

(a) Para C un carcaj arbitrario, Fn, con n ~ 2, es admisi 

ble. 

(b) O es un ideal admisible de kC si y s6lo si C no tiene 

ciclos dirigidos. 

(c) Sea C el siguiente carcaj: 

a_. 2 ~ . y__ 5 
1---- ~ 4 ...-- f o 
~3 r; ~6 

Sea R el ideal bilateral de kC generado por los ele

mentos Ba - T;E, n B y yon. 

Claramente Re F2 , y también F5 e R (¡Verifique!), de 

donde Res admisible. 

En general, dado un carcaj C y un ideal bilateral R 

de kC con R C F2 , Res admisible si y s6lo si para cada ciclo 

dirigido y de C existe n ~ 1 tal que y ne R. 

Procederemos ahora a analizar algunas propiedades de 

la k-álgebra A = kC!R, donde Ces un carcaj y Res un ideal 

admisible de kC. 

2.3.1 Proposición: {Ti/ i E C0} u un .t:,.l.t:itema completo de 

idempotente.t:i p~imitivo.t:i y o~togonale.t:i de kC/R. 

Demostración: Considerando la proyección natural kC- kC!R, 

vemos que el nuestro es un sistema completo de idempotentes 
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ortogonales, falta ver ahora que cada T. es primitivo. En vir 
1 

tud de 1.2 . 7, nos basta con verificar que los únicos idempo-

tentes de i 1. (kC/R)i. son O y T .. Vimos ya en 2.2.1 que 
1 1 

Ti(kC)Ti = k(x 1 , ••• ,xr>, para alguna r, de donde 

Ti (kC/R)Ti = Ti (kC/Rhi = Ti (kChihiRTi = k(x 1 , ••• ,xr> /A, 

donde A es un ideal de k(x 1 , •• ,,xr> con las siguientes propi~ 

dades: 

(a) Los polinomios de A no tienen término constante. 

(b) Existe un natural n tal que el ideal generado por los 

monomios de grado n está enteramente contenido en A. 

Sea entonces f E k(x 1 , •• ,,xr> un idempotente módulo A, 

o sea que f 2 - f E A. Es fácil probar que el término indepen

diente de fes cero o uno. Si es cero, fes nilpotente módulo 

A, y como también es idernpotente módulo A, está en A. Si el 

término independiente de fes uno, por lo anterior 1 - fes 

cero módulo A, o se~ que fes el 1 módulo A. ll 

2.3.2 Proposición: G4aeia6 a que C eó eonexo, loó únieoó ide~ 

potente6 eent4aleó de kC/R óOn O y 1. En eonóeeueneia kC!R eó 

una k-álgeb4a inde6eomponible. 

Demostración: La prueba de 2.2.2 puede adaptarse al presente 

caso sin dificultad, pero aquella demostración escondí~ un ar 

gumento de carácter más general, que hemos indicado en el 

ejercicio 2.B. H 

2.3.3 Proposición: kC/R e6 de k-dimenói6n 6inita. 

Demostración: En efecto, como Fn e R, tenemos un epimorfismo 
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--*·kC/R. 

Pero las clases de los caminos de longitud menor que 

n forman una k-base de kC/Fn, de donde se sigue el resultado.U 

2.3.4 Proposición: Venotemo~ po~ Fa la ~magen de F en kC/R. 

Tenemo~ que rad(kC/R) = F y, entonce~, radm(kC/R) = Fm. 

Demostración: Corno Res admisible, existe un natural n tal 

que Fn C R. Entonces Fn = O y F es nilpotente. 

Sabemos que (kC/R)/F ~ kC/F que, corno vimos en 2.2.4, 

es isomorfa corno k-filgebra a ki 1 i ki 2 ¡ ... ¡ kin, que es s~ 

misirnple. De 2. 3. 3 y los re·sul tados de la sección 1. 4 se si

gue ahora nuestra proposición. ll 

2.3.5: De lo anterior es inmediato que rad(kC/R)/rad 2 (kC/R) 

es un kC/R-birnódulo que admite por k-base al conjunto {a}, 

donde a recorre todas las flechas de C, & es la clase de a 

módulo R, y a denota la clase de a módulo ·rad 2 (kC/R). ll 

2.3.6: Finalmente nos limitaremos a señalar que kC/R es bási

ca. (Ver definición en la sección 1.2). Daremos en 5.1.1 una 

prueba de esto. 
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EJERCI.CIOS DEL CAPITULO 2 

2.A Sea C el siguiente carcaj: 

"9( ; •Qp, 
y. sea R el ideal de kC generado por {p 4 ,6o-~ 2 ,o(p-1)6}. 

¿Es R admisible? 

2.B (1) Sea A= P1 @ ... @ Pn una descomposición en inesci!!_ 

dibles de la k-álgebra A. Pruebe que A es descomponible si y 

s6lo si existe un partición (I,J) no trivial de {1, ... ,n} tal 

que, siempre que i E I y j E J, HomA (Pi,Pj) = HomA (Pj ,Pi)= O. 

(2) Si Res un ideal admisible de kC, to~emos la descom 
n -

posición A= kC/R = .@ (kC/R)Ti de 2.3.1 (ver 1.2.4). Pruebe 
1=1 

que si a es un flecha que va de i aj en C, la multiplicación 

por a define un A-morfismo no nulo de Pj (= (kC/R)ij) en Pi. 

(3) Use (1) y (2) para demostrar 2.3.2. 

2.C Podría omitirse "conexo" en la definición de carcaj. 

Pruebe que entonces se tendría: 

(1) kC es indescomponible si y sólo si Ces conexo . 
., 

(2) Para R admisible, kC/R es indescomponible si y so 

lo si Ces conexo. 

2.D Sea C el siguiente carcaj: 
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_....,o ............. 
n-1 ~1 

I \ 
: 2 

\ / 
\ ; 

'\,, ,, 

(sin= 1, 

Sea R un ideal admisible de kC. Para este carcaj especial de

notaremos por ye al (único) camino de longitud e que empieza 
i 

en el vértice i. Para cada vértice i, sea 2(i) := min{2 e lN / 

y! E R} (recuérdese que Res admisible). Demuestre que 

{y eco) ye(i) ... ye(n-i)} es un sistema de generadores para 
o ' 1 ' ' n- 1 

R. En particular, sin= 1, los únicos ideales admisibles de 

kC son los de la forma F0 con n ~ 2. (Como veremos mas adelan 

te -en el capítulo 4- este ejercicio es, en parte, exoresi6n 

de un hecho más general: todo ideal admisible de kC es finita 

mente generado para C carcaj arbitrario). 

2.E Algebras Tensoriales: 

Sea K un anillo y A una K-álgebra. Sea M un A-A-bim6-

dulo con acci6n central de K (Am = mA para cualesquiera A e K 

y m E M). Definimos: 

Tº(M) := AAA 

T1 {M) := AMA y, para n ~. 2, 

Tº (M) : = T 1 (M) ® Tn- 1 (M) . 
A 

(X) • 

Consideremos el A-m6dulo T (M) :=.@ T1 (M). Pruebe que 
A 1=0 

TA(M) es una K-álgebra con la multiplicaci6n inducida por las 

aplicaciones Ti (M) x Tj (M) - Ti+j (M) tales que (a, b) i-- a®b. 
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(a) Sea C un carcaj,y sea A la k-álgebra A:= kcº. 

Consideremos también el grupo abeliano M := kc1. Si A E A, 

f E M y <l E C1 (digamos <1: i -j), definamos (Af) (a) 

A(j)f(a), (fA) (a) : = A(i)f(a) . Pruebe que con esta cstructur~ 

~ es un A-A-bim6dulo con acci6n central de K. 

(~) Pruebe que kC ~ TA(M) como k-álgebras. 

(c) Pruebe que si C no tiene ciclos, radTA(M) = 

= .@ Ti(M). 
1.>0 

(d) Pruebe que, en general, TA(M) ® M = . @ Ti (M) • 
A 1.>o 

2.F Sea D un subcarcaj de C (i.e. Des carcaj, D0 s;. C0 , 

D1 e C1 y si a: i -j en D, entonces también a: i-j en C). 

Supongamos que D tiene la siguiente propiedad: siem

pre que se tenga una flecha a: i-j en C con i E D0 , será 

j E D0 y a E D1 (decimos que Des un subcarcaj final de C). 

Definamos e : = j J Do T j, y pongamos S : = e Re donde R 

es un ideal admisible de kC . 

(1) Pruebe que kD = ekCe y que Ses un ideal admisi

ble de kD. 

(2) Si A' := kD/S, pruebe que A' es isomorfa al co

ciente de A= kC/R que se obtiene al dividir por el ideal de 

A generado por {Ti/ i e Do} . 

2.G Si Ces un carcaj, C* denotará el carcaj opuesto de C, 

que se define a continuaci6n: 

Los vértices de C* son los mismos que los de C. 

Las flechas de C* son C~ : = {a*/ a E C1 }. 
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Las asignaciones de inicio y final de C* son las in

versas de las de C (a: i-j en C si y sólo si a*: j-i en 

C*). 

( 1) Pruebe que kC* ~ (kC) op (ver ejercicio 1. E) . 

(2) Si Res un ideal admisible de kC, obtenga un ideal 

admisible R* de kC* y demuestre que kC*/R* es isomorfo a 

(kC/R)°P . 




