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CAPITULO 1: PRELIMINARES 

En este primer capítulo nos hemos esforzado por dar 

una presentaci6n rápida y completa de resultados bien conoci

dos. Estos son indispensables para poder desarrollar los de

más capítulos de este trabajo.· 

§1.1 ALGEBRAS Y MODULOS 

Definición: Sea k un campo. Una k-álgebra es un anillo A (con 

uno) que posee estructura de k-espacio vectorial de tal forma 

que 

a(ab) = (aa)b = a(ab) 

par a cu a 1 esqui era a E k , a E A , b E A • 

Diremos que A es una k-álgebra de dimensi6n finita si 

A es de dimensi6n finita como k-espacio vectorial. 

Consideraremos siempre al campo k como un subanillo 

de A, mediante el monomorfismo de anillos: 

k e , A 

a 
__ ,. a1 

Cada elemento de k conmuta entonces con todos los ele 

mentos de A: 

(a1)a = a(la) = a(a1) = a(a1) 

Decimos que k actúa centralmente en A. 
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Ejemplos: 

1.1.1: Sea k[x 1 , ••• ,x~ el anillo de polinomios en r va

riables con coeficientes en k. Es también un k-espacio vecto

rial (de dimensión infinita) con acción central de k. Tiene 

por tanto estructura de k-álgebra . 

1 . 1. 2: k( x , ... ,x ) denotará el anillo de polinomios en r 
1 r 

variables no conmutativas. Se trara también de una k-álgebra 

de dimensión infinita, llamada la k-álgebra asociativa libre 

en r generadores . Notemos que k[ x , . . . , x ] es el cociente de 
1 r 

1 
k(x , . . . ,x) por el ideal bilateral generado por 

1 r 

{x.x . -x . x. / i,j = 1, ... ,r}. 
1 J J 1 

1. 1.3: Dada una k-álgebra A, podemos construir su álgebra 

de matrices M (A). Es el conjunto de todas las matrices nxn 
n 

con entradas en A, que tiene estructura de k-álgebra (de di-

mensión finita si A es de dimensión finita) mediante la suma 

y multiplicación matriciales y la acción evidente de k. En la 

mayoría de los casos tomaremos A = k, el campo, o bien A = D, 

una k-álgebra con división (i.e. todo elemento no nulo de D 

es invertible) . 

1.1 . 4: Si Ges un grupo finito, sea kG el k-espacio vect~ 

rial con base G. kG tiene un única estructur.a de k-álgebra 

(de dimensión finita IG 1) tal que la multiplicación de los bá 

sicos coincide con la multiplicación en G. 

Definición: Sean A y A' dos k-álgebras . Un morfismo de k-álge 

bras <f>: A -A' es un morfismo de k-espacios vectoriales y 

de anillos simultáneamente . 
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Notación : ModA denotará la categoría de todos los m6dulos iz

quierdos sobre A. Notemos que cada M en ModA es, en particu

lar, un k-espacio vectorial. 

modA denotará la subcategoría plena de ModA constituf 

da por los módulos finitamente generados. Es importante notar 

tjue si A es de dimensión finita, modA coincide con la subcate 

góría plena de ModA constituída por los módulos de k-dimen

sión finita. 

§1.2 DESCOMPOSICION EN INESCINDIBLES 

Definición: Diremos que un A-módulo M no nulo es inescindible 

si no tiene sumandos directos no triviales . Es decir que si 

M ~U@ V, 

entonces U= O o bien V= O. 

Los inescindibles juegan un papel clave en la Teoría 

de Representaciones de Algebras. En efecto, el objetivo prin

cipal es conocer y describir los módulos sobre un álgebra da

da (antiguamente llamados representaciones). Ahora bien, el 

teorema siguiente nos asegura que podemos constntir todos los 

módulos de modA si conocernos los inescindibles. Toda informa

ción sobre ellos resulta pues fundamental, desde saber si hay 

o no un número finito de tipos (i.e. clases de isomorfía) has 

ta dar una lista completa de ellos. 

1.2.1 Teorema (Krull-Schmidt): Sea A una k-~lgeb4a de d~men-
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6i6n 6inita. Entonee6 todo m6dulo M en rnodA tiene una úniea 

de6eompo6iei6n en 4uma di~eeta de un núme~o 6inito de m6du

lo6 ineJeindible4 en rnodA. 

E6 deei~ que: 

M ~ M1 @ M2 @ 

donde lo6 Mi '4 4on ine4eindible~, y ~i tenemo6 ot~a de6eompo-

4iei6n M ~ N1 @ N 2 @ ... @ N8 (~i ine~eindible6) entonee6 

r = s y exúde una pe~mutaei6n de ,[ndieM o tal que M. ~ N (.) 
1 O 1 

pa~a eada i. 

Una demostración del teorema anterior puede verse en 

(14.2) y (14.5) de [C-R], pp. 81-83. 

Notemos que el álgebra A puede ser vista corno un obj~ 

to de rnodA gracias a la multiplicación del anillo. De esta 

forma, A tiene una única descomposición en inescindibles de 

rnodA: 

A~ P1 @ P 2 @ ..• @ Pn 

Recordemos que un A-módulo Pes proyectivo si y s6lo 

si es sumando directo de algún A-módulo libre (es decir de un 

A-módulo isomorfo a una suma de copias del A-módulo A). 

Se ve entonces que cada uno de los Pi que aparece en 

la descomposición .de A es un módulo proyectivo inescindible. 

El hecho es ·que allí se encuentran todos, en el senti 

do de que cualquier proyectivo inescindible P en rnodA es iso

morfo a algún Pi. En efecto, tenernos que 
m 

P@M"'@A, 
1 
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m 
y descomponiendo M obtenemos una descomposición de @A en 

1 

inescindibles. Pero ya teníamos una descomposición: 
m m m m 
$ A = @ P 1 @ @ P 2 @ · · · @ @ Pn. 
1 l l 1 

Por el teorema de Krull-Schmidt, Pes isomorfo, obli-

gatoriamente, a algún Pi. 

Definición: Una k-álgebra A de dimensión finita es básica si 

los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposi

ción "no se repiten". Es decir que Pi~ Pj s6lo si i = j. 

1.2.2 Teorema ([A-F], (27.14), p. 309): Pa4a toda k-álgeb4a A 

de dlmen6l6n ólnlta, exl6te una únlea (ha6ta l6omo4óla) k-ál 

geb4a A' de dlmen6l6n 6lnlta y bá6lea tal que modA y modA' 

6on eatego4la6 equlvalente6 . . (En este caso decimos que A y A' 

son Morita equivalentes). 

Corno ya los señalarnos anteriormente, nuestros esfuerzos 

estan dídgidos a conocer y describir las álgebras de dimensión fi

nita y sus categorías de módulos finitarnente generados. Desde 

este punto de vista, y gracias al teorema anterior, no se 

pierde ninguna generalidad al considerar solamente k-álgebras 

básicas; además, dada una k-álgebra básica de dimensión fini

ta es fácil construir todas las k-álgebras que le son Morita

equivalentes. 

1.2.3 Proposición: Sea A una k-álgeb4a de dlmen6l6n 6lnlta y 

A= P1 @ P2 @ ... @ P0 
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6u de6compo6lcl6n en p~oyectlvoa lneaclndiblea. 

Veacompong~moa, en eata auma di~ecta, el uno de A: 

En.toncu { e 1 , e 2 , ••• , en} e6 un aiatema 
n 

completo ( .r ei = 1) de 
1= l 

idempotentes (e i 2 = ei) 

ortogonales (ei ej = O si i , j) y 

primitivos (ai ei = f+g con f y g idempotentea 

o~togonalea, entoncea f = O o bien g = O). 

Demostración: En efecto, tenernos que ei = eil, de donde: 

ei = eie1 + eie2 + ... + eien. 

El primer miembro es un elemento de Pi, mientras que el segutl 

do tiene su primer sumando en P1 , el segundo en P 2 , etc. En

tonces ci 2 = ei y eiej = O si i, j. 

Mostremos ahora que Aei = Pi. En efecto, ya sabemos 

que Aei e Pi. Sea entonces x E Pi. Tenemos que x = x1 = xe1 + .. 

•• + xe 0 y esta es una descomposición de x en la suma directa. 

Entonces xej = O si· j I i y x _= xei e Aei. 

Ahora podemos mostrar que cada ei es primitivo: si 

ei = f+g con f y R idempotentes ortogonales, es ficil ver que 

Aei = Af ~ Ag, y como Aei = Pi es inescindible, obtenemos 

Af = O 0 bien Ag = O, es decir (=O o g = O. H 

1.2.4 Proposición: Sea {e1 ,e 2 , ••• ,e0 } un aiatema completo de 

idempotente6 o4togonalea p4imitlvo6 (deade luego, ei, O pa~a 

toda i). 
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Dernostraci6n: Tenernos que A= Ae 1 + Ae 2 + ••• + Aeu por tra

tarse de un sistema completo. La suma es directa ya que los 

idernpotentes son ortogonales. Cada sumando es inescindible 

puesto que cada ei es primitivo. ll 

Daremos ahora una propósici6n que caracteriza los mó

dulos inescindibles. 

_1. _2.5 Proposición: Sea. A u.na. k-álgeb11.a. y M u.n m6du.lo en ModA. 

En.tonc.e-6 M u -inuc.i.nd,ible -6-l y .6Ólo .6i. la. k-á.f.geb11.a. EndAM 

.ti.ene e.amo ún,ic.o-6 i.dempotente-6 a. O y 1. 

Demostración: Si e E EndAM es un idempotente, entonces 

M = Irne@ Irn(l-e), 

de donde e es cero o uno. 

Reciprocarnente, si M = U @ V, e: l! @ V - M definido 

por e (u+ v) = u es un idempotente. Entonces e = O o bien e = 1 

(U= O 6 V= O), de donde M resulta inescindible. H 

1.2.6 Lema: 

(i).- Sea. M un A-m6du.lo y e u.n -idempo.tente de A, 

.En.tone.u f ~ f(e) de6-<.ne u.n -l.6omo11.6i..6mo 4': HomA(Ae,M)-eM 

de k-e.6pac.,lo.6 vec..to11.,la.le.6. 

(ii). - <f>: EndA (Ae) ~ eAe, el i..6omo11.6,l.6mo -6-lendo 

a.qu.1 de k-álgebll.a.-6. (E-6 ,inmediata. la. ve11.,l6,lc.a.c.,i6n de que eAe 

.ti.ene e.6.t11.u.c..tu.11.a. de k-álgeb11.a., el u.no e-6 e). ll 
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La demostración del lema anterior es una verificacion 

sencilla y se deja al lector como ejercicio. Tal será el sig

nificado, de aqui en adelante, del sirnbolo H después de un 

enunciado. 

1.2.7 Corolario: Sea e un ldempotente de A. Entonce4 e e4 p4f 

mltlvo 4l y 6Ólo 4l eAe tlene como únlco4 ldempotente4 a e y 

o. // 

§1.3 ALGEBRAS INDESCOMPONIBLES 

Recordemos que dadás dos k-álgebras A1 y A2 , la suma 

directa A1 + A2 es la k-álgebra obtenida mediante la suma di

recta de los espacios vectoriales con la multiplicación comp~ 

nente a componente, es decir: 

Definición: Una k-álgebra es inaescomponible ('o inescindible 

como k-álgebra) si no es suma directa de dos k-álgebras. 

1.3. 1 Proposición: Toda k-4lgeb4a de dlmen4l6n 6lnlta e4 l4o

mo46a a una 4uma dl4ecta de un núme4o 6lnlto de k-4lgeb4a4 l~ 
•. 

de4componlble6 de dlmen4l6n 6lnlta. H 

Recordemos que nuestro interés se centra en las pro

piedades categóricas de modA. Ya hemos visto que podemos res

tringirnos a álgebras básicas de dimensión finita. También p~ 
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dremos restringirnos a· ilgebras indescomponibles en virtud 

del siguiente resultado: 

n n 
1 • 3. 2 Propos ici6n: S.l A~ . + Ai, e.n.to ne.u modA ~ . X modA i ( e..l 

1=1 1= 1 

p.1r.odu:c..to c.aJLte..6.lano de. la.6 c.a.te.go!Úa.6 .modAi,, i = 1 , .•• ,n). // 

El siguiente resultado caracteriza las álgebras indes 

componibles: 

1.3.3 Proposici6n: Se.a A una k-4lge.b.1r.a. A e.4 .lnde..6c.ompon.lble. 

.6.l y 1,Ólo 1,,l lo1, 6.n.lc..01, idempo.tente.1, c.e.n.tJr.ale..6 .6on O y 1. 

Demostraci6n: Sea e un idempotente central (i.e. e 2 = e y 

ex= xe para toda x e A). Es fácil comprobar que 

A= A.e+ A(l-e). Entonces, si A es indescomponible, e= O o 

e= 1. 

Recíprocamente, si A= A1 + A2 , decompongamos el 1 de 

A, 1 ""f+g. Es fácil verificar que f y g son Ídempotentes cen 

trales (adem!s.son ortogonales) y que Af = A1 , Ag = A2 • Enton 

ces f = 1 o g = 1, de donde A1 = A o A2 = A. H 

§1.4 EL RADICAL DE UN ALGEBRA 

Por lo que resta del capitulo, todas la k-!lgebras 

conssideradas son de dimensi6n finita. 

Recordemos que ~i A es una k-álgebra e I,J son idea

les izquierdos de A, 

IJ = 0:XiYi / Xi e I ,Yi E J '}, e 
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I + J = {x+y / x E I,y E J} 

son los ideales izquierdos producto y suma de I y J respecti-· 

vamente. 

Definici6n: Un ideal i;quierdo I es nilpotente si In= O para 

algún número natural n. 

Nótese que I es nilpotente ·si y s6lo si cada producto de 

n elementos de I vale cero (para algún natural n). 

1. 4. 1 Proposici6n: Toda k-U.ge.b1t.a. A de. cllme.nJii6n. di.n.Ua. po¿, e.e. 

un .lde.a.l i.zqu.le.1t.d·o nilpo:te.nt:.e. que. c.on:tie.ne. a t:.odá¿, ló1; ide.a.

l.u .lzquie.1t.do.6 n,il.po:te.nt:.u. f¿,t;e. ide.a.l u, poJt. :ta.nt:.o, únic.o y 

lo l.la.ma.1t.e.mo.6 e.l. radical de. A (radA). 

Ade.mti.6, radA e..6 un ideal. bila.:te.Jt.a..l. 

Demostraci6n: Sea J un ideal izquierdo nilpotente de k-dimen

sión máxima. 

Supongamos que existe un ideal izquierdo nilpotente I 

tal que I <t. J. Entonces J ~ I + J, de donde dimJ < dim(I+J}, 

lo que resulta ser una .contradi_c,ción puesto que I+J es nilpo

tente, como lo afirma el siguiente lema: 

Lema: Si I,J .6on ide.a.lu izquie.Jt.do.6 nilp.ote.nte..6, I+J :ta.mb,i.ln 

lo u. 

Demostración: Digamos que In= O y JD = O. Consideremos un 

producto de n+m elementos de I+J: 

(x1 +y1) (x2+y2) ... (Xn+m + Yn+m) · 

Desarrollando este producto, cada sumando tendrá: o 
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bien a lo menos n factores en I (y por lo tanto está en Iº) o 

bien a lo menos m factores en J (y por lo tanto está en Jm). 

En ambos casos el sumando es cero. ll 

Para finalizar la prueba de 1.4.1, veamos ahora que 

J·= radA resulta también ideal derecho. Debernos prohar que 

(radA)A e radA, para lo cual basta mostrar que el ideal iz

quierdo (radA)A es nilpotente. 

((radA)A)º = (radA)A(radA)A ... (radA)A, 

pero A(radA) e radA, de donde ((radA)A)º e (radA)º = O. Esto 

teirnina la prueba de nuestra proposición. ll 

Pasaremos ahora a estudiar las álgebras cuyo radical 

es cero, que corno veremos más adelante, poseen propiedades ca 

racterísticas. 

1.4.2 Proposici6n: Sea A u.na. k-~lgeb~a. de dimen~i6n 6~ni.ta. En 

tonce~ A/radA e~ una. k-~lgeb~a. de ~a.dical ce~o. 

Dernostraci6n: Sea 7i: A- A/radA la proyección canónica. Sea 

I un ideal izquierdo nilpotente (Iº = O) de A/radA. Veremos 

que I = O . 

• - 1 (I) es un ideal izquierdo de A y, de hecho, nilpo

tente: en efecto, consideremos YiY2···Yn un producto den ele 

rnentos en .- 1 (I). Tenernos que 11'(Y1Y2···Yn) = O, o sea que 

Y1Y2···Yn E radA. Pero radmA = O para alguna rn, y de aquí po

demos ver que todo producto de rnn elementos de 1r- 1 (I) vale ce 

ro. Entonces .- 1 (I) e radA, de donde I = O. ll 
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1.4.3 Proposición: radA e6 el m~nimo ideal bilate4al I tal 

que al dividi4 po4 I 6e obtiene un álgeb4a de 4adical ce4o. 

En ot4a6 palab4a6, 6i J e4 ideal bilate4al y A/J e4 de 4adi

cal ce4o, entonce6 radA e J. 

Demostración: Sean: A - A/J la proyección canónica. Enton

ces n(radA) es un ideal nilpotente de A/J y entonces n(radA)= 

= O, de donde radA e J. H 

La conversa también es cierta: si J es un ideal bila

teral que contiene al radical, entonces A/J es de radical ce

ro. Esto no lo utilizaremos nosotros ~ero una prueba fácil se 

sigue del Teorema de Wedderburn, que enunciaremos más adelan

te. 

1.4.4 Proposición: Sea A una k-álgeb4a de dimen6i6n 6inita. 

Entonce6 radA coincide con la inte44ecci6n de todo4 lo~ idea

le~ izquie4do~ (o todo4 lo4 de4echo6) máxim04, 

Demostración: Sea M un ideal izquierdo máximo, veremos que 

radA e M. Supongamos que radA i M. Entonces M ~ radA + M, por 

lo que radA + M =A . Entonces 1 = x+a con ciertos x E radA y 

a E M. Pero sabemos que x es nilpotente (digamos JC°• 1 = O). 

Tenemos que 

(1-x)(l+x+.,,+x°) = 1, 

de donde 1-x es invertible. Pero 1-x = ae M, lo cual querria 

decir que U= A, pero esto es absurdo . 

Para mostrar la otra contención, es necesario introdu

cir más herramienta que, de todas formas, será utilizada mas 

; 
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adelante. 

1.4.5 Lema de Nakayama: Sea J un ideal izquie4do eontenido en 

la inte4~eeei6n de todo~ lo~ ideale~ m~ximo~. Sea N un A-m6du 

lo óinitamente gene4ado y ~upongamo~ que JN = N. Entonee~ 

N = O. 

Demostración: Supongamos que N ~ O. Para efectos de la prueba 

podemos suponer que J es bilateral. Consideremos entonces un 

sistema de generadores {w 1 ,.,.,Wn} del A-módulo N, de cardina

lidad mínima. 

Como JN = N, podemos escribir: w1 = a 1 w1 + ... +aiWn con 

ªi E J, de donde (1-a 1 )w 1 = a2w2+, .. +anwn. 

Si 1-a 1 no es invertible, siempre existe un máximo M 

que lo contiene, pero siendo a 1 elemento de J, está en todos 

los máximos, en particular en M. Entonces 1 E M, lo cual es 

absurdo. Por tanto 1-a 1 es invertible y w1 se expresa como 

combinación lineal de w2,w 3 , ••• ,wn que son, entonces un sis

tema de generadores de N. Esto es absurdo pues n era mínimo.# 

Probemos ahora la otra contención que nos faltaba 

para probar 1.4.4. 

Llamemos E a la intersecci6n de todo$ los ideales iz· 

quierdos máximos. 

Consideremos la siguiente cadena de ideales izquier

dos de A : 

E :, E 2 :, E 3 :, • • • En :, En + ~ :, ••• 

Por razones de dimensión, existe un r tal que 
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Er = Er+i. Aplicando el Lema de Nakayama a Er tenemos que 

Er = O, o sea que E es nilpotente y se encuentra por tanto 

contenido en radA. 

Con esto queda demostrada la proposici6n 1.4.4, si o~ 

servamos que todo lo hecho es igualmente válido para ideales 

derechos. // 

Definici6n: Una k-álgebra A es simple si no tiene ideales bi

laterales, salvo el O y A. 

1.4.6 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte I (13.6 de [A-F], 

p.154): Toda k-~lgeb~a de dimen6i6n 6inita con ~adical ce~o 

e4 i6omo~6a a una 4Uma di~ecta de k-~lgeb~a6 4imple4. ll 

Notemos que la conversa (toda álgebra que es suma directa 

de k-álgebras simples tiene radical cero) es claramente cier

ta. 

Tales álgebras se llamarán semisimples. 

1.4.7 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte II (13.4 de [A-F], 

p. 152): Toda k-~lgeb~a de dimen6i6n 6inita 6imple e6 i6omo~-

6a a un ~lgeb~a de mat~ice6 con ent~ada4 en un anillo con di 

vi6i6n D. Ade·m~6, D ~uul:ta contene~ cent~almente a k tJ 4 e~ 

de k-dimen4L6n 6ini:ta. (ve~ ejemplo 1.1.3). ll 

Los m6dulos sobre las álgebras semisimples tienen pro 

piedades características bien conocidas (ver [Jl ],cap. 2). 
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Todos los módulos proyectivos inescindibles son simples (i.e. 

no tienen subm6dulos propio.s) . De esto se deduce que todo mó

dulo en ModA es una suma directa (posiblemente infinita) de 

simples. Además esto sucede solamente cuando el álgebra es se 

mis imple . 

Probaremos ahora un resultado que será de utilidad en 

el capítulo 3. 

1.4.8 Proposición: Si k e4 algeb4aicamente ce44ado, toda k-4l 

geb4a con divi4i6ri D de dimen4L6n 6inita coincide con k. 

Demostración: Sea d E D. Digamos que di~D = n y consideremos 

los elementos 1,d,d 2, ... ,d0 • Deben ser linealmente dependien

tes: 

donde los aj_pertenecen a k y no son todos cero. 

Consideremos el polinomio a 0 +a1x+a 2x2+ ... +a0 xn. Como 

k es algebraicamente cerrado, puede factorizarse como 

Pero como k es central en D: 

an(d-a1)(d-a2) ... (d-an) = ao+a1d+a2d~ ... +andn = O, 

de donde algún d-ai es cero y por tanto d está en k. # 

1.4.9 Corolario: Si k e4 algeb4aicamente ce44ado, la4 k-4lge-. 

b4a4 de dimen4i6n 6inita 4imple4 no 40n m44 que la4 4lgeb4a4 

de mat4ice4 con ent4ada4 en k. # 
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§1.S EL RADICAL DE UN MODULO 

Definición: El radical de un A-módulo Mes el submódulo radM 

obtenido al intersectar todos los submódulos máximos de M. 

Definición: Un A-módulo S, O es simpíe si no tiene submódu

los distintos de O y S (Claramente todo simple es inescindi

ble. La conversa s6lo vale si el álgebra es semisimple). Un 

A-módulo es semisimple si es isomorfo a una suma directa de 

módulos simples . 

1 . 5 . 1 Lema : 

Parte 1: Sean M IJ N do-6 A-m6dulo-6 lf f: M-+ N un moll.-

6i-6mo. Entonce-6 f(radM) e radN. 

Parte 2: Si f e-6 un epimoJz.6i-6mo lf Kerf e radM, enton 

ce,6 f(radM) = radN. 

Demostración: 

Parte 1: Sea M un submódulo máximo de N y veamos que 

f(radM) e M. Para ello consideremos n: N -N/M la proyección 

canónica y mostremos que nf(radM) = O. 

Ahora bien, es claro que Mes submódulo máximo de N 

si y s6lo si N/M es simple, y como Im(nf) es un submódulo, es 

cero o es todo N/M. 

En el primer caso, ya hemos terminado. 

En el segundo, nf es epimorfismo, entonces M/Ker(nf) 

es isomorfo a N/M y por tanto simple, de donde Ker(nf) es má-

ximo en M y radM está contenido en Ker(nf). 
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Parte 2: El resultado se sigue del hecho de que 

M' l-+fM' establece una biyección que respeta las inclusiones 

entre los submódulos M' de M que contienen a Kerf y los submó 

dulos de N (Esto ha sido usado ya en la parte 1).U 

1.5.2 Propoiición: rad(M/radM) = O. 

Demostración: Se sigue de la patte 2 del lema anterior, consi 

derando la proyección canónica~= M -M/radM. U 

1.5.3 Proposición: 

Demostración: Consideremos las dos inclusiones canónicas y 

apliquemos la parte 1 de 1.5.1. Para la otra contención, bas

ta hacer lo mismo con las dos proyecciones canónicas. 

Lo mismo es aún válido para sumas directas infinitas.U 

1.5.4 Lema: Sea S un A-m6dulo ~imple. En~once¡ (radA)S = O. 

Demostración: Aplíquese el Lema de Nakayama, 1.4.5. U 

Observación: Sea I un ideal bilateral de A y M un A-módulo 

tal que IM = O. Entonces M tiene estructura de A/I-módulo y 

todos los A- submódulos de M son A/I-submódulos. En particular, 

por el lema anterior, un A-módulo es simple si y s6lo si lo 

es como A/radA-módulo. 

1.5.5 Teorema: Si Me¡ A-m6dulo, radM = (radA)M. 

Demostración: Ya sabemos que M/radM tiene radical cero. Consi 

deremos ahora el morfismo inducido por las proyecciones canó-
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nicas de M/radM al cociente de éste por cada submódulo máximo. 

Es decir: 

M/radM ---+TfM (M/radM) /M. 

El núcleo de este morfisrno es precisaJr1ente rad(M/radM) 

que vale cero. M/radM se sumerge en el producto y entonces 

(radA) (M/radM) e (radA)TI°Af (M/radM) /M. 

Pero cada (M/radM)/M es simple y por lo tanto anulado 

por radA. Por tanto (radA)(M/radM) = O,o sea que (radA)M ~ 

radM. 

Para la otra contenci6n, notemos que M/(radA)M es un 

A/radA-rnódulo. Pero A/radA es un álgebra semisimple y por ta!!_ 

to todos sus m6dulos son sernisirnples, de donde M/(radA)M es 

sernisirnple corno A-rn6dulo y su radical es cero. 

Consideremos la proyecci6n f: M - M/ (radA)M que, gr!_ 

cias a la contenci6n ya mostrada, cumple con las hipótesis de 

la parte 2 de 1. 5. 1. Obtenemos: 

f(radM) = rad(M/(radA)M)-= O, 

de donde radM e Kerf = (radA)M. // 

1.5.6 Corolario: Sea M un A-m6du{o. S,i, radM = O, e.ntonc.e.4 M 

u 4e.m-l4-lmpte.. La c.onve.ti4a .u. 4.i.gue. el.e 1.5.4 y y.a 6u.e. u.t-ltiza 

da en ta p1iu.eba ante1iio1i. H 

§1.6 CUBIERTAS PROYECTIVAS 

Definición: Sean M y N en ModA. Un epimorfisrno f: M--+ N es 

superfluo si, cada vez que fg sea epimorfismo para algún 
¡ 
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g : x-M, ges epimorfismo. 

Para familiarizarse con este concepto, sugerimos al 

lector probar que: 

(~} Suma di4ecta de mo46i6mo6 6upe~6luo6 e6 6upe~6lu~ 

(b) Si f: M-N y g: N-T 6on do6 mo46i.6mo6 cuya 

compo6ici6n gf e-6 6upe46lua, entonce6 f e6 6upe46lua. 

La siguiente es una reformulación del Lema de Nakaya

ma 1 • 4. 5 . 

1.6.1 Lema de Nakayama : Sea I un ideal izquie4do de A, con 

I e radA. Entoncu f: M- M/IM u un mo46i6mo 6upe46luo . 

Demostración: Sea g: X - M y supongamos que fg es epi . Para 

mostrar que fes superfluo, debemos mostrar que g _es epi, o 

sea que ling = M. 

Consideremos M/lmg. Probaremos que I(M/Img) = M/Img, 

de donde serl M/lmg = O por 1.4 . 5. 

Sabemos que I(M/Irng) = (IM + 1mg)/1mg. Ahora bien, la 

restricción de fa 1mg es epi, de donde IMg + IM = M y por 

tanto queda probado el lema. ll 

Definición: Sea M en modA. Entonces <f¡: P - M en modA es una 

cubierta proyectiva si Pes proyectivo y~ es superfluo. 

1 • 6. 2 La prueba de la unicidad de esta cubierta (en caso 
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de existir) es inmediata: sea ljl: Q-- M otro epi superfluo. 

Por ser Q proyectivo, existe a: Q--+P tal que q,a = ip , por 

tanto a es epi. Similarmente obtenemos B: P--+Q epi, de don

de a es isomorfismo. 

La existencia de cubierta proyectiva para todo M en 

modA será consecuencia de los resultados de la pr6xima sec

ción. 

§1.7 PROYECTIVOS Y SIMPLES 

1.7.1 Proposición (27.1 y 27.4 de [A-F], p. 301): Sea A una 

k-4lgeb4a de dimen4i6n 6inita. Todo idempotente x de A/radA 

4e levanta, e4 deci4 que exi4te un idempotente e de A tal que 

-e= x. 

M44 aún, todo 4i4tema completo de idempotente4 p4imi

tivo4 o4togonale.6 de A/radA 4e levanta a uno con la.6 mi4ma4 

p4opiedadu. // 

1.7.2 Proposici6n: Sea A una k-4lgeb4a de dimen4i6n 6inita y 

{ e 1 , ••• , en} un .6i.6tema completo de idempotentu p4imitivo.6 O!!:_ 

togonale4. Sabemo.6 ya que {Ae1 , ... ,Aen} u una li4ta completa· 

de 4ep4uentante4 de la4 cla4U de i4omo46.la de m6dulo.6 p4o

yectivo.6 ine.6cindible4 (n6te.6e que en e4ta U4ta hay 4epeti

cionu 4i el 4lgeb4a no u b44ica). Se a6i4ma que 

{Ae1/radAe1,Ae2/radAe2,,,.,Aen/radAen} 

e4 una li.6ta completa de 4ep~e4entante.6 de la4 cla.6e.6 de i.60-
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mo~6Xa de lo6 m6dulo6 6imple6 en modA. 

AdemM Aei/radAei ~ Aej/radAej 6i y 6Ólo 6l 

Aei ~ Aej. 

Demostraci6n: 

1) Cada Aei/radAei es simple. 

Aei/radAei es un A/radA-m6dulo y por tanto semisimple. 

Por. otro lado es fáci 1 verificar que teniendo A = Ae 1 <B Ae 2 <B •• 

•• <B Aen, se obtiene: 

(*): A/radA = Ae1/radAe1 <B Ae2/radAe2 <B ••• <B Aen/radAen. 

Si algún sumando de A/radA en la descomposición ante

rior no fuera simple, obtendriamos un sistema completo de 

idempotentes primitivos ortogonales con más den elementos 

que podriamos levantar a A por 1.7.1 . Esto es una contradic

ción. 

2) Todo A-m6dulo simple es isomorfo a algún 

Aei /radAei. 

En efecto, tenemos la descomposici6n é*). Sabemos que 

alli aparecen todos los proyectivos inescindibles de A/radA. 

Pero A/radA es sernisimple: todos sus m6dulos son semisim

ples y proyectivos, de donde se deduce que, sobre A/radA, los 

proyectivos inescindibles coinciden con los simples. Pero es

tos son los A-m6dulos simples, como vimos en la sección 1.5. 

3) Si Aei /radAei ~ Aej /radAej , entonces Aei ~ Aej . 

En efecto, como Aei es proyectivo y al dividir por 

radAei se obtiene un morfismo superfluo (Lema de Nakayama), 

la unicidad de la cubierta proyectiva nos proporciona el re

sultado. // 
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1.7.3 Corolario: Todo m6dulo en modA- tiene cubie4ta p4oyecti-

va. 

Demostración: Consideremos la proyección canónica n:M-+ M/radM, 

que sabemos que es superflua por el Lema de Nakayarna. Por 

otro lado, M/rad.M es sernisirnple. Cada sumando simple tiene cu 

bierta proyectiva por lo ant:e.rior, . y. por tanto M/radM tiene 

cubierta proyectiva. por 1 .. -6 (a)~ Supongamos que f: P -M/radM 

es la cubierta proyectiva. Corno Pes proyectivo, exjste 

4>: P---+M tal que n4> = f. Por tanto 4> es epi, ya que fes su

perfluo. Además, L6(b) p·rueba que 4>, e~ s1.1pe-rfluo. // 
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 1 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita. 

1.A Si e e A es idempotente, entonceé rad(eAe) = e(radA)e = 

= eAe n radA. 

1. B Si 4>: A- A' es un morfismo de k-álgebras, 4> (radA) e 

radA'. 

1. C Si 4>: A - A' es un morfisrno sobre de k-álgebras, las si 

guientes afirmaciones son equivalentes (donde t ~ 1): 

(a) Ker4> f;. radt A 

(b) 4i- 1 (radtA') = radtA (en particular, 4>(radtA) = 

= radtA'). 

(c) 4> induce un isomorfismo ~: A/radt Í', - A' /radt A'. 

1. D Si 4>: A - A' es un morfisrno sobre de k-álgebras con 

Ker4> e radA, y {e 1 , ••• ,en} es un sistema completo de idempo

tentes ortogonales y primitivos (no nulos) entonces {4>(e1), .. 

.. ,4>(en)} también lo es. 

1.E Sea AºP el álgebra opuesta de A: el mismo k-espacio vec

torial, pero con la nueva multiplicación A*µ := µA. Entonce! 

(AºP )ºP = A y, claramente, AºP es también una k-álgebra ele di 

mensión finita. Muestre que: 
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(1) Hay una ·dualidad D: rnodA--+ rnodAºP, o sea un fuñ

tor contravariante D tal que existe otro funtor contravarian

te E: rnodAºP- modA tal que DE~ lmodAºP y ED ~ lmodA. Suge

rencia: D(X) : = Hornk (X,k) . 

(2) A es indescornponible si y s6lo si AºP lo es. 

(3) A es básica si y sólo si AºP lo es ([ A-F ], p. 102, 

2. 3) • 

(4) Si A es básica y A= P1 $ P2 $ ... $ P0 es desCOfil 

posición en in.escindibles, D(P1), ... ,D(P0 ) es 

una lista completa y sin repeticiones de los in

yectivos inescindibles de rnodAºP . 




