CAPITULO 1: PRELIMINARES

En este primer capitulo nos hemos esforzado por dar
una presentacidén rdpida y completa de resultados bien conoci-
dos. Estos son indispensables para poder desarrollar los de-

mids capitulos de este trabajo.’

§1.1 ALGEBRAS Y MODULOS

Definicidén: Sea k un campo. Una k-dlgebra es un anillo A (con
uno) que posee estructura de k-espacio vectorial de tal forma
que

a{ab) = (aa)b = a(ab)
para cualesquiera o € k, a€ A , b € A.

Diremos que A es una k-4dlgebra de dimensidén finita si

A es de dimensidn finita como k-espacio vectorial.

Consideraremos siempre al campo k como un subanillo
de A, mediante el monomorfismo de anillos:
Kk &—— 1
o F—— qal
Cada elemento de k conmuta entonces con todos los ele
mentos de A:
(e1)a = a(1a) = a(al) = a(al)

Decimos que k actfia centralmente en A.




L

Ejemplos:

1.1.1: Sea k[xl,...,xJ el anillo de polinomios en r va-
riables con coeficientes en k. Es también un k-espacio vecto-
rial (de dimensidén infinita) con accidn central de k. Tiene
por tanto estructura de k-dlgebra.

1.2 k(xl,...,xr) denotara el anillo de polinomios en r
variables no conmutativas. Se trata también de una k-dlgebra
de dimensidén infinita, llamada la k-dlgebra asociativa libre
en r generadores. Notemos que k[xl,...,xr] es el cociente de
k(xl,...,xr) por el ideai bilateral generado por

’
i

{x.x.-x.x. / i,j = 1,...,7r}.
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1.1.3: Dada una k-dlgebra A, podemos construir su &lgebra
de matrices Mn(A). Es el conjunto de todas las matrices nxn
con entradas en A, que tiene estructura de k-dlgebra (de di-
mensidén finita si A es de dimensidén finita) mediante la suma
y multiplicacién matriciales y la accidén evidente de k. En la
mayoria de los casos tomaremos A = k, el campo, o bien A = D,
una k-algebra con divisidén (i.e. todo elemento no nulo de D
es invertible).

1.1.4: Si G es un grupo finito, sea kG el k-espacio vectg
rial con base G. kG tiene un finica estructura de k-adlgebra

(de dimensién finita |G]) tal que la multiplicacién de los bd

sicos coincide con la multiplicacién en G.

Definicidén: Sean A y A' dos k-4dlgebras. Un morfismo de k-dlge

bras ¢: A—>A' es un morfismo de k-espacios vectoriales y

de anillos simultaneamente.




Notacidn: ModA denotarid la categoria de todos los médulos iz-
quierdos sobre A. Notemos que cada M en ModA es, en particu-
lar, un k-espacio vectorial.

modA denotard la subcategoria plena de ModA constitui
da por los mbdulos finitamente generados. Es importante notar
que si A e5 de dimensién finita, modA coincide con la subcate
goria plena de ModA constituida por los médulos de k-dimen-

sién finita.

§1.2 DESCOMPOSICION EN INESCINDIBLES

Definicidn: Diremos que un A-mdédulo M no nulo es inescindible

si no tiene sumandos directos no triviales. Es decir que si
MXU®@8V,

entonces U = 0 o bien V = 0.

Los inescindibles juegan un papel clave en la Teoria
de Representaciones de Algebras. En efecto, el objetivo prin-
cipal es conocer y describir los médulos sobre un dlgebra da-
da (antiguamente llamados representaciones). Ahora bien, el
teorema siguiente nos asegura que podemos construir todos los
médulos de modA si conocemos los ineséindibles. Toda informa-
cién sobre ellos resulta pues fundamental, desde saber si hay
o no un nGmero finito de tipos (i.e. clases de isomorfia) has
ta dar una lista completa de ellos.

N

1.2.1 Teorema (Krull-Schmidt): Sea A una k-dlgebra de dimen-




s46n finita. Entonces todo médufo M en modA tiene una dnica
descomposicibn en suma directa de un ndmero finito de médu-
Los inescindibles en modA.

Es decin que:

MXM &6M,0 ... 8 M.

donde Los M;'s son inescindibles, y s4 tenemos otra descompo-
44icibn M X N, ® N, & ... ® Ny (N; 4nescindibles) entonces
T = s y exdste una permutacibn de indices o tal que Miz Noﬁ)

para cada i.

Una demostracidén del teorema anterior puede verse en

(14.2) y (14.5) de [C-R], pp. 81-83.

Notemos que el dlgebra A puede ser vista como un obje
to de modA gracias a la multiplicacién del anillo. De esta
forma, A tiene una Ginica descomposicidn en inescindibles de
modA:

AXP, ®@P,® ... & P,

Recordemos que un A-médulo P es proyectivo si y sélo
si es sumando directo de algin A-mddulo libre (es decir de un
A-médulo isomorfo a una suma de copias del A-mddulo A).

Se ve entonces que cada uno de los P; que aparece en
la descomposicidén .de A es un médulo proyectivo inescindible.

El hecho es ‘que alli se encuentran todos, en el senti
do de que cualquier proyectivo inescindible P en modA es iso-
morfo a algin P;. En efecto, tenemos que

m
POMNMEOA,
1




m
y descomponiendo M obterniemos una descomposicién de ?A en
inescindibles. Pero ya teniamos una descomposicidn:
m m m m
6L =P, 80P, 06 ... ® 6 Pp,.
1 1 1 1
Por el teorema de Krull-Schmidt, P es isomorfo, obli-

gatoriamente, a alg@n Pj.
Definicién: Una k-dlgebra A de dimensién finita es bdsica si
los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposi-

cidén "no se repiten". Es decir que Pj X Pj s6lo si i = j.

1.2.2 Teorema ([ A-F], (27.14), p. 309): Para toda k-dlgebra A

de dimensién ginita, existe una dnica l(hasta isomorngfia) k-d4£
gebra A' de dimensibn finita y bdsica tal que modA y modA'
son categornias equdivalentes. (En este caso decimos que A y A'

son Morita equivalentes).

Como ya los seflalamos anteriormente, nuestros esfuerzos
estan dirigidos a conocer y describir las &dlgebras de dimensidn fi-
nita y sus categorias de médulos finitamente generados. Desde
este punto de vista, y gracias al teorema anterior, no se
pierde ninguna generalidad al comsiderar solamente k-algebras
b4dsicas; ademis, dada una k-4lgebra bdsica de dimensidén fini-
ta es facil construir todas las k-dlgebras que le son Morita-

equivalentes.

1.2.3 Proposicién: Sea A una k-d€gebra de dimensibn finita y

A=P, P, ® ... 8P,




su descomposicibn en proyectivos inescindibles.
Descompongamos, en esta suma dinrnecta, ef uno de A:
1 =e, +e, + ... + eq.
Entonces {e,,e,,...,enl ¢4 un sistema

n
completo (iglei = 1) de

idempotentes (ei? = ei)

ortogonales (eje; = 0 si i#j) vy
i€j

primitivos (44 e
orntogonales, entonces £ = 0 o bien g = 0).

f+g con £ y g Lidempotentes

Demostraci6én: En efecto, tenemos aue ej; = ejl, de donde:

e; = eje, + eje, + ... + eje,.
El primer miembro es un elemento de Pj, mientras que el seguﬂ
do tiene su primer sumando en P,, el segundo en P,, etc. En-

tonces ¢;% = e; y ejej =0 si i # j.

Mostremos ahora aue Aej P;. En efecto, ya sabemos

que Aej € P;. Sea entonces x € P;j. Tenemos que x = x1 = Xxe +..
.+ Xe, Yy esta es una descomposicidén de x en la suma directa.
Entonces xej = 0 si"j#1i y x = xej € Aej.

Ahora podemos mostrar que cada e; es primitivo: si
ey = f+g con f y g idempotentes ortogonales, es facil ver que
Ae; = Af ® Ag, y como Aej = Pj es inescindible, obtenemos

Af = 0 o bien Ag = 0, es decir £ =00 g = 0. //

1.2.4 Proposicién: Sea {e,,e,,...,e,} un sistema completo de

Ldempotentes ontogonales primitivos (desde Luego, ei# 0 para
toda i).

Entonces A = Ae, ® Ae, ® ... ® Aep es una descomposi-




eibn en inesecindibles.

Demostraci6én: Tenemos que A = Ae, + Ae, + ... + Aepn por tra-

tarse de un sistema completoc. La suma es directa ya que los
idempotentes son ortogonales. Cada sumando es inescindible

puesto que cada ej es primitivo. //

Daremos ahora una proposicidn que caracteriza los mé-

dulos inescindibles.

1.2.5 Proposicién: Sea A una k-dlfgebra y M un médulo en ModA .

Entonces M es inescindible s4i y 5080 84 La k-dLgebra End M

tiene como dnicos Ldempoientes a 0 y 1.

Demostracifn: Si e € EndAM es un idempotente, entonces
M= Ime 8 Im(1-¢),
de donde e es cero o uno.
Reciprocamente, si M = U ® V, e: U 8 V——M definido
por e(u+v) = u es un idempotente. Entonces e = 0 o bien e=1

(U=0086YV =0), de donde M resulta inescindible. /

1.2.6 Lema:
(i).- Sea M un A-médulo y e un idempotenie de A.
Entonces f t—— f(e) dedine un Lsomonfismo ¢ : HomA(Ae,M)——*eM
de k-espacios vectorniales.
(ii).- ¢: EndA(Ae);;eAe, el Lsomonfismo sdendo
aquf de k-dlgebras. (Es inmediata La verdificacién de gue ehAe

tiene estructura de k-dLgebra, el uno es e). //
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La demostracidén del lema anterior es una verificacibn
sencilla y se deja al lector como ejercicio. Tal serd el sig-
nificado, de aqui en adelante, del simbolo / después de un

enunciado.

1.2.7 Corolario: Sea e un idempotente de A. Entonces e es pai

mitivo 84 y s0Lo 54 ehe tiene como (nicos Lidempotentes a e y

0. /

§1.3 ALGEBRAS INDESCOMPONIBLES

Recordemos aue dadds dos k-dlgebras A; y A,, la suma
directa Ay + A, es la k-idlgebra obtenida mediante la suma di-
recta de los espacios vectoriales con la multiplicacidn compo
nente a componente, es decir:

(od,) (A1) = (A A1,4,13).

Definicidén: Una k-4dlgebra es indescomponible (o inescindible

como k-algebra) si no es suma directa de dos k-dlgebras.

1.3.1 Proposicién: Toda k-dLgebra de dimensibn finita es Ls0-

monfa a una suma dirnecta de un ndmero finito de k-dLgebras Lin

descomponibles de dimensibn finita. //

Recordemos que nuestro interés se centra en las pro-
piedades categdricas de modA. Ya hemos visto que podemos res-

tringirnos a dlgebras bisicas de dimensidén finita. También po
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dremos restringirnos a Algebras indescomponibles en virtud

del siguiente resultado:

n n
1.3.2 Proposicién: S{ Al ih M, entonces modA X _)(1 modA ; (el
1=

produeto cartesianc de Las categorfas modAi, i=1,.,n). /

El siguiente resultado caracteriza las &lgebras indes

-

componibles:

1.3.3 Proposicidn: Sea A una k-&Lgebra. A ¢es indescomponible

Y y 80L0 &4 Los dnicos Lidempotentes centrales son 0 y 1.

Demostracién: Sea e un idempotente central (i.e. e2 = e y

ex = xe para toda x € A). Es facil comprobar que
A= Ae + A(1-e). anonces, si A es indescomponible, e = 0 o
e = 1.

Reciprocamente, si A = A; + A,, decompongamos el 1 de
A, 1 = f+g. Es fédcil verificar que f y g son idempotentes cen
trales (ademds son ortogonales) y que Af = A;, Ag = A,. Enton

ces £f=10g=1, de donde A, = A o Ay = A. /

§1.4 EL RADICAL DE UN ALGEBRA

Por lo que resta del capitulo, todas la k-algebras
consideradas son de dimensién finita.

Recordemos que si A es una k-dlgebra e I,J son idea-
les izquierdos de A,

IJ = {Zx3y; / x; € I,y; €J 1, e
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I1+J=1{x+ty / xe€l,yeJ]
son los ideales izquierdos producto y suma de I y J respecti-

vamente.

Definicidén: Un ideal izquierdo I es nilpotente si I® = 0 para
algln nGmero natural n.
Nétese que I es nilpotente si y s6lo si cada producto de

n elementos de I vale cero (para algGn natural n).

1.4.1 Proposicidén: Toda k-dfgdebra A de dimensibn {inita posee

un 4deal izquiendo nilpotente que contiene a todos Los Lidea-
Les Lzquiendos nilpotentes. Este fdeal es, porn tanto, Gnico y
L0 LLamanemos el radical de A (radA).

Ademds, radA es un ideal bilatenal.

_ Demostracién: Sea J un ideal izquierdo nilpotente de k-dimen-

sidén maxima.

Supongamos que existe un ideal izquierdo nilpotente I
tal que I ¢ J. Entonces J G I + J, de donde dimJ < dim(I+J),
lo que resulta ser una contradiccidén puesto que I+J es nilpo;

tente, como lo afirma el siguiente lema:

Lema: S{ I,J son ideales quaienqab nilpotentes, I+J también

Lo es.

Demostracidn: Digamos que I® =0y J" = 0. Consideremos un

producto de n+m elementos de I+J:
(x1+y1) (X2+y2) ... (Xpsem * Ynem)-

Desarrollando este producto, cada sumando tendrid: o
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bien a 1o menos n factores en I (y por lo tanto estd en I") o
bien a 1o menos m factores en J (y por lo tanto esti en JM).

En ambos casos el sumando es cero. / !

Para finalizar la prueba de 1.4.1, veamos ahora que
J-= radA resulta tambi&n ideal derecho. Debemos probar que
(tadA)A € radA, para lo cual bgsta mostrar que el ideal iz-
quierdo (radA)A es nilpotente.
((radA)A)™ = (radA)A(radA)A...(radA)A,
pero A(radA) € radA, de donde ((radA)A)™ C (radA)™ = 0. Esto

termina la prueba de nuestra proposicidn. //

Pasaremos ahora a estudiar las dlgebras cuyo radical
es cero, que como veremos mids adelante, poseen proniedades ca

racteristicas.

1.4.2 Proposicién: Sea A una k-dlgebra de dimensibén finita. En

tonces A/radA es una k-dLgebra de radical cero.

Demostracién: Sea n: A—> A/radA la proyeccidén candnica. Sea

I un ideal izquierdo nilpotente (I = 0) de A/radA. Veremos
que I = 0.

m~! (1) es un ideal izquierdo de A y, de hecho, nilpo-
tente: en efecto, consideremos y;y2...y, un producto de n ele
mentos en 7~ ! (I). Tenemos que T (Y1Y2...Y5) = 0, o sea que
Y1¥2...yn € radA. Pero rad®™A = 0 para alguna m, y de aqui po-
demos ver que todo producto de mn elementos de 771 (I) vale ce

ro. Entonces 7°! (I) € radA, de donde I = 0. //
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1.4.3 Proposicidén: radA es el minimo ideal bilaternal 1 zal

que al dividin porn 1 se obtiene un dfgebra de nradical ceno.
En otras palabras, 84 J es ideal bilateral y A/J es de nradi-
cal cenro, entonces radA C J.

Demostracién: Sea w: A — A/J la proyeccidn canbnica. Enton-

ces w(radA) es un ideal nilpotente de A/J y entonces w(radA)=

= 0, de donde radA C J. [/

La conversa también es cierta: si J es un ideal bila-
teral que contiene al radical, entonces A/J es de radical ce-
ro. Esto no lo utilizaremos nosotros pero una prueba facil se
sigue del Teorema de Wedderburn, que enunciaremos mds adelan-

te.

1.4.4 Proposicidén: Sea A una k-dLgebra de dimensién finita.

Entonces radA coincide con La internseccibn de todos Los Lidea-
Les Lzquiendos (o todos Los derechos) mdximos.

Demostracidén: Sea M un ideal izquierdo midximo, veremos que

radA & M. Supongamos que radA £ M. Entonces M & radh + M, po}
lo que radA + M = A. Entonces 1 = x+a con ciertos x€ radA y
a € M. Pero sabemos que x es nilpotente (digamos x*! = 0).

Tenemos que

(1-x) (1+x+...+X*) 1,

de donde 1-x es invertible. Pero 1-x a€ M, lo cual querria

decir que M = A, pero esto es absurdo.
Para mostrar la otra contencidn, es necesario introdu-

cir mids herramienta que, de todas formas, seri utilizada mas




= 1.3fa=

adelante.

1.4.5 Lema de Nakayama: Sea J un Ldeal izquiendo contenido en

La internsececdibn de todos Los Ldeales mdximos. Sea N un A-mbdu
Lo finitamente generado y supongamos que JN = N. Entonces
N = 0.

Demostracidn: Supongamos que N # 0. Para efectos de la prueba

podemos suponer que J es bilateral. Consideremos entonces un
sistema de generadores {w;,...,w,} del A-mddulo N, de cardina-
lidad minima.

Como JN = N, podemos escribir: w, = a;w;+...+apwy con
a; € J, de donde (1-a;)w; = a,w,p+...+a w,.

Si 1-a; no es invertible, siempre existe un maximo M
que lo contiene, pero siendo a, elemento de J, estad en todos
los mdximos, en particular en M. Entonces 1 € M, 1o cual es
absurdo. Por tanto 1-a; es invertible y w, se expresa como
combinacidén lineal de w,,w;,...,w, que son, entonces un sis-

tema de generadores de N. Esto es absurdo pues n era minimo./

Probemos ahora la otra contencidén que nos faltaba

para probar 1.4.4.
Llamemos E a la interseccién de todos los ideales iz-
quierdos maximos.

Consideremos la siguiente cadena de ideales izquier-

dos de A :

EDE2DE*D ... E" D E*' o ...

Por razones de dimensifén, existe un r tal que
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E' = E'*!., Aplicando el Lema de Nakayama a ET tenemos que
Ef = 0, o sea que E es nilpotente y se encuentra por tanto
contenido en radA.

Con esto queda demostrada la proposicién 1.4.4, si ob
servamos que todo lo hecho es igualmente valido para ideales

derechos. //

Definicidn: Una k-dlgebra A es simple si no tiene ideales bi-

laterales, salvo el 0 y A.

1.4.6 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte I (13.6 de [A-F],

p.154): Toda k-dl&gebra de dimensién finita con radical cenro

es Lsomonfa a una suma directa de k-dLgebras simples. //

Notemos que la conversa (toda &lgebra que es suma directa
de k-dlgebras simples tiene radical cero) es claramente cier-

ta.

Tales algebras se llamarin semisimples.

1.4.7 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte II (13.4 de [A-F],

p. 152): Toda k-dlgebra de dimensidn finita simple es isomonr-
§a a un d&Lgebra de matnices con entradas en un aniflo con di
visién D. Ademds, D nesulta contenern centralmente a k y sexn

de k-dimensibn finita. (ver ejemplo 1.1.3). //

Los médulos sobre las dlgebras semisimples tienen pro

piedades caracteristicas bien conocidas (ver [J1],cap. 2).
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Todos los mbédulos proyectivos inescindibles son simples (i.e.
no tienen submbédulos propios). De esto se deduce que todo md-
dulo en ModA es una suma directa (posiblemente infinita) de

simples. Ademds esto sucede solamente cuando el dlgebra es se

misimple.

Probaremos ahara un resultado que seri de utilidad en

el capitulo 3.

1.4.8 Proposicién: S{ k es algebraicamente cernrado, toda k-d£

gebra con divisibén D de dimensifn finita coincide con k.

Demostracidén: Sea d € D. Digamos que dimkD = n y consideremos
los elementos 1,d,d?2,...,d". Deben ser linealmente dependien-
tes:
ag+ayd+a,d?+...+and” = 0

donde los g pertenecen a k y no son todos cero.

Consideremos el polinomio a,+a,x+a,x2+...+anx®. Como
k es algebraicamente cerrado, puede factorizarse como

a, (x-a;) (x-a2)...(x-a,), con a; € k.

Pero como k es central en D:

{]
o
-

ap (d-01) (d-as)...(d-ag) = ap+a,d+a,d¥...+a,d®

de donde algin d-aj es cero y por tanto d estd en k. /

1.4.9 Corclario: S{ k es algebraicamente cernrado, Las k-dlge-

bras de dimensibn finita simples no son mds que Las dfgebras

de matnices con entrnadas en k. //
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§1.5 EL RADICAL DE UN MODULO

Definicién: E1 radical de un A-mdédulo M es el submbédulo radM

obtenido al intersectar todos los submdédulos mdximos de M.

Definicién: Un A-m6dulo S # 0 es simple si no tiene submbdu-
los distintos de 0 y S (Claramente todo simple es inescindi-
ble. La conversa séio vale si el &dlgebra es semisimple). Un
A-médulo es semisimple si es isomorfo a una suma directa de

mbédulos simples.

1.5.1 Lema:
Parte 1: Sean M y N dos A-mbdulos y £: M— N un moxr-
§isamo. Entonces f(radM) C radN.
Parte 2: S4 f es un epimonfismo y Kerf C radM , enton
ces f(radM) = radN.

Demostracidn:

Parte 1: Sea M un submédulo midximo de N y veamos que
f(radM) C M. Para ello consideremos m: N — N/M la proyeccién
canénica y mostremos que wf(radM) = 0.

Ahora bien, es claro que M es submbédulo mdximo de N
si y s6lo si N/M es simple, y ;qmo Im(nf) es un submbédulo, es
cero o es todo N/M. '

En el primer caso, ya hemos terminado.

En el segundo, nf es epimorfismo, entonces M/Ker(nf)

es isomorfo a N/M y por tanto simple, de donde Ker(mf) es ma-.

ximo en M y radM estd contenido en Ker(rwf).
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Parte 2: El resultado se sigue del hecho de que
M' — fM' establece una biyeccidn que respeta las inclusiones
entre los submbédulos M' de M que contienen a Kerf y los submé

dulos de N (Esto ha sido usado ya en la parte 1)./

1.5.2 Proposicién: rad (M/radM) = 0.

Demostracibén: Se sigue de la parte 2 del lema anterior, consi

derando la proyeccidén canbnica w: M —>M/radM. //

1.5.3 Proposicidn: rad(M; ® M,) = radM; ® radM,.

Demostracif6n: Consideremos las dos inclusiones canbnicas y

apliquemos la parte 1 de 1.5.1. Para la otra contencidén, bas-
ta hacer lo mismo con las dos proyecciones candnicas.

Lo mismo es alin vidlido para sumas directas infinitas.//

1.5.4 Lema: Sea S un A-médulo simple. Entonces (radA)S = 0.

Demostracién: Apliquese el Lema de Nakayama, 1.4.5. //

Observacién: Sea I un ideal bilateral de A y M un A-mbdulo

tal que IM = 0. Entonces M tiene estructura de A/I-mbdulo y
todos los A-submbédulos de M son A/I-submbédulos. En particular,
por el lema anterior, un A-médulo es simple si y sdlo si lo

es como AfradA-médulo.

1.5.5 Teorema: S{ M es A-mb6dulo, radM = (radA)M.

Demostracifén: Ya sabemos que M/radM tiene radical cero. Consi

deremos ahora el morfismo inducido por las proyecciones cand-
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nicas de M/radM al cociente de &ste por cada submdédulo miximo.
Es decir:
M/radM ———>m(_M/radM) /M.

El nficleo de este morfismo es precisamente rad(M/radM)

que vale cero. M/radM se sumerge en el producto y entonces
(radA) (M/radM) S (radA)[, (M/radM) /M.

Pero cada (M/radM)/M es simple y por lo tanto anulado
por radA. Por tanto (radA) (M/radM) = 0,0 sea que (radA)M C
radM.

Para la otra contencidn, notemos que M/(radA)M es un
A/radA-médulo. Pero A/radA es un dlgebra semisimple y por tan
to todos sus médulos son semisimples, de donde M/(radA)M es
semisimple como A-mbédulo y su radical es cero.

Consideremos la proyeccién f: M —>M/(radA)M que, gra
cias a la contencidn ya mostrada, cumple con las hipbtesis de
la parte 2 de 1.5.1. Obtenemos:

f(radM) = rad(M/(radA)M) = 0,
de donde radM C Kerf = (radA}M. //

1.5.6 Corolario: Sea M un A-mbédulo. S& radM = 0, entonces M

es semisimple. La conversa se sigue de 1.5.4 y ya fue utiliza

da en La prueba anteaion. //

§1.6 CUBIERTAS PROYECTIVAS

Definicibén: Sean M y N en ModA. Un epimorfismo f: M—> N es

superfluo si, cada vez que fg sea epimorfismo para -algilin
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g: X—>M, g es epimorfismo.

Para familiarizarse con este concepto, sugerimos al

lector probar que:
(a) Suma directa de mornfismos supenfluos es supenrjlua.
(b) Si f: M—» N y g: N—»T son dos mongismos cuya

composdicdibn gf es supenflua, entonces £ es supenflua.

La siguiente es una reformulacién del Lema de Nakaya-

ma 1.4.5.

1.6.1 Lema de Nakayama: Sea I un Ldeal Lizquierdo de A, con

I € radA. Entonces f: M>»M/IM es un mongismo supernfluo.

Demostracion: Sea g: X—>M y supongamos que fg es epi. Para
mostrar que f es superfluo, debemos mostrar que g es epi, o
sea que Img = M.

Consideremos M/Img. Probaremos que I(M/Img) = M/Img,
de donde serid M/Img = 0 por 1.4.5.

Sabemos que I(M/Img) = (IM + Img)/Img. Ahora bien, la

restriccién de £ a Img es epi, de donde Img + IM = M y por

tanto queda probado el lema. //

Definicidén: Sea M en modA. Entonces ¢: P—»>M en modA es una

cubierta proyectiva si P es proyectivo y ¢ es superfluo.

1.6.2 La prueba de la unicidad de esta cubierta (en caso
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-de existir) es inmediata: sea Y: Q—> M otro epi superfluo.
Por ser Q proyectivo, existe a: Q—>P tal que ¢a = ¢ , por
tanto o es epi. Similarmente obtenemos B: P—Q epi, de don-

de a es isomorfismo.

La existencia de cubierta proyectiva para todo M en
modA serd consecuencia de los resultados de la prdxima sec-

cidn.

§1.7 PROYECTIVCS Y SIMPLES

1.7.1 Proposicién (27.1 y 27.4 de [A-F], p. 301): Sea A una

k-dlgebra de dimensibn finita. Todo Lidempotente x de A/radA
se Levanta, es decin que existe un Ldempotente e de A tal que
e = X.

Mds adn, todo sistema completo de Lidempotentes primi-
1tivos ontogonales de A/radh se Levanta a uno con Las mismas

propiedades. //

1.7.2 Proposicibn: Sea A una k-dlgebra de dimensibn finita y

{e1,...,en} un sistema completo de idempotentes primitivos oxr
togonales. Sabemo§ ya que {Ael,.:.,Aen} es una Lista completa™
de nepresentantes de Las clases de iLsomonfia de médulos pro-
yectivos inescindibles (n6tese que en esta Lista hay repetdi-
ciones &84 el dlgebra no es bhsica). Se afirma que
{Ae,/radAe, ,Aez/radhez, ... ,Aen/radheg}

es una Lista completa de nrepresentantes de Las clases de Ls0-
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morngia de Los mbédulos simplLes en modA.
Ademds Aej/radlej X Aej/radlej 44 y 80Lo 84
Aej X Aej.

Demostracidn:

1) Cada Aej/radAej es simple.

Aej/radAej es un A/radA-mddulo y por tanto semisimple.
Por otro lado es ficil verifica; que teniendo A = Ae; © Aey 6 ..

® Aep, se obtiene:
(*): A/radh = Ae;/radhe, ® Aep/radAe, ® ... ® Ae,/radAe,.

Si alglin sumando de A/radA en la descomposicidn ante-
rior no fuera simple, obtendriamos un sistema completo de
idempotentes primitivos ortogonales con mas de n elementos
que podriamos levantar a A por 1.7.1. Esto es una contradic-
cidn.

2) Todo A-mbédulo simple es isomorfo a algin
Aei/ra&Aei.

En efecto, tenemos la descomposicién (*). Sabemos que
alli aparecen todos los proyectivos inescindibles de A/radA.
Pero A/radA es semisimple: todos sus médulos son semisim-
ples y proyectivos, de donde se deduce que, sobre A/radA, los
proyectivos inescindibles coinciden con los simples. Pero es-
tos son los A-mbédulos simples, como vimos en la seccidn 1.5.

3) Si Aej/radhe; X Aej/radAej, entonces Ae; L Aej.

En efecto, como Ae; es proyectivo y al dividir por
radAlej se obtiene un morfismo superfluo (Lema de Nakayama),
la unicidad de la cubierta proyectiva nos proporciona el re-

sultado. //
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1.7.3 Corolario: Todo mbédulo en modA- tiene cubienta proyecti-

va,

Demostracidén: Consideremos la proyeccién candnica w:M = M/radM,

que sabemos que es superflua por el Lema de Nakayama. Por
otro lado, M/radM es semisimple. Cada sumando simple tiene cu
bierta proyectiva por lo anterior, y. por tanto M/radM tiene
cubierta proyectiva por 1.6(a). Supongamos que f: P —>M/radM
es la cubierta proyectiva. Como P es proyectivo, existe

¢: P—>M tal que m¢ = f£f. Por tanto ¢ es epi, ya que f es su-
perfluo. Ademds, 1.6(b) prueba que ¢ es superfluo. //

™
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 1

Sea A una k-3dlgebra de dimensidn finita.

1.A Si ee A es idempotente, entonces rad(efe) = e(radA)e =

= ele N radA.

1.B Si ¢: A—> A' es un morfismo de k-4dlgebras, ¢(radA) C

radA'.

1.C Si ¢: A —A' es un morfismo sobre de k-dlgebras, las si
guientes afirmaciones son equivalentes (donde t > 1):
(a) Ker¢ C radta
(b) ¢! (radtA') = rad*A (en particular, ¢ (radth) =
= radtp').

(c) ¢ induce un isomorfismo ¢: A/rad®A—> A'/rad®A’.

1.D Si ¢: A — A' es un morfismo sobre de k-dlgebras con

Ker¢ € radr, y {e1,...,eq} es un sistema completo de idempo-

tentes ortogonales y primitivos (no nulos) entonces {¢(e:1),..
.,¢(en)} también lo es.

\

1.E Sea A°P el dlgebra opuesta de A: el mismo k-espacio vec-

torial, pero con la nueva multiplicacién Axp := pd. Entonces

(1°P )°P = A y, claramente, A°’ es también una k-dlgebra de di

mensidén finita. Muestre que:
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(1) Hay una dualidad D: modA— modAop, o sea un fun-
tor contravariante D tal que existe otro funtor contravarian-
te E: modA°°— modA tal que DE % 1 oqpop Y ED 21 ... Suge-
rencia: D(X) := Homk(x,k).
(2) A es indescomponible si y sélo si A°P 1o es.
(3) A es bésica si y sdlo si A°P 1o es ([A-F], p. 102,
2.3) -

(4) Si A es bdsicay A =P, € P, & ... 8 P, es descom
posicibén en inescindibles, D(P,), ...,D(Pn) es
una lista completa y sin repeticiones de los in-

yectivos inescindibles de mod A°P .






