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INTRODUCCIÓN

A casi cinco años de la publicación de aquel ar-
tículo de Geniet y Leon (2002), el fenómeno de 
supratransmisión no lineal de energía ha sido es-
tudiado ampliamente en muchos sistemas físicos 
unidimensionales (para una introducción al con-
cepto de supratransmisión ver Macías-Díaz, 2007). 
El proceso de supratransmisión no lineal consiste 
en el incremento repentino de la amplitud de las 
señales de onda transmitidas en una cadena de 
osciladores acoplados, debida a una perturba-
ción armónica en uno de los extremos que irra-
dia con una frecuencia en el ancho de banda 
prohibida, y la investigación más fructífera en el 
área se ha concentrado en medios discretos, ta-
les como cadenas mecánicas de osciladores ar-
mónicos simples descritas por sistemas acoplados 
de ecuaciones de seno-Gordon o Klein-Gordon 
(Geniet y Leon, 2002), ecuaciones acopladas de 
seno-Gordon dobles (Geniet y Leon, 2003), cade-
nas no lineales de Fermi-Pasta-Ulam (Khomeriki et 
al., 2004), y medios de Bragg en el régimen no 
lineal de Kerr (Leon y Spire, 2004). Sin embargo, 
es menester reconocer que también se han lle-
vado a cabo algunas investigaciones en el caso 
continuo y que la ecuación de seno-Gordon ha 
sido un denominador común en dichas investiga-
ciones (Khomeriki y Leon, 2005; Chevrieux et al., 
2006a).

La importancia del estudio del proceso de 
supratransmisión no lineal en sistemas de seno-
Gordon ha quedado doblemente de manifiesto 
en el desarrollo de nuevas técnicas matemáticas 
para su investigación y en el estudio de aplica-
ciones físicas novedosas. Por ejemplo, el desa-
rrollo de técnicas computacionales innovadoras 
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El propósito de este trabajo es proporcionar evi-
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el hecho que es imposible producir estructuras 
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estudio son sometidos a perturbaciones en el ori-
gen.
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ha sido un camino ciertamente transitado en la 
investigación numérica del campo (Macías-Díaz 
y Puri, 2007a; Macías-Díaz, 2007a). Aún más, tras 
la sugerencia de que el proceso de supratransmi-
sión no lineal de energía se encuentra presente 
en sistemas bidimensionales de arreglos discretos 
de conjunciones de Josephson (Chevrieux et al., 
2006a), se han propuesto recientemente gene-
ralizaciones de las técnicas computacionales 
mencionadas (Macías-Díaz, 2007b; Macías-Díaz, 
2007c).

Desde una perspectiva más pragmática, va-
rias aplicaciones del proceso de supratransmi-
sión han sido realizadas o sugeridas al diseño de 
amplificadores digitales de señales ultra débiles 
(Khomeriki et al., 2006), detectores de luz sensi-
bles a excitaciones ultra débiles (Chevrieux et al., 
2006b), arreglos ópticos (Khomeriki, 2004) y filtros 
de luz (Khomeriki y Ruffo, 2005), y el análisis de la 
propagación de señales binarias en arreglos dis-
cretos de osciladores armónicos simples amorti-
guados (Macías-Díaz y Puri, 2007b) y sin amorti-
guamiento (Macías-Díaz y Puri, 2007c), y arreglos 
discretos de conjunciones de Josephson en pa-
ralelo (Macías-Díaz y Puri, 2007d). En este punto, 
cabe señalar que la literatura especializada en 
el área contará con realizaciones de aplicacio-
nes para el caso multidimensional en un futuro no 
muy lejano.

En vista de la importancia que reviste el proce-
so de supratransmisión de energía, es importante 
determinar qué medios físicos son susceptibles a 
conllevarlo. Geniet y Leon sugirieron que cual-
quier sistema no lineal con un ancho de banda 
prohibido es capaz de sostener supratransmisión 
cuando se perturba armónicamente con una 
frecuencia dentro de dicho ancho de banda 
(Geniet y Leon 2002). Esta afirmación ha sido ve-
rificada en muchos sistemas físicos. Sin embargo, 
en este trabajo se verificará numéricamente que 
dicho proceso se encuentra ausente en medios 
continuos tridimensionales, regidos por ecuacio-
nes de seno-Gordon o Klein-Gordon  que son per-
turbados armónicamente en el origen.

Modelo matemático

En este artículo se considera un medio continuo 
en tres dimensiones espaciales, inicialmente en 
reposo y gobernado por la ecuación de Klein-
Gordon modificada

                                       
(1)

donde u  es una función definida en ℜ×ℜ3

, y 

ℜ  representa el campo de los números reales. La 
constante γ  es el coeficiente de amortiguamien-
to externo, y V  es, en general, una función con-
tinuamente diferenciable. Particularmente, es 
conveniente fijar uuV cos1)( −=  para el caso de 
sistemas de seno-Gordon, y !4!2)( 42

uuuV −=  
para el caso de ecuaciones de Klein-Gordon no 
lineales. El medio es sometido a perturbaciones 
armónicas en el origen, descritas por la relación 

)sin()( tAt Ω=φ , donde Ω  es una frecuencia en 
el ancho de banda prohibida, esto es, 1<Ω . Di-
cho ancho de banda no es sino el conjunto de 
frecuencias prohibidas en la relación de disper-
sión lineal (Geniet et al. 2002).

Por ello, asume intrínsecamente que las solu-
ciones de (1) poseen simetría esférica., es decir 
las soluciones pueden ser expresadas en la forma 

),( truu = , donde r  representa la distancia entre 
el origen y el punto en cuestión. Entonces, el me-
dio es descrito en coordenadas esféricas a través 
de la ecuación:

                                 

(2)

El hamiltoniano de la porción conservativa del 
modelo (1) está dado por

                                     
  (3)

la energía total )(tE  del sistema en cualquier ins-
tante de tiempo t  se obtiene integrando el ha-
miltoniano sobre el espacio 

3ℜ . Para propósitos 
de cómputo, )(tE  puede ser expresada conve-
nientemente en coordenadas esféricas median-
te el uso de la transformación ),(),( trrutrv = , 
en cuyo caso:
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Técnica computacional

Es menester observar que el problema de resolver 
la ecuación (1) con condiciones iniciales nulas 
conlleva a la resolución del siguiente problema 
de valores iniciales y en la frontera:

                               

(5)

donde V  está dado como en la sección ante-
rior. Uno debe observar aquí que la perturbación 
armónica en el origen se transforma en la última 
condición del problema (5), lo cual conduce ob-
viamente a la solución nula. Así pues, con el obje-
to de evitar trivialidades, es menester reemplazar 
dicha condición por la identidad )(),( ttv εφε = , 
siendo ε  un número real positivo muy cercano 
a cero.

Hecho esto, las soluciones de (5) pueden ser 
obtenidas a través de una modificación simple 
de un método numérico para aproximar solucio-
nes con simetría esférica (Macías-Díaz, 2005). Las 
ventajas del método a emplearse con respecto 
a otros esquemas existentes son sus propieda-
des numéricas de consistencia y estabilidad, así 
como el hecho de que, asociado a él, existe un 
esquema para el cálculo consistente de la ener-
gía del medio.
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donde 
n

jv  es la aproximación de ),( nj trv  propor-
cionada por el método, MLr /=Δ  y NTt /=Δ .

Por su parte, la energía del sistema en el n
-ésimo instante de tiempo es aproximada consis-
tentemente por la relación:

                                                      

(7)

donde:
                  

 (8)

 
Finalmente, el esquema numérico a emplearse 
tiene la propiedad de que ( ) tEE

nn Δ−+
/

1

 propor-
ciona una estimación consistente de la razón de 
cambio de la energía del sistema con respecto al 
tiempo. Además, el esquema mismo es consisten-
te y condicionalmente estable, con condición de 
estabilidad descrita por la igualdad: 

                                                 

 (9)

RESULTADOS

Fíjese un tamaño de paso tΔ  en el tiempo igual 
a 0.02, y tómese un tamaño de paso radial y un 
número ε  ambos iguales a tΔ . En todos los cál-
culos numéricos realizados en el presente trabajo 
se considera un periodo de tiempo fijo. Más aún, 
con el objeto de evitar la creación de ondas de 
choque en el origen, la amplitud de la perturba-
ción armónica es incrementada linealmente des-
de cero hasta su valor actual A , durante un pe-
riodo de tiempo relativamente corto y anterior al 
instante 0=t . Se asume además que el medio 
no posee amortiguamiento externo.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 1. Gráfica de la solución de la ecuación (1) vs. r , para seis tiempos distintos: (a) 15, (b) 17.5, (c) 20, (d) 22.5, (e) 

25, (f) 27.5.
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Con el objeto de simular un medio no acota-
do, los resultados computacionales son obtenidos 
aproximando la solución del problema en una 
esfera cerrada, con centro situado en el origen 
y radio igual a 6, en el que el parámetro γ  len-
tamente es incrementado en magnitud de 0 a 1 
fuera de la esfera abierta con centro en el origen 
y radio 5, simulando, de tal forma, una frontera 
absorbente. Más precisamente, definimos:

                            

(10)

Cabe señalar que si la función de potencial 
V  es aquella para un sistema de seno-Gordon, 
entonces )/( rvVr ɂ  es aproximadamente igual a 
cero para valores positivos de r  suficientemen-
te cercanos a cero. Por tanto, el medio se com-
porta linealmente en la vecindad del origen y, 
particularmente, se especula que el sistema bajo 
estudio es incapaz de producir el fenómeno de 
supratransmisión en presencia de perturbaciones 
armónicas en el origen. Por supuesto, esta afir-
mación se verificará numéricamente a continua-
ción, para medios gobernados por ecuaciones 
de seno-Gordon y Klein-Gordon.

RESULTADOS

Comenzamos proporcionando una prueba nu-
mérica en el que el proceso de supratransmisión 
no está presente en el sistema (1). Para tal efec-
to, se ha perturbado el sistema armónicamente 
con una frecuencia de 0.9 y una amplitud de 3, y 
se han registrado los resultados para seis tiempos 
distintos. Los resultados se muestran en la figura 1, 
la cual evidencia el hecho que no existe transmi-
sión de energía en el sistema.

Por el resto de esta sección, el parámetro A  
tomará valores en el intervalo [0.20].

Fíjese una frecuencia  8.0=Ω en el ancho de 
banda prohibida de un sistema de seno-Gordon 
descrito por (1). Se calcula la energía total del sis-
tema durante un periodo de tiempo igual a 20, 
y la figura 2 muestra los resultados obtenidos en 
los cálculos. La gráfica demuestra un incremento 
continuo en el monto de energía inyectado en el 
sistema debido a la perturbación armónica en el 
origen, sin ningún incremento drástico aparente.
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Figura 2. Energía total vs. amplitud de la perturbación 

armónica en el problema (1), sometido a una frecuencia igual 

a 0.8.

Figura 3. Energía total del sistema de Klein-Gordon (1) vs. 

frecuencia y amplitud de la perturbación armónica en el 

origen.

A continuación se permite a la frecuencia Ω  
tomar valores en el intervalo ]1,0[ . La gráfica de 
energía total del sistema sobre el intervalo de 
tiempo especificado vs. la frecuencia y la ampli-
tud de la perturbación en el origen es presenta-
da en la figura 3. Los resultados muestran nueva-
mente una dependencia continua de la energía 
total del medio con respecto a la frecuencia y la 
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amplitud. Este hecho apoya la afirmación de que 
el proceso de supratransmisión no lineal de ener-
gía se encuentra ausente en sistemas de Klein-
Gordon descritos por (1).

Enseguida se procede a examinar el caso de 
sistemas del tipo de seno-Gordon. Resultados pre-
liminares que no han sido incorporados en este 
trabajo indican que, para una frecuencia igual a 
0.8, la energía total del sistema durante un perio-
do de tiempo de longitud 20 se incrementa sua-
vemente con respecto a A . Variando Ω  entre 0 
y 1, y calculando la energía total del medio sobre 
el periodo de tiempo seleccionado para varias 
parejas ),( AΩ , es posible obtener la figura 4, la 
cual demuestra que el proceso de supratransmi-
sión no lineal también se encuentra ausente en el 
caso de ecuaciones de seno-Gordon.

CONCLUSIONES

Este trabajo aporta evidencia numérica relevan-
te respecto a que el proceso de supratransmisión 

no lineal de energía no se encuentra presente 
en medios descritos por ecuaciones continuas 
de seno-Gordon en tres dimensiones, en las que 
las condiciones iniciales son nulas y en las que el 
origen es perturbado armónicamente con una 
frecuencia en el ancho de banda prohibida. De 
este modo, se establece que no todo sistema no 
lineal con un ancho de banda prohibida es ca-
paz de presentar el fenómeno de supratransmi-
sión. Los cálculos son apoyados empíricamente 
por el hecho que un sistema de seno-Gordon con 
simetría esférica se comporta linealmente cerca 
del origen, y analíticamente por el hecho que el 
origen de dichos sistemas es incapaz de producir 
estructuras coherentes localizadas.

Figura 4. Energía total del sistema de seno-Gordon (1) vs. frecuencia y amplitud de la perturbación armónica en el origen.
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