50

Solucion de Ecuaciones
Polinomiales

M. en C. Andrés A. Galvdn Navarro !

INTRODUCCION ]

Sea K un campo y K [x,..x, ] el anilo de
polinomios en x,...x, sobre K.SiF,...F € K[x,...x ]
entonces la variedad definida por F,,....F_ en K" es
el conjunto V(F,...F ) ={(a,...a)/ f(a,..a, )=0 para
i=1,..s},esdecir:

Definicion 1. La variedad definida por -
es el conjunto de soluciones en K" del sistema de
ecuaciones F,=0, ..., F, = 0.

En este trabajo nos proponemos presentar
métodos no comunes de solucidn de sistemas
de ecuaciones polinomiales. Para esto, en
la Seccién 1 definiremos la idea de base de
Grobner, que nos permite resolver sistemas de
una manera bastante simple y en la Seccién
2 usamos técnicas de Algebra Lineal para
obtener dichas soluciones. Como los cdlculos
que haremos son algo complicados nos
auxiliaremos con el paquete computacional
Maple; en particular usaremos el comando with
(grobner) para acceder a las bases de Grobner,
y las demostraciones no presentadas de alginos
teoremas pueden hallarse en los libros de Cox
gue aparecen en las referencias.
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SECCION 1. Bases de Grobnery Sistemas
de Ecuaciones Polinomiales [

Definicion 1.1 Por un ideal en K [x,..x]
entendemos un subconjunto A de K [x,....x, ] tal
que:

- Sifygestdn en Af+g estd en A.

- SifestGenK[x,..x ]y gestdenAentonces

feestd en A.
- Aesno vacio.

Y el ideal generado por F, ... ,Fes el conjunto
<F]_ B > = {h1F1+ hA_FJ_ : h; hse K[xl‘...,xn]}

Ahora, dado el sistema de ecuaciones F,
= 0,..F, = 0 a partir de estas ecuaciones si
multiplicamos la primera ecuaciéon por k,, la
segunda por A, , .., la s-ésima por iy sumamos
obtenemos la ecuacion i F +... +h F =0, es decir,
la ecuacion i F, +..+ h F, =0 es una consecuencia
del sistema de ecuaciones F =,.,F__ =0 Yy
podemos ver elideal < F, ..., F, > como el conjunto
de “consecuencias del sistema de ecuaciones
dado.”

Ahora, dado un ideal I en K/x,....x, ] por una
base de I, entendemos una coleccion {F,...F, }
de polinomios, tales que I = < F,...F >. Se puede
demostrar que todo ideal fiene una base finita.

Teorema 1.2

SiF,..FyG,..G,sonelementos de K [x, X ],
’rolesque<F1,...,FA_>=<G1,...,GI>en’ronces V(F,..F)
=V(G,...G,).
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De lo anterior se sigue que a cadaideal I en K
[x, ...x,] podemos asociar una variedad, a saber la
variedad determinada por una de sus bases.

Definicién 1.3 Si V C K* es una variedad,
entonces el subconjunto I(V)= {g € K[x,...x, ]
g(v)=0, para todo v que estd en V } es un ideal
que se llama el ideal de la variedad V.

De lo anterior se sigue que hay una relacion
intfima entre variedades e idealesy que es posible
asociar a cada variedad un ideal y a cada ideal
una variedad.

Para resolver el sistema de ecuaciones F (x) =
.= F(x) = 0 consideremos el ideal generado por
{F,,..F } en K[x]. Como en K [x] cada ideal es
principal existe h en Kfx] tal <F,..,F>=<h>Y
las soluciones del sistema dado son Ias soluciones
de la ecuacion h=0

Para resolver el sistema de ecuaciones F,
=..=F =0donde F,.., F € K[x,.., x, ] entonces

usaremos el ideal <F, ..., F >.

¢Pero como decidirsi F €K [x,.., x, ] estG en
<F,..,F>?

Para responder esta pregunta necesitaremos
generalizar el algoritmo de la divisibn en una
variable,esdecir,necesitaremosunprocedimiento
gue nos permita dividir F por F,...F. Para esto
daremos la siguiente definicién:

Definicion 1.4 Un orden monomial en K
[x,...x ] €s un orden total en los monomios en K
[x,...x,].que esunbuen ordeny que es compatible
con la multiplicacién.

Son 4rdenes monomiales los siguientes:

1. Orden lexicogrdfico.
Sia=(a,.a)yb=(b..b)son elementos de
7. Decimos que a >, b si en el vector a-b el
primer elemento no cero mds a la izquierda
es posifivo.

2. Orden Graduado Lexicogrdfico
Sia=(a,.a)yb=(b..b)sonelementos de
Z'y lal = Xa,

Decimos que a>_ b siy sélo si /a/>/b/ & {si
lal=/bl,a > b}

3. Orden graduado lexicogrdfico inverso
Sia=(a,..a )y b= (b,..b ) son elementos de Z"
Yy /a/ = Za,

Decimos que a > b siy sOlo si/a/>/b/ & { si
/a/=/b/ en el vector a-b, el elemento no cero mds a
la derecha es negativo}.

Usando estos érdenes podemos como en el
caso de una variable escribir un polinomio con
los términos ordenados de grado mayor a grado
menor.

Eiemplo Sea f=4xy*z+422-5x°+7x%z% un polinomio
en C [x,y,z]

Entonces: f escrito ordenadamente segun el
orden lexicogrdfico se ve asi:

f= -5+ 7x°+4xy’z+472.

Y segun el grlex, asi: f = 7x’7+4xy*z-5x*+47*

El hecho que un orden monomial nos permita
escribir un polinomio ordenadamente, también
nos permite desarrollar un algoritmo de divisidon
como en el caso de polinomios de una variable.

Teorema 1.5

Sean FF,..F. € K [x,., x ]. Supongamos
que en K [x,.., x ] tengamos definido un orden
monomial. Enfonces existen a,,...a, r €K [x,...x, ]
tales que F= a,F +..+aF +r, donde r es una suma
de términos a_x* tales que a x* es menor que los
términos LT(F ), ..., LT(F ).

El problema es que el resultado de esta divisidon
depende de la manera en que los divisores F, ..., F,
sean ordenados y si/=<F,.., F, >, este algoritmo
tfampoco nos permite decidir siun polinomio FEK
[x,...x,] estd o no en elideal. Afortunadamente,
entre las muchas bases que fiene un ideal hay
una llamada base de Grobner que nos permite

mejorar la eficiencia del algoritmo anterior.

Definicién 1.6 Sea I en K [x,...x, ] un ideal,
por una base de Grobner de I, entendemos un
conjunfo G = {g, ...g, } de elementos de K [x,....x,]
tales que <LT(g,)...LT(g )>=<LT(I)>, para un orden
monomial en K[x,...x,]. donde L1(g,), ..., LT(g, ) son
los términos lideres de los elementos g, ....g, Y LT(I)
representa el conjunto de los términos lideres de
los elementos de I
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Teorema 1.7

(Algoritmo de la Division). Dados FF,...F,
polinomios en K [x,...x ] con K [x,...x,] con un
orden monomial. Entonces existen a,...a, yrenk
[x,..x ] talesque F = a F + .. +a F+r, donde res
el Unico elemento tal que ninguno de sus términos
es divisible por uno, de los términos lideres de los
polinomios F, ... F,

Ahora, usando este resultado somos capaces
de desarrollar un algoritmo que nos permite
calcular las bases de Grobner de un ideal y
que nos lleva a las siguientes:

APLICACIONES

1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
3x-6y-2z =0
2x—4y+4w =0
X-2y—-z-w=0
Solucién. Consideremos el ideal
1=<3x—6y-27,2x—4y+4w, x-2y-z—-w> en C [x,y,z]
con el lexorder y hallemos una base de
Grobner para él. G={x-2y+2w,z+3w} es tal
base y las soluciones del sistema son x=-2y-
2w, y=y, 7= -3w, w =w.

2. Sea I=<xz-y?, ¥*-72> en C[x,y,z], sea

F=-4x*y’724+y°+3z°. Y supongamos que en
C[x,y,z] estd definido el orden grlex. Decidir
siFestGenlono.
Solucién: Hallemos una base de Grobner
de I, con respecto al orden lexicogrdfico.
Esta es: G={xz-y>.x°-2x%-7, xy*-7', y-'} ¥
apliguemos el algoritmo de la divisién. Si
dividimos F por G obtenemos que el residuo
es cero, por lo tanto F estd en el ideal.

3. Resolver el sistema
X+ y+77=1, xX¥*+7=y, x=y
Solucién: La base de Grobner del ideal
I=<X’+y*+72-1,x*+7*-y, x-y > con respecto al
orden lexicogrdfico es:

g, =x-z, g=-y+2z% g=7"-Y% 72 -y es facil
hallar la solucidn del sistema de estas
ecuaciones.

SECCION 2. Solucién de Ecuaciones
Polinomiales y Algebra Lineal

Sea I=<f,...f> un ideal en K/x,...x ]. Cons-
fruyamos el anillo cociente A=K[x,...x J/I. Para
esto, sea G = {g,...g } una base de Grobner de

LenKkK[x,..x] definamos la siguiente relacion de
equivalencia f= g siy solo sifgestden I

Sea K [x,..x, J/I el conjunfo de clases de
equivalencia definidas por =, y si fes un elemento
de K [x,...x, ], la clase de fla denofamos por [f].

Ahora, hagamos K [x, ....x, /I un anillo, definien-
do:

[fl+[g]=[f+g]y [fT*[g]=[f*g]. En particular; si AEK,
NE[f]= [NEf], entonces K[x,...x, J/l es también un
espacio vectorial sobre K.

Ahora vamos a tratar de resolver un sistema
de m ecuaciones en n incognitas sobre C, donde
C son los nUmeros complejos, en el caso en que el
sistema tenga sélo un numero finito de soluciones.
En este caso, el espacio vectorial A=C[x,...x JI
tiene dimension finita

Teorema 2.1

1. Sifestaen C [x,...x, ], definimos m:A= A, asi:
[g] = [fg]. para cada g € A. Entonces m, es
una fransformacion lineal de A en A.

2. Sifgestdnen C[x,..x |, m=m,siy sdlosifg
estd en 1. En particular m,es la funcién 0, solo
sifestden .

Teorema 2.2
Sifg estdn en Clx, ...x, ], entonces m, =mdtm,

A
y 2.m, =m*m,donde * esla composicion de

+$ f
las funciones.

Ahora es facil ver que sih(t) = 3 c;t' estd en CJ1],
enfonces la expresion h(f) = 3, ¢, f donde festd en
Clx, .., x ] fiene sentido. Y similarmente h(mf) =3,
cl.(mf)", donde m,es una maftriz de m,.

También tenemos el siguiente colorario: Si &
estGen C[t]y festden C [x,...x, ], entonces m
= h(m,).

hit]

Recordando que si f estd en C [x,..x, I
enfonces fdetermina su clase en A, como A es de
dimensioén finita sobre C, existen b,..b,, en Cno
todos ceros, tales que X b, [f] = 0.

Luego X b, festd en Ly 3 b, f'se anula en V(I).
Y si h(t) estd en C [t], h(m,) = 0, siy sélo si h([f]) = 0
en A.
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Ahora, dada una matriz M, dxd, sobre K. El
conjunto I, de todos los polinomios A(t) tales que
hM) = 0, la matriz 0, es un ideal; el generador de
ese ideal se llama el polinomio minimo de M, y
como ese polinomio divide a todos los elementos
de I, divide al polinomio caracteristico de M.

Sea i, el polinomio minimo de la multiplicacién
m: A=A. Entonces tenemos 3 conjuntos infere-
santes de nUmeros:
1. Las raices de la ecuacion h,(1)=0.
2. Los valores caracteristicos de la matriz m.
3. Los valores de la funcién fde V(I) en C que
qgueremos hallar.

Teorema 2.3
Sea V =V(I) una variedad afin en C vy
supongamos que en Cfx,,....x, J, tenemos definido
un orden monomial. Entonces son equivalentes:
1) Ves finita.
2) Paracadai, I< i<n, existe mi = 0 tal que xim
€ <LT(I)>
3) Sea Guna base de Grébner de I. Para cada
i, 1 =i<n existe mi =0 tal que xim = LT(g),
paraun g €G.
4) El C - espacio vectorial generado por {xa :
xa} & <LT(I)> } es de dimensién finita.
5) El C- espacio vectorial C/xl,...xn ]/ I es de
dimensién finita.

Un ideal I que satisface una de las cinco
condiciones anteriores se llama un ideal cero
dimensional.

Teorema 2.4
Sea I € C[x,...x, ] un ideal cero dimensional,
fECIx,..x, 1Y h.el polinomio minimo de m.:A=>A.

Entonces para un A € C, son equivalentes:
a.A es una raiz de la ecuacion h,= 0.
b.A es un valor caracteristico de m,.
c.h es un valor de la funcion f: v(I) - C.

Demostracion: a<b, se sigue de la definicion de
valor caracteristico de una transformacion lineall.

b-c. Sea A un valor caracteristico de m,
entonces existe un vectorz=0en A, tal que [ \]
[z] =0.

Para llegar a una contradiccién, supongamaos
que A no es un valor de f en V(I), es decir,
supongamos que V(I) ={p,,...p, } Y que f(p,) =k
para i=1,...m. Sed g = f~ A una funcién tal que
g (p)# 0 para cada i.

Como dados p,, ..., p, existe una funcion g, tal
que g(p)=0sii#jyg(p,)=1 sii=j Consideremos
el polinomio g’=Z(1/g(p,))g,. Enfonces g’g(p,)=1 para
todoi. Y I-g’g €1(V(I)), lo que implica que g'g) €1
(I-parauni=1.Desarrollando la expresidon anterior
y reduciendo términos semejantes tenemos que
Ig g €l para geClx,...x, ]. De donde se sigue que
g es invertible lo que es una contradiccion.

¢ < a. Sea h=f(p) para p € V(I). Como h,(m,)=0,
enfonces h, ([f]) = [0], h,(t) € L y h(f) se anula en
cada punto de V(I). Por lo tanto, h (A)= f(f(p))=0.

Corolario 2.5. Sea I en Clx,...x, ] un ideal cero
dimensional. Entonces los valores caracteristicos
de la multiplicacién m_en A, coinciden con las x,
coordenadas de los puntos en V(I).

Ademds sustituyendo r=x, en el polinomio
minimo h_ tenemos el Unico generador ménico
delideal IN C [x,].

Ahora notamos que ademds de los vectores
caracteristicos izquierdos de una matriz, existen
los derechos, y ellos estdn relacionados entre si,
como veremos a contfinuacién. Sea A un valor
caracteristico de M y v un vector caracteristico
asociado a él, entonces Mv=\v.

Trasponiendo tenemos M'v'=Av’y sihacemos
vii=w, tenemos wM=Aw.

Para unideal I, hay una fuerte conexién entre
los puntos de V(I) y los vectores caracteristicos
derechos de la matriz m,, relativamente a una
base monomial B que se obtiene a partir de la

base de Grobner de I

Supongamos que el ideal I es radical. En este
caso como la dimensién de A es m, el nUmero
de puntos de V(I). Podemos escribir la base B,
anteriormente mencionada asi:

B={ [x*D], ... [x ]}
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Usando esta base, supongamos que m;, es la
matriz de la multiplicacion de A por f. Entonces
podemos relacionar los vectores caracteristicos
derechos de m, con los puntos de V(l), como
sigue:

Teorema 2.6
Seafen Clx,...x,] elegido de tal forma que los
valores f{p) de fen V(I) sean distintos.

Entonces los subespacios caracteristicos dere-
chos de M, son de dimensién 1, y generados por
los vectores renglones (p*”, ..., p“™) para p en V(I).

Demostracién
Sea m,=(m,). Entonces para cadajentre 1y m,
[x<Ofl = m, [x*0] = m [x*P]+..+m [x*"].

Ahora si p en V(f,...f. ) es fijo y evaluamos esta
ecuacién en p tenemos:
p(x (/Wp) = m]jp (x(])+.“+ mmjp ofm)

Y sihacemos esto paraj = 1,..., m tenemos que:
f(P) (p ‘1(“,..., p a(m)) = (P 0‘”),..., p (x(m)) mf’ y CcOmo Uuno
de los elementos bdsicos de Aes 1, (p*,...,p*™)
es un vector caracteristico de m,.

Como por hipdtesis, todos los valores de fip)
son distintos para p en V(I), la matriz m, fiene m
valores caracteristicos distintos, y los subespacios
caracteristicos determinados por m, son de
dimensién 1.

Para terminar usaremos la proposicidon anterior
para hallar los puntos en V(I) para un ideal I de
dimensién 0.

Primero supongamos que [ es radical,
reemplazando I por radical de I, si es necesario.

Entfonces calculemos una base de Grobner
G de I como es usual, y consideremos la funcién
f=c¢x+.+cx , donde los elementos c,....c . son
enteros elegidos aleatoriomente. Esto garantiza
casi siempre, que los valores f{p) son distintos para
pen V().

Relativamente a la base B hallemos la matriz
m,, un valor caracteristico A de ella y un vector
caracteristico derecho v asociado a él.

Este vector caracteristico cuando se combina
con la base de Grobner G hace trivial hallar una
solucion p en V().

Para ver esto, notemos que por el Teorema 2.5
(*)y v= NMp .., pe)paraun A=0Yy pen V(I).

Escribamos p = (a, .., a,). Queremos hallar
las coordenadas a, de p en términos de las
coordenadas de p. La ecuacion * implica que
cada coordenada de v es de la forma Ap «@..Por
el feorema 2.3, para cada i, i =1,...,n existe un m,
tal que un polinomio g, en la base de Grobner
G tiene por término lider a x¢, donde c=m..

Sim, > 1 enfonces [x,] estd en B, luego Ag, €s
una coordenada de v, y como [1] estd en B, A
también es coordenada de v, porlo tanto a, = A q,
/'n y hemos obtenido la coordenada a, .

Sim, = 1, la variable x, no aparece en B.
Entonces usando la base de Grobner como guia,
supongamos que x, > .. >x,, Y Que i, > .. > i
sean las variables que aparecen a la potencia 1.
Entonces paraj = 1,...,1, existe un g en G, tal que 8;
= x,+ suma de términos que contienen x,con
i> il. yu= ij

Y sievaluamos estasg.enp =(a, ...,a,) tenemos
que 0 = a, + suma de términos que contienen a,,

con i>i vy dealli esfacilhallara, parai=i, i
J i A

En la seccidn anterior, seccién 2, hemos usado
técnicas de dlgebra lineal para resolver sistemas
de ecuaciones, ellas han trabajado muy bien
y nos han mostrado un camino alternativo
para la solucidén de sistemas de ecuaciones,
tan eficientes han sido que ellas se estdn
considerando  para la préxima generacién de
sistemas algebraicos computacionales.

CONCLUSIONES
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