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INTRODUCCION

Esle trabajo nace de la necesidad préactica de realtzar
mejores estimaciones de los parametros de las ecuaciones
que comunmente se presentan en la hidrologfa. Se
prelende generar un procedimiento sistemélico para
efectuar la estimacion no lineal de dichos parametros,
Se supone que un refinamiento del proceso de estimacion
de los parametros de ajuste de las ecuaciones que
goblernan diversos fenémenos hidroldgicos puede llevar
a oblener mejores estimaciones de dichos parametros
de ajuste.

MATERIALES Y METODOS

La investigacion se desarrollé en el Centro de Clenclas
del Diseno y de la Construccion durante el afo 2001
su marco tedrico se inserta dentro del campo de la
Estadistica. Se recurrié al procesamiento numérico de
datos encontrados en la literatura y en la préactica
profesional de la Hidrologia Superficial.

Ecuaciones lineales y ecuaciones no lineales
Importante para el fin de este articulo es la inclusion
de la siguiente explicacion que ilustra la hipdtesis que
guio la investigacion. Se entiende por ecuacion lineal
aquella ecuacion que es lineal en sus pardmelros y
como no lineal acquella que es no lineal en sus pardmetros.
Asl, si se deriva parcialmenle una ecuacién con respecto
a sus pardamelros y se encuentra que ninguna de esas
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derivadas parciales esta en funcién de uno o mas de
los paramelros, entonces se dice que es una ecuacion
lineal: en caso contrario, es una ecuacion no lineal. Muchos
modelos matematicos sencillos que aparecen en la
hidrologfa son no lineales en los parémetros, por efemplo,
supongase que la ecuacion:

y = ax® )
se puede ajustar a una serie de n pares de datos (x, yi).
El valor 6ptimo de los parémetros @ y b se obtendra
encontrando el valor minimo de la suma de cuadrados
de los errores:

SSEx = X (1= ax') @

para calcular el minimo de esta suma se tendrd que
derivar con respecto a cada uno de los paramelros e
igualar a cero. Si se toma en cuenta que:

% =x" y —% = ax®Inx 3

se formara un sistema de dos ecuaciones no lineales que
debera resolverse en términos de a y b. Este sistema
es, relativamente, dificil de resolver, por lo que la
ecuacion | se suele transformar en la siguiente ecuacion
lineal:

log v = log @ + blog x €}

que toma la forma (en el plano log x - log v
Y=A+BX (5
1o que suglere, inmediatamente, hacer una regresion lineal,

esto es, calcular el minimo de la suma de cuadrados de
los errores, pero ahora con:

SSE; =‘§':m- (A + BX)¥ )
como:

aY Y

Ty n
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se formara un sistema de dos ecuaciones lineales en A y
B. llamadas ecuaciones normales [Walpole el al. 1996].
El sistema se resuelve facilmente. También se puede
calcular la suma total de cuadrados:

SST, = & (Yi- Vi» ®
donde Y es la media de los valores Y, = (Y = log yi).

Luego, se calcula el coeficiente de determinacion r; (igual
al cuadrado del coeficiente de correlacion):

SST, - SSE.  £,(Yi- Y- £ (Yi= (A + BX)»
ST, T v-vy

2
r

)

ri puede tomar cualquier valor entre 0.0 y 1.0. Si su
valor es cercano a uno se dice que existe una buena
correlacion (lineal) entre las variables X y Y. Finalmente,
los parametros a y b, se encuentran con:
a=10"y b=8B ey

A veces, ademas de revisar el valor de . se revisa
graficamente en un diagrama de dispersion si los datos
tienen la tendencia de la curva ajustada: en ese caso se
aceplan, sin ninguna otra prueba, las estimaciones de
los parémetros a y b. El valor de ri es enganoso; es
mejor calcular el coeficiente de determinacion en funcién
de las variables originales y de los paréametros a y b
calculados antes: o sea:

, SSTu-SSEy % (yi- y»- £ (- ax® »

Fu = (an
SSTw iy

donde ¥ es la media de los valores y. Este nuevo
coeficiente dard una medida mas realisla del ajuste,
con un valor numérico usualmente menor que el
calculado con la ecuacion 9. En el caso de resolver el
sistema de ecuaciones no lineales, o sea, de efectuar la
regresion no lineal y calcular el coeficiente de correlacion
no lineal (ecuacion I, se tendra un valor mayor o igual
al obtenido con la regresion lineal y la misma ecuacién
Il La simplicidad de la regresion lineal conlleva correr
riesgos. Al hacer una estimacion de parémetros
efectuando una transformacién de la ecuacion original
se introducen errores de escala que hardan que las
eslimaciones no sean estadisticamente salisfactorias y,
ademés, tendréan una consecuencia préctica para el
analista, puesto que podrfan llevarlo a comeler errores
de consecuencias desastrosas, sobre todo si no echa
mano de lécnicas que verifiquen sus ajustes y de su
buen juicio ingenieril (ver, por ejemplo: [Berezowsky et
al, 1982], [Demetracopoulus, 1994] y [McCuen el al,
1990)).

Método de Marquardt

Enseguida se describe un camino para estimar los
parémetros de ajusle y la minima suma de cuadrados
de los errores considerando una ecuacion de ajuste no
lineal. Sea el modelo siguiente [Constantinides, 1987):

Y = f(X, b) (12)
donde Y es el vector de los valores calculados de la
variable dependiente, X es la matriz de valores de las
variables independientes y b es el veclor de parametros
de ajuste. Para el caso en que el modelo contiene sélo
una variable dependiente, la suma de cuadrados de los
errores o residuos estd dada por:

SSEv=0=(-Y)V-Y) (M)
Y es el vector de observaciones experimentales de la
variable dependiente. Dado que Y es no lineal con
respeclo a los pardametros, tomando la derivada parcial
de @ con respecto a b e igualandola a cero resultaré
una ecuacion no lineal que serd dificil de resolver para
b. Gauss resolvid este problema, encontrando que el
ajuste de funciones no lineales por minimos cuadrados
puede realizarse mediante un método iterativo que
involucra una serie de aproximaciones lineales. En cada
iteracion, se puede utilizar la teorfa de minimos cuadrados
para oblener la siguiente aproximacion. Este método,
conocido como el método de Gauss-Newton, convierte el
problema no lineal en uno lineal aproximando la funcion
Y mediante una expansion en serie de Taylor alrededor
del valor estimado del vector de pardmetros b:

aY
Y Xb + Ab)= YX. b) + = Ab L)

En la ecuacion 14 la serie de Taylor ha sido truncada
después del segundo término. La ecuacion 14 es lineal en
Ab, por lo tanto, el problema se ha transformado de
encontrar b a encontrar una correccion de b, eslo es,
Ab, que debe sumarse a la estimacion de b para minimizar
la suma de residuos al cuadrado. Para hacer eslo se
reemplaza Y en la ecuacion 13 con el lado derecho de la
ecuacion 14 para oblener:

® = (Y - Y - AAb)' (Y-Y-AAb) as
A es la matriz jacoblana de derivadas parciales de Y

con respecto a b, evaluada en los n puntos donde se
dispone de observaciones experimentales:

v . o

An ey, 2 BE 16)
M M
b " b



Tomando la derivada parcial de @ con respecto a Ab,
igualandola a cero, y resolviendo para Ab, se obtiene:

Ab = (ATA)' ATY*-Y) a7

donde Ab es el veclor de correccion que se sumard al
vector de la actual iteracion il, by, para oblener una
nueva estimacion del vector de pardmetros, by :

b,., = by + Ab 18)

El mélodo de Gauss-Newlon se basa en la linealizacion
del modelo no lineal; por lo tanto, es de esperarse que
trabaje bien si el modelo es sélo un poco no lineal, o si
la estimacion inicial de los parametros estd cerca de la
suma de cuadrados minima. Los contornos de @
constante, en el espacio de los parameltros de un modelo
lineal, son elipsoides. Para un modelo no lineal, esos
contornos estan distorsionados, salvo en la vecindad
del mfnimo @, donde son cuasi-elipticos. Por lanto, el
método de Gauss-Newton es muy efectivo si el punto
de salida inicial para la busqueda estd en la region
cuast-elf plica. Por otro lado, este método puede divergir
si el punto de comienzo esld en una region muy
distorsionada del hiperespacio de los pardametros. Otro
método [Constantinides, 1987], que ha sido utilizado para
encontrar el minimo de la suma de cuadrados de un
modelo no lineal, es el llamado del descenso rdpido. En
este método, el vector inicial de estimacion de pardmetros
se corrige en la direccion del gradiente negativo de ®:

Ab = - K B%jl L

Donde K es un factor conslante adecuado. De la ecuacion
13, efectuando la derivada parcial de ® con respecto a

b:
[%] = QATY" - Y) (20)

Y combinando con la ecuacion 19 se obliene:
Ab = 2KAKY' - Y) 2

Al comparar las ecuaciones I7 y 2| se ve que la tnica
diferencia entre los vectores de correccion de los métodos
de Gauss-Newton y del descenso répido es la malriz
(A'A)'y el factor constante 2K. El método del descenso
réapido tiene la ventaja, sobre el de Gauss-Newton, de
que no diverge, siempre que K, factor que determina el
tamano del paso, sea lo suficientemente pequefo. Sin
embargo. la velocidad de convergencia hacia la suma de
cuadrados minima decrece conforme la bisqueda se

acerca al minimo, por lo que este mélodo pierde su
alraclivo. Marquardt publicé en 1963 una lécnica de
interpolacion entre el método de Gauss-Newton y el del
descenso rdpido [Constantinides, 1987]. Esta interpolacion
se obtiene anadiendo la matriz diagnonal Al a A’A en la
ecuacion 17:

Ab = (A'A + AD' A(Y*-Y) (22)

El valor de A se escoge, en cada ileracion, para que el

vector de pardametros corregido dé una menor suma de

cuadrados en la iteracion siguiente. Cuando el valor de

A es pequefo en comparacion con los elementos de

A'A, el mélodo de Marquardl se acerca al de Gauss-

Newton: cuando A es muy grande, el método es idéntico

al del descenso rapido, con la excepcion del factor de

escala, que no afecla la direccion del vector de correccion

de los parametros, pero proporciona un tamano de

paso muy pequefo. De acuerdo con Marquardl, es

deseable minimizar @ en la méxima vecindad sobre la

cual la funcion linealizada da una adecuada representacion

de la funcion no lineal. Asi, el procedimiento para escoger

A debe llevar a valores pequefios cuando el mélodo de

Gauss-Newlon pueda converger eficientemente y valores

grandes para cuando sea necesario el método del

descenso rapido. El algoritmo del método de Marquartd

involucra los siguientes pasos:

I. Hacer it = 1. Suponer valores iniclales para el veclor
de parametros b.

2. A partir de b, calcular @ con la ecuacion 13,
calculando previamente Y con la ecuacion 12:
Y = FX b

3. Hacer A = 0.00,

4. Evaluar la matriz A con la ecuacion 16, oblenida
diferenciando Y con respecto a b.

5. Ulilizar la ecuacion 22 para calcular el veclor

correccion Ab.

A partir de b + Ab, calcular @ con la ecuacion 13.

Si @b + Ab) > ®(b) hacer A = 10 A y volver al

paso 5.

Si no, hacer A = A/10.

Evaluar con la ecuacion 18 la nueva estimacion del

vector de parametros b.

Evaluar ®(b) con la ecuacion 13.

Hacer it = it + 1. Terminar, si se ha agotado el

numero maximo de iteraciones. Si no, volver al paso

4 hasta que @ no cambie o Ab se haga muy pecuefio.

P

=8 v

Diseno de la in

La investigacion involucrd la actualizacion y revision
de la literatura, la descripcion general de la estimacion
no lineal, el andlisis de la practica comtn, la estimacion
lineal de los parametros de siete casos de prueba, el

mveyw
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resumen de la teorfa de la regresion lineal y no lineal, la
proposicion del procedimiento para hacer la estimacion
no lineal de los parametros, la estimacion no lineal de
los pardmetros de los siele casos de prueba, la
constrastacion de ambos tipos de estimacion y la
generacion de conclusiones. De los siete casos de prueba
estudiados se han escogido, para presentarlos en este
trabajo, los cinco casos cuyas caracterfsticas son
indicadas en el Cuadro I. El primer modelo puede

Cuadro 1. Caracterfsticas de los cinco casos de prueba.

encontrarse, por ejlemplo, en Miller et al (1974). El segundo
modelo puede verse en muchos libros de Hidrologfa,
uno de los cuales es el de Patra (2200. Los tres tltimos
pueden encontrarse, por ejemplo, en Martinez (2000).
Los datos fueron recopilados en la literatura. Para el
caso | (Miller et al, 1974), caso 2 (Patra, 2000), caso 3
(Linsley ef al. 1977), caso 4 (Marlinez, 1999) y caso 5
(Campos, 1984),

Caso Modelo Var(s) Parametros
Indep(s) de ajuste
| Qunr = aA? A a, B
2 f=fto-ft fofo !
3 Q= a(E - E)® E a E. b
L] V = KEV £ K. N
b
5 i = 4l T.d a b, c
d

. o 1

Descripcion

Gasto maximo medio anual en funcién del drea de
cuenca. Aplicable a diversas cuencas que eslan en
una region homogénea.

Férmula de la infiltracion de Horton.
Curva de elevaciones-gastos de una corriente.
Curva de elevaciones-capacidades de un embalse.

Curva de intensidad de precipitacion-duracién-perfodo
de retorno.

Las variables elevadas en los casos prueba fueron
varias, entre las que se encuentran: la suma de cuadrados,
el coeficiente de delerminacion y la distribucion de
residuos.

Resultados

Después del estudio de la literatura se hicieron algunos
ensayos hasta que se llegd a generar el siguiente
procedimiento para efectuar la estimacion no lineal de
los parametros de las ecuaciones:

. De acuerdo con los dalos que se quiere ajustar,
identificar el tipo de ecuacion que la experiencia
previa ha encontrado que mejor se ajusta.

2. Estimar los valores iniciales de los parémelros.

J. Minimizar la suma de cuadrados de los errores. La
minimizacion se puede hacer por uno de tres caminos:
con un programa hecho a la medida. con una hoja de
cdlculo o con un programa orientado a la estadistica.
Es muy factible hacerlo por el segundo camino.

4. Calcular las desviaciones estandar de los pardmelros,
Investigar si éstos son estadisticamente significativos.

Construir los intervalos de conflanza de los parametros,
Si algin parémetro no es significativo, podrfa ser
necesario tratar de ajustar otro modelo o esperar a
oblener mas datos y volver a inlentar el ajuste.

5. Medir la correlacidn entre los parametros examinando
la matriz de coeficientes de correlacién. Si resulta
que hay dos o més parametros correlacionados entre
sl. entonces, con los datos disponibles, sera muy
diffcil establecer estimaciones separadas de ellos. O
sea, es posible que los intervalos de conflanza
individuales no den la verdadera region de confianza
conjunta de todos los parametros, principalmente,
en casos de alta no-linealidad.

6. Revisar si el modelo muestra evidencia de que hay

relacion entre la variable dependiente y. cuando menos,
una de las variables independientes. Se puede hacer
efectuando una prueba de andlisis de varianza. Si,
ademds, se quiere comparar los resultados de este
ajuste con los obtenidos con regresion lineal, es
conveniente utilizar el coeficiente de determinacion r?.

7. Y. finalmente, realizar pruebas para verificar si los
residuos entre los datos y el modelo se distribuyen
aleatoriamente.



Cuadro 2. Datos y resultados de la curva de
elevaciones-capacidades del Cedazo IT (Caso 4

I Em Vim» V (m®» V (m?
Original  Reg. lineal  Reg. no lineal
1 20 20040 13293.5 1706.9
2 40 575380 65154.4 18893.6
3 6.0 5040 1650998 7704.9
14 B0 251265 3193369  209136.0
5 100 438769.0 532604.0  453480.7
6 120 83890  BOYN92.6 853487.2
7 MO 14666315  N52313.3 14568012
8 160 2318855  1565M4.8  2314962.4
Ejemplo de aplicacién

Un ejemplo que ilustra los resultados de ambos tipos
de regresion es la curva de elevaciones capacidades
(Caso 4) de la presa El Cedazo II (propuesta como
anteproyecto, a varios kildmetros aguas arriba de la
presa El Cedazo, localizada en el lado oriente de la
mancha urbana de la Ciudad de Aguascalientes). Por
razones de espacio solo se mostrardn los pasos més
importantes de los célculos de los parametros y de los
coeficientes de delerminacion. Las elevaciones y los
volimenes originales se encuentran, respectivamente, en
la segunda y tercera columna del cuadro 2.

Para efectuar la regresion lineal, se parte de la
ecuacion de elevaciones-capacidades (ver modelo 4 en
el cuadro D:

V=KE" (23)
que toma la forma lineal:
log V=1log K+ Nlog E (29

Aplicando a los datos las transformaciones logarftmicas
correspondientes y tratando a log V como y a logE
como x se obtienen: log K = 3.4333, N = 22931 y
7 = 0.9618. Al realizar la transformacion de los resultados
se encuentra que la relacion entre las variables es:
V = 2712.27E %5 (25a)

Si con la ecuacion Il se calcula r3 en términos de, la
variable original, se encuentra que r = 0.8555, lo que,
en principio, demuestra que la relacion linealizada no es
tan buena como se pudiera pensar al calcular 1/ con
la variable transformada. La figura | muestra la curva
ajustada. Se nota que los datos no estdn muy cerca de
la curva, especialmente para valores grandes, y tampoco
se distribuyen aleatoriamente por arriba y por debajo
de ella.

La estimacion de los pardmetros con regresion no
lineal es mas complicada. Con el fin de ilustrar el
procedimiento de obtencion del valor minimo de la suma

de cuadrados de los errores o residuos se utilizara el
método de Marquardl, para el cual es necesario aplicar,
una o més veces, en cada iteracion, la ecuacion matricial:

Ab = (A'A + AD' ATY'-Y) (22)
Para formar la matriz A, de derivadas parciales, se
obtienen las siguientes dos derivadas:

O . HEY . gy V.o IKEY - g g

oK oK oN
Que se sustituirdn en:
v . 2
xok o b 16)
a, a7,
by dby

En este caso: Y = V, by = Ky b: = N. Se forma el
primer vector de parametros, se elegiran los calculados
con regresion lineal, o sea:

b= 2N7.27

| 2203
Con estos pardmetros se calculan los valores de Y,
necesarios para formar el vector de errores o residuos:

6747.9 |
-7612.9
-50582.5
1041806
-93869.9
20888.7
311454.7

7499356 |

aplicando la ecuacion matricial:

SSEy=@u (Y -Y)I(Y~Y) (RY)
se encuentra que:

@®(b) = 6.845IE + I

Luego, sustituyendo los datos observados, se obtiene la
malriz A de la primera iteracion, formada por n = 8
renglones y k = 2 columnas (n juegos de datos y k
paramelros):

1,901 9214.0
24.0206 90317.5
60.8665 295795.3
fed 17.7269  663980.4
- 1969812  1226446.5
298319  2010543.7
248017 30406606
5769800 43389626 |

|NVE§W
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Posleriormente se calcula la matriz ATA:

AA= [ossma.oo?

4734218446
4734218446

JAISSE + B

La primera vez que se calcula el vector de correccion
Ab se supone A = 0.00l Si la nueva suma de los
errores al cuadrado es mayor que la inicial, o sea, si
®(b + Ab) > ®(b) se aumenta A multiplicandola por 10:
para este ejemplo, se encontrd que era necesario llegar
hasta A = 100000 para que ®(b + Ab) < ®(b). Por lo
que la matriz A'A + Al es:

_ [659093.669 4734218446
it [waqmsm 3AISSE + la] et

Enseguida. la matriz A’A + Al se invierte, obteniéndose
la matriz (A'A + AD"

(A’A + AD'= [ PIHE =06

1.3472E - 09
1.3472E - 09

2.160IE - 13

Multiplicando la matriz A" por el vector de residuos (Y*
- Y) se obliene la matriz:

541273883.7
O703E + 12

AT(Y-Y)= |:1

Finalmente, el vector de correccion Ab se obliene
efectuando la operacion: Ab = (A'A + AD' A" (Y* - Y).
El resultado es:
Ab = 97'9|E - 06
-1.9472E - 09 2160IE - 13
El valor del vector de paréametros se expresara.

provisionalmente, con
_ |ana.27 222,01 _
™ it [2.293] g [o.lsooi| [

Antes de adoptarlo para el siguiente ciclo de iteraciones
(en este ejemplo ya se sabe que ésle serd el nuevo
vector b), con este vector se calcula de nuevo, con la
ecuacion 13, el valor de la suma de cuadrados de los
errores, o sea:

® (b + Ab) = L.92BE + I

Como @ (b + Ab) < @ (b) se puede adoptar como el
nuevo vector de parametros a:

4.0703E + 12

. ~ [2489.60
b=b+ab { 2‘“&}

Se hace A = A10 y se inicia un nuevo ciclo de correccién
que debe comenzar en la determinacion de la matriz A
y en el que se repiten los célculos que acaban de ser
delallados. Recordar que dentro de un ciclo de correccion,
cada vez que ®(b + Ab) es mayor que dxb) entonces
se hace A = 10 A y se regresa a calcular un nuevo valor
del vector b + Ab a partir de la matriz A’A + Al El

9 [

4734218446
o - 4734218446

J.4ISSE + 13

proceso se da por terminado cuando @ no cambia o
Ab se hace muy pequeno. Asl, después de varias decenas
de ileraciones se encuentra que los parametros que
reportan un valor minimo de la suma de errores al

cuadrado son:
o 154.20
= | 3.4685

O sea, K = 15420, N = 3.4685 y la minima suma de
errores al cuadrado obtenida con regresion no lineal es:

@ (b) = 3.7873E + 09

01500

1.472E - 09] i [ 5«273333.7} p [-m.a}

B

2489.66
2.4431

La ecuacion de ajuste correspondiente es:

V = I54.20F 3% (25b)

Finalmente, aplicando la ecuacion Il se obtiene el coeficiente
de determinacion 1 = 0.9992. Los volimenes resultantes
de esle ajuste se pueden ver en la quinta columna del
cuadro 2. La figura |, a su vez, también muestra la
curva ajustada. Los volimenes observados, especialmente




para valores grandes, se acercan mas a la curva ajustada
con regresion no lineal que a la curva oblenida con
regresion lineal. La regresion no lineal es superior a la
regresion lineal. El resultado del analisis de residuos se
encuentra en el cuadro 3.

Resultados principales

En el cuadro 3 se indican los resultados principales
de la contrastacion de los andlisis de regresion efectuados
sobre los casos de prueba presenlados. Los ajusles
que mejor se comportaron fueron los realizados con la
regresion no lineal. Se incluyen los coeficientes de
determinacion calculados con ambas regresiones.

Discusién

Los resultados confirman y extienden los obtenidos
en estudios similares, como los de McCuen el al (1990)
y Demetracopoulus (1994). Aqul se presentaron cinco
casos que incluyeron cuatro ecuaciones de forma
diferente, se aplicaron pruebas estadisticas adicionales
y se propuso un procedimiento sistematico de andlisis.
El procedimiento generado deja de lado la utilizacion
de la regresion lineal pues ahora, con la computadora
digital, se puede abordar la regresién no lineal que
previamente no se ulilizaba por requerir méas trabajo
computacional.

2500000.0
]
2000000.0 /
)I
1500000.0 ; -
-~ A + datos orig.
3 § % / ~-reg. lin
> ’, /4" ~+ reg. no lin.
1000000.0 4t
f(/
-
5000000 % ,:f(-
-""r" ' 4 & ¢
. o
...... [ |
v, A !
(IR _—— S i
0.0 20 40 6.0 8.0 100 120 140 16.0
E(m)

Cuadro 3. Resumen de la contrastacién de ambas regresiones

Caso r# lineal  r“ no lineal Residuos
(var. orig.)

1 0.8182 0.8587 Aletorios

2 0.9818 0.9902 Aleatorios

3 0.997 0.9972 Aleatorios

1 0.8555 0.9992 Aleatorios

5 0.9979 0.9992 Alealorios

Un par de datos produjo un residuo demasiado grande.
El ajuste no lineal fue muy superior al lineal.
Un paréamelro no significativo.
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Conclusiones

* La aportacion méas importante de este estudio es el
procedimiento que se generd para estimar parametros
de ecuaciones hidrolGgicas: se requiere realizar un
esfuerzo computacional mayor que el que comtnmente
se hace pero, por ulilizar la regresion no lineal en
lugar de la regresion lineal, se obtienen mejores
resultados.

* Se efectud la estimacion no lineal de los parametros
de cuatro tipos de ecuaciones muy comunes,
comprobéndose que los resultados arrojados son
esladisticamente mejores que los oblenidos mediante
regresion lineal.

* El procedimiento propuesto puede implementarse en
un programa comercial de orientacion general que
maneje hojas de calculo, tal como Excel. Ahl puede
utilizarse, para minimizar la suma de cuadrados de
los errores, la herramienta Solver en lugar de aplicar
el método de Marquardt o cualquier ofro.

* Existen posibles extensiones a lo investigado en este
trabajo, especialmente, la consideracion de miiltiples
variables independientes, sumas ponderadas de
residuos y la cuantificacion de la no-linealidad, que
podrian abordarse en el futuro (ver, por ejemplo,
[Constantinides. 1987] y [Ratkowsky. 1990)).
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