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Resumen

La mayoria de los yacimientos producen de pozos multiples, por lo que se requiere estudiar el comportamiento de la
produccién de hidrocarburos de pozos multiples con diferentes tiempos de produccion. En muchas ocasiones se considera,
que los yacimientos son homogéneos e isotropicos, cuando en la realidad casi siempre son heterogéneos y anisotropicos,
por lo que es importante determinar la heterogeneidad y el nivel de anisotropia presentes en el yacimiento, para optimizar
costos de produccidn e incrementar el factor de recuperacion.

El analisis de la curva de declinacion es un método tradicional de prediccion que se utiliza hoy en dia. En la mayoria de
los casos, con excepcion de la declinacion exponencial, las curvas de declinacion tienen una base puramente empirica y
fueron desarrolladas para un solo pozo productor, cuando casi siempre se tienen multiples pozos.

En este trabajo se desarrollo un modelo analitico en dos dimensiones que simula el comportamiento de pozos multiples
produciendo aceite bajosaturado de yacimientos de una porosidad rectangulares heterogéneos y anisotrépicos. La solucion
analitica se obtuvo a través de la combinacion de los métodos de la transformada de Laplace, separacion de variables,
funciones de Green y polinomios de Legendre.

La solucion analitica obtenida tiene la ventaja de ser mas rapida que la solucion numérica, lo cual es relevante cuando
se quiere usar la solucion en un proceso de optimizacioén, como el problema para determinar la posicion dptima de los
pozos, produciendo a diferentes tiempos, presiones y dafio; para asi, maximizar la produccion y optimizar los recursos.

Palabras clave: Anisotropico, heterogéneo, yacimiento fracturado, pozos multiples, solucion analitica.

Multiple well production behavior, in single-porosity rectangular
heterogeneous and anisotropic reservoirs

Abstract

Most of the reservoirs produce from multiple wells, so it is necessary to study the behavior of the production of
hydrocarbons from multiple wells with different production times. In many cases it is considered that the reservoirs are
homogeneous and isotropic, when in reality they are almost always heterogeneous and anisotropic, so it is important to
determine the heterogeneity and the level of anisotropy present in the reservoir, to optimize production costs and increase
the recovery factor.
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Decline curve analysis is a traditional method of prediction that is used today. In most cases, except for the exponential
decline, declination curves have a purely empirical basis and were developed for a single producing well, when there are
almost always multiple wells.

In this work, an analytical model was developed in two dimensions that simulates the behavior of multiple wells producing
under-saturated oil from a single-porosity rectangular heterogeneous and anisotropic reservoir. The analytical solution
was obtained through the combination of the methods of the Laplace transform, separation of variables, Green functions
and Legendre polynomials.

The analytical solution obtained has the advantage of being faster than the numerical solution, which is relevant when
somebody wants to use the solution in an optimization process, as the problem to determine the optimal position of the
wells, producing at different times, wellbore pressures and skin factors; in order to maximize production and optimize

resources.

Keywords: Anisotropic, heterogeneous, fractured reservoir, multiple wells, analytical solution.

Introduccion

En la ingenieria de yacimientos, el objetivo principal es la
optimizaciéon de la produccién del yacimiento, buscando
obtenerlarecuperacién de hidrocarburos maxima. El andlisis
de datos de produccién proporciona pardmetros clave para
una serie de calculos de ingenieria de yacimientos, tales
como estimacién de reservas, calculos de comportamiento
del flujo y prondstico de produccion de pozos.

Las curvas de declinacion de produccion son muy
empleadas por los ingenieros de yacimientos, para predecir
el comportamiento futuro de los pozos. Esto representa
una de las herramientas mas importantes para estudiar el
comportamiento del pozo, asi como para calcular el factor
de recuperacién y evaluaciones econdémicas futuras. Arps
(1945) desarrollé el modelo de andlisis de la curva de
declinaciéon que se ha usado con frecuencia para modelos
exponenciales, hiperbdlicos y armonicos, de los cuales el
Unico con una base tedrica es el modelo exponencial.

Partiendo de las ecuaciones diferenciales de flujo multifasico
y usando principios basicos, Camacho y Raghavan (1989,
1991) establecieron las condiciones fisicas para que los
modelos exponenciales, hiperbdlicos y armodnicos se
presenten en yacimientos con empuje de gas en solucion.

La produccion de petréleo de un pozo disminuye desde
el comienzo de la produccién de petréleo a medida que
decrece la presién. Segun los datos estadisticos, los gastos
de produccién de la mayoria de los pozos comienzan a
disminuir en sélo algunos meses, después de ponerse
a produccion. En algunos casos es posible predecir en
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forma aproximada la produccién de un pozo con modelos
tradicionales de declinacién, propuestos en la literatura
cuando las heterogeneidades presentes en el yacimiento,
el cambio de las propiedades de flujo multifasico, o la
interferencia de pozos vecinos no influyen de manera
importante en el comportamiento de produccién.

Rodriguez y Cinco (1993) desarrollaron un modelo para
la declinaciéon de la produccién en un sistema de pozos
multiples con fronteras cerradas. Los supuestos principales
en su modelo son la condicidn de flujo a tiempos grandes y
gue todos los pozos del yacimiento producen a una presién
de fondo constante.

Camacho et al. (1994) utilizaron un modelo similar al
modelo Rodriguez y Cinco (1993), pero consideraron que
los pozos entraran a produccidn a diferentes tiempos, y que
la presidn de fondo de cada pozo es constante. Se analiza el
flujo de los pozos a tiempos grandes. También este trabajo
presenta soluciones analiticas para los casos en que los
pozos se estimulan a diferentes tiempos, y para cuando los
valores de presién de fondo son funciones de tiempo para
cada pozo.

Lu y Tiab (2008) presentaron ecuaciones de productividad
para un sistema de pozos multiples verticales, para el estado
estacionario y pseudoestacionario en un yacimiento circular
o rectangular anisotrépico. La ecuaciéon de productividad
propuesta para los pozos multiples es una herramienta
simple y rapida para evaluar el comportamiento en estado
estacionario y pseudo-estacionario de los pozos perforados.
La condicion de frontera exterior del yacimiento, la
permeabilidad horizontal y el factor de dafio tienen
efectos importantes en la productividad de un pozoy en la
productividad total del sistema de pozos multiples.
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Owayed, Lu y Tiab (2013) presentaron ecuaciones analiticas
para obtener la productividad en estado estacionario, de un
sistema de pozos multiples en yacimientos rectangulares
homogéneos-anisotropicos, usando diferentes fronteras
laterales. Concluyeron que, paraunyacimiento determinado,
si los pozos se ubican simétricamente con respecto al
mismo tipo de frontera lateral, entonces sus indices de
productividad seran idénticos. Como es de esperarse, para
un sistema determinado de pozos multiples, cuando el
numero de fronteras a presion constante aumenta, el indice
de productividad se incrementa.

Las referencias anteriores consideran yacimientos
homogéneos y la mayoria que la formaciéon es isotrépica.
El propdsito de este trabajo es obtener un modelo analitico
qgue simule el comportamiento de la produccién de pozos
multiples, en yacimientos rectangulares heterogéneos-
anisotrépicos, con una sola porosidad constante, para
petréleo negro bajosaturado.

Este trabajo presenta una solucidn analitica para
pronosticar el comportamiento de la produccién de pozos
multiples para el caso de un yacimiento rectangular cerrado
en dos dimensiones (x,y), donde los pozos comienzan a
producir a diferentes tiempos en que se tienen diferentes
presiones constantes de fondo del pozo. En el yacimiento

se presenta una distribucion de permeabilidades en la
direccidn x, y una permeabilidad constante en la direccion
y, es decir, un yacimiento heterogéneo y anisotrdpico.
Este desarrollo permite determinar la posiciéon dptima de
varios pozos, produciendo a diferentes tiempos, presiones
y dafios; el yacimiento presenta fronteras cerradas al
flujo; la posicion éptima considerada corresponde a
la maximizacion de la produccién acumulada, aunque
también puede usarse para optimizar el nUmero de pozos.
Las soluciones analiticas fueron programadas con el
lenguaje de programacién Fortran.

Planteamiento y solucion analitica

Los pozos se representaron por medio de una linea fuente,
arbitrariamente situados en el dominio del yacimiento; el
dafio de cada pozo se considera en el desarrollo de este
articulo. La solucién se obtuvo a través de la combinacién
de los métodos de la transformada de Laplace, separacién
de variables, funciones de Green y polinomios de Legendre.

La geometria del yacimiento rectangular y las condiciones
de frontera cerradas al flujo son iguales a las consideradas
con Rodriguez et al. (1993) y Camacho et al. (1994),
Figura 1.
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Figura1. Sistema yacimiento-pozos.
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El desarrollo y solucidn es similar al planteado por Camacho et. al. (1994), pero se considera un tipo de heterogeneidad en la
permeabilidad horizontal, implicando anisotropia.

Se utilizaron las variables adimensionales siguientes:

Presién adimensional

P, —P\X, )1
po(xonyunlu):#
p} _)Un'r(gf

Gasto adimensional

MY, (1)B
141.2kh(p, - p, ;)

ypy (II)) =

Tiempo adimensional

0.006329kt
I, = = 4
puc,A
Coordenadas adimensionales
X
Xp =
X
Y
Yp=—
Vi
donde:
Xp=Vg

El yacimiento es un paralelepipedo rectangular 2x1, donde la permeabilidad en la direccidn horizontal x, varia con respectoala
posicion, siendo mayor en el centro del rectangulo y constante en la direccion y. La distribucién de permeabilidad adimensional

en la direccién x se obtiene usando la siguiente ecuacién:
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La permeabilidad de referencia, k=k., es la permeabilidad
maxima en la direccidn x, k, ., que esta ubicada sobre el
eje del anticlinal, que se encuentra en x=0.

Desde luego se podria usar cualquier otra distribucién de
permeabilidad en la direccién x, pero el uso de la ecuacion
anterior permite usar los polinomios de Legendre como
funciones caracteristicas del problema. Aunque este tipo de
heterogeneidad es especifica, permiteilustrar laimportancia

de determinar la heterogeneidad y anisotropia presente en
el yacimiento para el apropiado desarrollo de éste.

Esta situacién es similar a la que se puede presentar en
un anticlinal, con la permeabilidad maxima en el eje del
anticlinal, en el centro del yacimiento (x=0). Desde luego en
este trabajo se considera una proyeccion del anticlinal en un
plano horizontal, ya que no incluye la coordenada vertical,
Figura 2.

gje del pliegu® plano

psiad

Figura 2. Anticlinal.

La ecuacion diferencial parcial que satisface el problema de flujo en yacimiento heterogéneo y anisotrépico, esta dada por:

kx 8251_)
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Teniendo la funcién de Green (ver Apéndice A),

G(EmX,.Y,)=

2n + 1 P,(Xp)coshu, (1 —

+27rza“,m5(x0 ~Xpis Vo _yDj) =5Pp

Y5)

J=1

e

0 < n<Y,

n
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Ants n(n+1)+s
fn = Jn =J Fe

Donde P,(x) son los polinomios de Legendre

Teniendo G, se puede encontrar E(XD,YD)

11
F:: IJG(";3U;XDDYD)ZEZ(?\Fﬂjé(XD _XQ; Ly)d d
0-1 J=1

W

=—2EZG(XD‘,-,YQ-;XD:YD) qﬂﬂ:’ ’
j=1

Para un yacimiento produciendo de multiples pozos, con dafio y a presién constante, la presidon adimensional en la posicién
del pozo i esta dada por:

Po( X Yputpy) = Pop =S (tp) 3 1=12.3,nw

donde S; es el dafio mecanico del pozo i, P, es la presién adimensional del pozo i, g..; es el gasto de produccion adimensional

del pozo i, y nw es el nimero de pozos. En el espacio de Laplace:
P(X,.1,)=L2_57
n( D> p) T i4wpi

Tomando en cuenta el planteamiento mostrado por Camacho et al. (1994), para pozos que producen a diferentes tiempos

se tiene:

P(X,.1,)= 27:26()(0}, Yy XY, e

Llegando a la solucién:
_ ] — i+ M st st :
(;“,DF.:—%Z(—I) |f| {P (X1 D;)(l e J)+;?“DI€ "}, J=1...nw

J=1

Donde M es el menor de F;, de la matriz F, de orden nw, teniendo elementos F; y | F'| y es el determinante de F.

La aproximacion de la funcidn de Green a tiempos grandes esta dada por:

lm G (X i X Vy39) = === (X T X, 7, )

s—0 Y
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Donde:

= - 171 1 -
ﬁ(XDir YDi;XDjr Yﬂj) = ﬁ(XDir YDE;XDjr YD;’) + E [§ + E(Ygﬁ + ng) o Y]
n

Para los rangos de:

}7=YDJ'. Sl

0<Y, <Y,

Y, <Y,,<l

La aproximacidn de la funcién B(xp:;, Yoi,; Xoj, Vo) que aparece en las funciones de Green a tiempos grandes se presenta en el

Apéndice B.

Resultados

En la Tabla 1 se muestran los datos de entrada a la solucion analitica, considerados, para estudiar el comportamiento de

produccion de pozos multiples.

Datos de entrada

Dimensiones del yacimiento en x ., ft 14000
Dimensiones del yacimientoen y ., ft 7000
Radio del pozo, ft 0.25
Presion Inicial, psi 3000
Porosidad, fraccion 0.15
Permeabilidad maxima, en la direccion x, md 100
Permeabilidad en la direccion y, md 34
Espesor del yacimiento, ft 100
Compresibilidad del petroleo, psi™ 0.00002
Factor de volumen de formacion 1.558
Viscosidad del petréleo, cp 0.5364

Tabla 1. Datos de entrada para el modelo analitico.

Como ya se menciond anteriormente, los pozos inician a
producir a diferentes tiempos, permitiendo la existencia de
una interferencia entre pozos al tiempo en que pozos nuevos
entran a producir, esto se ve reflejado en la produccién de
petrdleo, y desde luego va a depender de la posicion donde
se ubiquen los pozos viejos y nuevos. La solucion analitica
anterior nos permite predecir el comportamiento de los
pozos productores, para un mejor desarrollo del campo,
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buscando disminuir la interferencia de pozos y aumentar la
maxima recuperacion de hidrocarburos.

La validacion de la solucién analitica se realizd6 mediante la
comparacion de los resultados con el simulador numérico
Eclipse. El simulador numérico de yacimientos tiene un
modelo de pozo, donde el término Twi es el factor de
transmisibilidad de cada conexiéon del pozo con la malla
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de simulacién, que representa el modelo de yacimiento,
y depende de la geometria, propiedades de la celda y las
caracteristicas del pozo, como lo es el radio del pozo y el
dafio que tiene la conexion.

El primer ejemplo considera una variacion de Ia
permeabilidad en la direccion x de [0:100 md], y la
permeabilidad en la direccién y, es un promedio armdnico
de estas permeabilidades en la direccidn x, es decir 34 md.
La distribucion de permeabilidad en la direccidn x, permite

tener un medio heterogéneo-anisotrdpico. En la Figura 3 se
muestra la distribucion de permeabilidades en la direccion
X, y la posicion de los tres pozos considerados en este caso,
Tabla 2. Considerando este medio, los primeros dos pozos
entran al tiempo 0y otro pozo entra a produccion al tiempo
200 dias, se utilizé una N=20 en la sumatoria, (ver Apéndice
B) de la solucion analitica, lo que hace que converja la
solucién, como se muestra en la Figura 4, mostrandose que
la soluciéon analitica se aproxima a la solucién numérica, lo
gue permite validar la solucidn analitica.

Posicion (ft)
Tiempo entrada| Tiempo operacion
= y Dafio | Pus(psl) | ™ yiaqy (dias)
Pozo 1 -1000 6000 0 1500 0 500
Pozo 2 6000 3000 2 1800 0 500
Pozo 3 -800 5400 1 1000 200 500

Tabla 2. Datos de entrada para tres pozos productores.

Figura 3. Mapa de distribucion de permeabilidades [0: 700 md] en la direccion x, del medio heterogéneo-anisotrépico.
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Produccién de Pozos
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Figura 4. Grafica del medio heterogéneo-anisotropico, tres pozos produciendo, a diferentes tiempos, N=20, comparando el
modelo analitico con el simulador numérico.

Se realizd6 y compard la evaluacién econdmica para tres
tipos medios porosos, medio homogéneo-isotrdpico,
medio homogéneo-anisotropico y medio heterogéneo-
anisotrdpico, con tres pozos produciendo durante 500 dias,

Medio Homogéneo-sotropico

Pozo 1 b 3

N, (MMbls)
Antes de impuestos @2018

Pozo 1

| 1 |

Medio Homogéneo-Anisotropico

Antes de impuestos @2018

considerando las premisas que maneja PEMEX, utilizando
los datos antes de impuestos y después de impuestos, como
se muestra en la Tabla 3.

Medio Heterogéneo-Anisotropico

Pozo 1

2

Antes de impuestos @2018

2 3
o | 155

VPN (MM pesos) | 414.70 | 1108.88 | 13471 || VPN (MMpesos} | 930.02 627.74 VPN (MM pesos) | 824.04
VPI{MMpesos) | 244.38 | 244.38 | 24438 || VPI(MMpesos) | 244.38 | 24438 | 24438 || VP! (MM pesos) 24438 | 24438 | 24438
VPNNVPI (pesolpeso)] 170 | 454 | 055 [[VPNNPI{pesolpeso}| 3.81 032 257 || VPNNVPI (pesolpeso)| 337 0.22 218

TIR (%) 152,50% | 190.96% | 41.75% TIR (%) 371.19% 169.68% TIR (%) 318.88%
Después de impuestos @ 2018 Después de impuestos @ 2018
VPN (MM pesos) | 9953 | 26643 | 3233 || VPN (MMpesos) | 223.20 | 1871 | 15086 || VPN (MM pesos)
VPI{MM pesos) | 24438 | 24438 | 24438 || VPI(MMpesos) | 24438 | 24438 | 24438 || VPI(MMpesos) | 24438 | 24438 | 24438
VPNVPI (pesolpeso)| 041 | 1.09 | 043 | VPNAVPI{pesolpeso)| 001 | 0.08 062 || VPNPI (pesolpesc)| 081 0.05 0.52
TIR (%) 27.01% | 23.67% |-38.72% TIR (%) 17.35% | 6355% | 549% | TIR (%) 754% | 61.94% | 12.10%

Tabla 3. Evaluacion economica.

En el medio homogéneo-anisotrdpico se observa que el pozo
1y el pozo 3 son los mas rentables, debido a que se ubican
en las mejores zonas del yacimiento, en donde hay buena
calidad de la roca, lo que no tiene el pozo 2. Comparando
el medio homogéneo-isotrépico contra los medios

VOL. 59 No. 2, MARZO-ABRIL 2019 - ISSN 0185-3899

homogéneo-anisotrépico y heterogéneo-anisotrépico, se
observa que existe una gran diferencia en la rentabilidad y
estimacion de reservas en el medio homogéneo-isotrépico
comparado con los demas medios, Figura 5.
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Después de impuestos @ 2018
2.00

VPNIVPI {pesolpeso)
p=
(-]

0.00
0 1 s 3 4
Pozo

=a-Medio Homogéneo-lsotrépico Medio Homogéneo-Anisotrépico =a-Medio Heterogéneo-Anisotropico

Figura 5. Comparacion de la eficiencia de inversion de los tres medios porosos. Medio Homogéneo-Isotropico (k.= ky=34 md),
Medio Homogéneo-Anisotrépico (k=34 md; k,=50 md) y Medio Heterogéneo-Anisotropico (k=34 md; k,= [0:100 md]).

Un segundo ejemplo, considera una variaciéon de Ia permite tener un medio heterogéneo-anisotrépico, Figura 6.

permeabilidad en la direccion x de [0:100 md], y la Hay tres pozos productores, donde los dos primeros pozos
permeabilidad en la direccién y, es un promedio armdnico entran a producir al tiempo cero y el tercer pozo entra a
de estas permeabilidades en la direccion x, es decir 34 md. producir al tiempo 300 dias, Tabla 4.

La distribucién de permeabilidad en la direccién x, nos

Figura 6. Mapa de distribucion de permeabilidades [0: 700 md] en la direccion x, del medio heterogéneo-anisotropico.
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Posicion (ft)

X Y Dafio | Pwf(psi)| Tiempo entrada (dias) | Tiempo operacion (dias)
Pozo1 | 4500 | 2000 1 1300 0 500
Pozo2 | 50 5000 0 1500 0 500
Pozo3 | 6500 | 3000 1 2000 300 500

Tabla 4. Datos de entrada para tres pozos productores.

En la Figura 7 se muestra que el pozo 2 tiene una mejor
produccion de petréleo en comparacion con los pozos 1y 3,
esto se debe a que el pozo 2 se encuentra en la mejor zona

del yacimiento en cuanto a las propiedades petrofisicas del
yacimiento, mientras que el pozo 3 se encuentra en la zona
del yacimiento de mala calidad de la roca.

Produccion de Pozos

10000
9000
8000
7000
6000
5000

Gasto (BPD)

4000
3000
2000

1000

0 100 200

—=Pozo1 Analitico Heterogéneo Anisotrépico -e—Pozo2 Analitico Heterogéneo Anisotrépico

L

e T .
300 400 500
Dias
+Pozo3 Analitico Heterogéneo Anisotrépico

-=-Pozo1 Eclipse Heterogeneo Anosotropico -=—Pozo2 Eclipse Heterogeneo Ancsotrépico  -=—Pozo3 Eclipse Heterogeneo Anosotrépico

Figura 7. Grafica del medio heterogéneo-anisotropico, tres pozos produciendo, a diferentes tiempos, N=20, comparando el
modelo analitico con el simulador numérico.

Conclusiones

La solucién analitica considera pozos iniciando a producir
a diferentes tiempos, considerando la presencia de danos
y presiones de fondo constantes, en un yacimiento de una
sola porosidad rectangular heterogéneo y anisotrépico.

Las sumas infinitas que estan presentes en la solucion, se
expresan en una forma condensada, como se muestra en
el Apéndice, considerando valores de N en la sumatorias
menores a 50 que converja la solucidn, esto permite reducir
el tiempo de cémputo, cuando se use esta solucién con un
algoritmo de optimizacidn para aumentar la rapidez en la
obtencion de la solucién 6ptima.
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La solucidén analitica se obtuvo a través de la combinacion
de los métodos de la transformada de Laplace, separacién
de variables, funciones de Green y polinomios de Legendre.

La produccién de petréleo dependera de donde se perforen
los pozos en el yacimiento, identificando las mejores
propiedades petrofisicas y de la caracterizacion dinamica del
yacimiento, evitando la interferencia entre pozos vecinos.

El dafo o estimulacién que tiene cada pozo afecta al
comportamiento de la produccion de todo el sistema de
pozos multiples del yacimiento.
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El impacto econémico al presentarse heterogeneidad y
anisotropia en el yacimiento permite ubicar los pozos en
las mejores zonas de éste, siendo los pozos 1 y 3 los mas
rentables. Comparando la eficiencia de inversién de los
tres medios, es mas probable que se presente en la vida
real el medio heterogéneo-anisotrépico, que los medios
homogéneo-isotrépico y homogéneo-anisotrdpico, ya que
estos Ultimos sobreestiman las reservas.

El acoplamiento del modelo analitico con un optimizador
permite determinar la posicidn y numero éptimo de pozos
de relleno, desde el punto de vista técnico-econdémico,
de manera mas agil que usar un simulador numérico, sin
los problemas de determinar el tamafio y orientacién de
celdas apropiadas.

Nomenclatura

A Area del yacimiento, f#*

G Funcion de Green

k. Permeabilidad en la direccién x, L?

IEX Distribuciéon de la permeabilidad adimensional

en la direccion x

k, Permeabilidad en la direccién y, L?
kyor Permeabilidad de referencia, L?
Apéndice A

(x.)

Xe

XeD

yeD

> o =

Numero de pozos

Presidn inicial, [psi]

Polinomios de Legendre

Presién adimensional del pozo j

Gasto de produccion del pozo j, [bpd]
Gasto de produccién adimensional del pozo j
Radio del pozo, [ft]

Parametro del espacio de Laplace

Factor de dafio del pozo j

Tiempo, horas, dias

Tiempo adimensional

Sistema de coordenadas, [ft]

Longitud del yacimiento en x, [ft]

Longitud adimensional del yacimiento en x
Longitud del yacimiento en y, [ft]

Longitud adimensional del yacimiento en y
Viscosidad del fluido, [cp]

Porosidad

Espesor, [ft]

Usando la ecuacidn diferencial parcial en el espacio de Laplace, e integrando por partes como se muestra en los apuntes de

matematicas aplicadas, Camacho-V. (2016), se obtiene:
[ GLp,do={ (M, +N,)-nds+|[ p,L*Gdo

Donde:

\

(k) (k) (k) (k) . ok
LxG=| =G| +{ 2G| | =G| | =G| =sG=—| =
PR R Uy B VP B VP B U

2 il

. (k. ) k. _
M=—GP2_ 5| 2G| +£5,6
ky o 7k, ke

k, .op,
N=—tGLo_p | 2 (;W +—5,G
'[(n;r' on krd' / ref’
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Se tiene:

ref

k. . p k. k. _
[0, +N,).onas = [{| =GLep,| =G| +—~p,G|i
¢ J A&, o k) ky

k 7D k k!
+ A(;(f\'ﬁ—ﬁ” LG | +—Lp,G |j-nds
kan on qu_f' " kre@"

. 0G % aG % 6G| & 6G| 0
7]'_ = z— = n— = z— =
on n=0 ¢ {=xep N N=YeD ¢ {=-xep
~ k ~ k
_ . _ . _ _
Con kr" _kref, k{ _krt’.’f’ y iD_YgD_]

La ecuacion diferencial adjunta es:

ol k. &G ek, &G .
- s q_ +— —q_‘— —S(J':(S(g_xn; ??_)"n)
o\ k,, o¢ | onl k. on

Usando separacion devariables, G =X (<) Y(7) , el problema homogéneo es:

k k
v 5 vy 5y vy -0
dg\ k., dn k,,

VOL. 59 No. 2, MARZO-ABRIL 2019 - ISSN 0185-3899 Ingenieria Petrolera | 121



Comportamiento de produccion de pozos multiples, en yacimientos de una porosidad rectangulares heterogéneos y anisotropicos,

p.p. 109-127

Dividiendo por XY e igualando a una constante de separacion:

k. k
1d —< x __1ld 2yt es=-2
X d¢| k,, Ydn k.,

d k. B
g —Lk—-x ]+X()L) 0

k
L 2y |y(—a-s)=0
dn km.

Si se consideran:

k;=1-02
donde -1<¢<1
k; =-2¢

Efectivamente:

a =4 =nn+1), n=0,12, .
(1-¢°)X"-20X +a, X =0

La solucidn esta dada por:

x,()=CF,(£)+C0,(<)

Donde P, seran Polinomios de grado “n”, llamados Polinomios de Legendre, O, son Funciones de Legendre de segunda clase,

Qn(@f):fi(.f)j(l_gg)—']f@)
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Con G"=n(n+]), n=012, ..

A, =rf(.ﬁ'+])=ar

1 e(-) (2n-2k) "2k
n‘§§ k! (n—2k)! (n—k)!g

, n par

n
2

m=

n—1 .

— , nimpar

po(é'):]; P (§)=§; P, (é’):l(—]+3§2)

2

Apéndice B

Siguiendo un procedimiento similar al mostrado en las referencias [2] y [3], la aproximacién de la funcién 8(xu; Yy, Xo;, yDj)
que aparece en las funciones de Green a tiempos grandes es como sigue:

Para 0 < yp;<yoi:

U= Ypi-Vpj
V= Ypi-Vpj
0= cos™ xp;

o= cos' xp;

[cosh{ H(HH)YU}}Gmh{ n(n+])}—smh[ M}’mﬂ*
k, k, K,

I " ri v
[e = «FJ

cosh ”(n + ]) Y,{)J P" (X”)") _ 'JE l ‘ 1 w
k, J n(n+1) k, 7 \ senfseng n
k,
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2 R—'
k_ €os’
+ JT 4 ! 4w In !
k, =« sen(@)sen(p)
1-2| —— |cos(@+ @)+ ql“
eV e o
w )
B k
.vei:‘[8+mj+senh2 u
2 2
. (wyy, +uu,) n
u
_ k
sen’ [9—({)] +senh’ \(:
2 2
sen(8+ ) sen(p—86)
+ 2 TUN | o ctan erﬁ M | arctan 787
|_cos(0+0) ]_cos((a 6)
el et
s A
sen(6 - o)
+ 5% | arctan L +w,v In l
cos(0 -p) o
R 12| L eos(o
o =2/, |cos(0+p)+ o
el eV
v
(0 BIRVLS
sen“( ;@Jhﬁenh“ JE .s'en(G‘lﬂl- qa)
+(w]v] Hil"j)]n \ ) +(w]u2 +uy,) arctan eﬁ )
v cos\t + @
1
_ k =
,s'en:(é G’J+,s'enrh: ! el
2 2
4
sen(p—6) sen(6—)
wa, oV uwy oV
 ——=| arctan t—L| arctan
2 l_cos(qo—ﬂ) 2 l_cos(é’—qo)
o o
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Por otro lado, para: yp; < yp; <1, se tiene:
W= Ypj- Vpi

I A
ﬁ(-“.’»;y»ﬂxﬁr’)’”f)_Z[ 2 J kr: JM

n=1
k

7

cosh "("”)rm coth| "D G ”("”)}'Dj cosh| 1D,y
k, * Kk, K, K,

k, 1| 1 1Y, 7| 1)
—J_" COS{[H+E]9—— COS[[??+—] ]}

k, :rﬂ sen(6)sen(p) n 2)7%

4

Jk_coszg 1 )
+X 7 4

v
k, 7 \sen(8)sen(0) i

1-2 L‘_ cos(6'+m)+%

22—

eV’ eV

W

M?r‘l

sen’ [8 ; q}] + senh’

+(11-'11=] | ”1”1)11‘1
4

=

sen” [0 ; @ J I senh’ !
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