PROPUESTA DE PROYECTO DE ESTADISTICA: UN MODELO
DE REGRESION LINEAL SIMPLE PARA PRONOSTICAR LA
CONCENTRACION DE CO2 DEL VOLCAN MAUNA LOA

* CLAUDIO ALFREDO LOPEZ MIRANDA, CESAR AUGUSTO ROMERO RAMOS

RESUMEN

Este trabajo aplica un modelo predictivo de regresién
lineal para analizar la contaminacién atmosférica
de dioxido de carbono (CO2) producida por el volcdn
Mauna Loa de Hawdi. Los datos fueron extraidos de un
repositorio de internet que contiene multiples casos de
geologia, climatologia, fisica, etcétera. El modelo se
utilizé para predecir la tendencia de emisiones de CO»
con respecto al tiempo; se estimdé la contaminacion
promedio de dicha tendencia, la cual descubrimos ha
crecido aproximadamente 0.1 partes por millén por

mes; asi comotambién se obtuvieron los intervalos de
prediccion para una emision puntual que existié en
un momento determinado. Se recomienda el trabajo
para estudiantes de ciencias exactas y naturales, como
prototipo de articulo de investigacién donde se aplique
especificamente el modelo de regresion lineal simple;
aunque la estructura también puede servir en otras dreas
donde se enserien los modelos de regresion.
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MOTIVACION Y JUSTIFICACION

Las carreras de Ciencias Exactas y Naturales, como las
licenciaturas en Matemadticas, Fisica, Geologia y Ciencias
Computacionales, tienen una orientacion fuerte hacia la
investigacion tedrica y aplicada, por lo que es deseable
que sus estudiantes comiencen a desarrollar su capacidad
investigadora desde el inicio de la carrera, por ejemplo,
elaborando un proyecto de estadistica al final de un curso,
en la forma de un articulo de revista. Se sugiere usar datos
reales de algin experimento observacional, pruebas
de laboratorio, o de algun repositorio en internet. Se
recomienda que tanto el tema como la “recoleccion” de
datos se deje al criterio del estudiante, asi habrd mayor
entusiasmo y profundidad en la investigacion.

Generalmente el modelo de Regresion Lineal (RL)
se estudia en los cursos hasta el final del semestre, por
lo que un proyecto de RL serviria como estudio integral
de la mayoria de los temas ya que incluiria gran parte
de las técnicas de estadistica, tanto descriptiva como de
estadistica inferencial.

La estructura de este trabajo esta planeada como guia
para el estudiante en la elaboracién de un articulo, o como
ejemplo para exponerse en clase. El trabajo va dirigido
a estudiantes de Ciencias Exactas y Naturales, aunque la
estructura general puede utilizarse en otras areas como
Ingenieria Quimica, Biologia, Ciencias Sociales, Nutricidn, o
practicamente cualquier area donde se curse la materia de
estadistica y se estudie la parte descriptiva y de inferencia
de los modelos de regresién lineal simple.

INTRODUCCION

El Mauna Loa (“Montana Grande”) es uno de los cinco
volcanes que forman la Isla de Hawai en el Océano Pacifico
(Figura 1). Histéricamente es considerado el volcan mas
grande sobre la tierra, tanto en masa como en volumen; es
un volcan activo de 75,000 km?de volumen. Tiene 700,000
anos haciendo erupciones, y debi6 salir sobre el nivel del
mar hace 400,000 afos. En este trabajo analizaremos las
mediciones de gas invernadero monitoreadas a lo largo
del tiempo, desde 1965 hasta 1980, con el fin de estimar la
tendencia de emisiones de CO,. Cabe mencionar que nos
limitamos a investigar sélo el crecimiento de emisiones (la
tendencia) con respecto al tiempo, y no en el contexto de
prondsticos para series de tiempo.

Figura 1. Rios de lava sobre el Mauna Loa.
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El objetivo de este trabajo es presentar un articulo que
contemple algunos de los pasos que deben considerarse a
la hora de aplicar un modelo de regresién lineal simple, lo
cual se ejemplifica mediante la deduccion de un modelo
lineal para pronosticar la concentracion de CO, del volcan
Mauna Loa. Los métodos estadisticos aqui presentados
tienen un nivel de dificultad de acuerdo al programa de un
primer curso de estadistica, por lo que algunos aspectos
de la teoria de regresion lineal no son contemplados de
manera exhaustiva, como por ejemplo el analisis residual
o el de varianza. Es comuUn que a la hora de intentar
aplicar un modelo de regresion lineal simple, el estudiante
o investigador novato se limite a usar un paquete de
cOmputo para obtener una estimacion de los pardmetros
del modelo, a interpretarlos, a graficar los puntos junto
con la recta de regresion, y a usar el modelo resultante
para pronosticar valores de la variable de respuesta,
todo ello sin validar en momento alguno si el modelo es
correcto o no. Por lo tanto, para que la aplicacién resulte
lo mas realista y completa posible, se debe por un lado,
de verificar primeramente si los supuestos del modelo son
vélidos antes de proceder a obtener el modelo mismo; y
por otro lado, una vez verificados los supuestos, se debe de
explotar lagama de herramientas estadisticas para estudiar
la precision de las estimaciones, incluir por lo menos un
analisis parcial de varianza y de residuos, estudiar los
intervalos de confianza y de prediccion, asi como distintas
pruebas de hipoétesis.

En consecuencia, el trabajo estd presentado en el
siguiente orden. Primero explicamos el concepto de
regresion lineal; luego realizamos la exploracion gréfica
de los datos para detectar que el patrén lineal es factible.
Después verificamos mediante graficas y pruebas
formales los supuestos del modelo, a saber, la hipotesis
de homocedasticidad de la varianza y el supuesto de
normalidad de los residuos. Al concluir que los supuestos
se cumplen, se procede con la estimacién de parametros
del modelo 83 y ;1. Una vez que se tienen las estimaciones
,[?0 y ,[?1, es posible construir dicho modelo; sin embargo,
antes de usarlo para hacer prondsticos, se debe estudiar
la precision en la estimacion de los pardmetros de la recta
(en particular la pendiente) asi como validar mediante una
prueba si dicha pendiente es significativa. Si el modelo que
relaciona Yy X, resulta significativo, esto es, si estadisticos
como el coeficiente de determinacion R? explica en gran
medida la variabilidad en la respuesta (CO,), y el coeficiente
de correlacion R arroja una fuerte dependencia lineal entre
la variable regresora (tiempo) y la variable de respuesta
(CO,), entonces tendra sentido el analisis inferencial
que se realice, siempre y cuando la relacién entre X e ¥,
no sea solamente una correlacion espuria o de falta de
causalidad. Posterior a verificar lo anteriormente expuesto,
se computan los intervalos de confianza para la pendiente
de la recta f;, se calcula una estimacion puntual y los
intervalos de confianza para un valor promedio E (Y /x), de
la variable de respuesta, asi como una predicciéon puntual
y un intervalo de prediccion de Y. Finalmente se utiliza el
modelo como predictor-pronosticador.
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EL MODELO DE REGRESION LINEAL

Los modelos de RL simple o bivariada, se utilizan como
modelos de prediccidn o prondstico. El caso mas tipico es
cuando la variable predictora, regresora o independiente
X es una variable controlada (no aleatoria), mientras que la
variable de respuesta o dependiente Y resulta una variable
aleatoria que tiene una distribucion aproximadamente
normal para cada valor x de X, pero con varianza constante
o2 Dicha varianza se debe al error aleatorio en cada
medicién. Los modelos de RL surgieron desde 1889
cuando Francis Galton [1] los utilizd para pronosticar la
estatura de los hijos a través de la estatura de los padres.
El término “regresién” se usoé en principio para indicar que
ciertos fendmenos presentan continuamente mediciones
altas y bajas, pero que dichas mediciones eventualmente
“regresan” a un promedio desconocido pero esperado,
el cual depende del momento en que se mide x. Cuando
el promedio indica un desempefio pobre, entonces se
dice que hay una regresién a la mediania, tal como lo
uso6 Francis Galton [1] en su articulo pionero “Regression
towards mediocrity in hereditary stature”, donde establece
que hijos de padres altos no son tan altos como sus padres,
e hijos de padres bajos no son tan bajos como sus padres.

Por cuestiones didacticas en los cursos de estadistica
comunmente nos ensefian primero a estimar los
pardmetros S, y B; de la recta de regresién (1) sin
necesidad de verificar los supuestos del modelo (aunque
en una aplicacién real, el primer paso debe ser verificar
la homocedasticidad de la varianza y la normalidad de
los residuos). Dichos parametros se estiman mediante
el andlisis de una muestra apareada de valores (x, y) y
aplicando el criterio de minimos cuadrados:

Yy =Botpix +e€ (1

Donde 3 es la ordenada en el origen y f3; la pendiente
de la recta. El valor € representa un error de medicién o
ruido aleatorio, que de no existir, los valores y s quedarian
perfectamente sobre la recta. Es comun suponer que el
error € es una variable aleatoria con distribucion normal
de media cero y varianza constante 02 e independiente del
tiempo; asimismo, se supone que la variable de respuesta
Y estd distribuida normalmente también con varianza
02 para cada valor x. El supuesto de varianza constante
constituye la hipdtesis de homocedasticidad y se analizara
mas adelante.

Con la estimacion de los pardametros se obtiene la
ecuacion de la recta § = o +f;x ; donde J representa en
nuestro estudio la cantidad estimada de la concentracion
de CO, para un tiempo particular x. Al valor y se le conoce
en la literatura como el valor ajustado o simplemente
ajuste; mientras que, a la recta se le conoce como la
recta de ajuste o recta de regresion muestral. Asi, y
representara la concentraciéon observada real mientras
¥y sera la concentracion ajustada o pronosticada; a la
diferencia entre ellas se le conoce como el residuo o
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error de estimacion, denotado por (y — ¥). Los residuos
se representan graficamente como el segmento vertical
entre el punto correspondiente sobre la recta (x,9) y el
punto observado (x, y).

ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS

Primeramentesedebedeexplorarsiladistribuciéndelos
datos se aproxima a un patron lineal. Si el comportamiento
se aleja de una linea recta el modelo lineal se descarta.
En la figura 2 se ilustra el comportamiento de n = 192
mediciones de densidad de CO, en ppm en la atmdsfera
sobre Mauna Loa, desde enero de 1965 hasta diciembre
de 1980. Observe la tendencia de crecimiento promedio
lineal a grandes intervalos. El tiempo representa la variable
explicativa X en meses, mientras que la concentracién
de CO, representa la variable de respuesta Y en ppm. Los
datos se extrajeron del portal DataMarket.com usando la
siguiente liga http://datamarket.com/data/set/22v1/co2-
ppm-mauna-loa-1965-1980#!ds=22v1&display=line; una
vez en el portal hacer clic sobre la pestana exportar para
extraer la serie de tiempo en el formato deseado (Excel por
ejemplo).

Aunque no se muestran todos los detalles, se puede
observar que la concentracion de CO, se mantiene a
la alza por un periodo de 5 a 6 meses, para después
tener un periodo de tiempo similar a la baja. Esta forma
pseudosinusoidal que adquiere la concentracién de CO, es
muy similar al comportamiento oscilatorio de muchos de
los fendmenos de naturaleza geoldgica.
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Figura 2. Concentracion de CO, sobre el Mauna Loa
respecto al tiempo.

ANALISIS DE HOMOCEDASTICIDAD
DE LA VARIANZA

La homocedasticidad de la varianza se verifica primero
de manera visual mediante una grafica de puntos entre los
valores predichos y los residuos, ambos estandarizados o
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tipificados (Figura 3). Si la varianza es constante la grafica
no debe mostrar ningun patrén entre los residuos, como
argumenta Lattin [2, p. 59]; por el contrario, si existe
heterogeneidad en la varianza (i.e. la varianza depende del
valor observado), la grafica puede mostrar anchos distintos
en la variabilidad, tipicamente una grafica en forma de
embudo, sea hacia la izquierda, a la derecha o al centro.
Observe en la figura 3 que no hay un patrén bien marcado
de cambios, por lo que en apariencia el ancho o variacién
se aprecia muy similar [3, p.65].
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Figura 3. Distribucion residual en funcién de los valores
predichos, ambos estandarizados.

Sin  embargo, para una prueba formal de
homocedasticidad se debe aplicar un método estadistico
formal, el cual consiste en probar si existe una correlacién
entre los residuos (en valor absoluto ya que de otra forma
la correlacion es cero) y el valor predicho no estandarizado.
En este caso se obtuvo el coeficiente de correlacion de
Pearson igual a 0.025 con un p-valor de 0.731 para una
prueba bilateral, con lo que se confirma que no hay ningin
tipo de relacién entre los residuos y los valores predichos,
lo que da pie para asumir que a2 no debe variar entre un
punto y otro. Esta prueba se realizé con SPSS en el menu
analizar/correlaciones/bivariadas y seleccionado las dos
variables involucradas, para un manual de estas pruebas
de SPSS [4] ver el de C. Pérez.

ANALISIS RESIDUAL

Para mostrar que los residuos tienen una distribucién
aproximadamente normal con media cero y varianza g2, es
comun emplear un histograma de la distribucion o bien
una grafica de probabilidad P-P (Figura 4). Observamos
que los datos se dispersan con pequefas desviaciones
alrededor del patrén lineal esperado para una distribucion
normal. Pensamos que las desviaciones fluctuantes se
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deben a la oscilacidn de la serie de tiempo y algunos picos
en la concentracion de CO,.
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Figura 4. Gréfica de probabilidad normal P-P de residuos
estandarizados.

No obstante, si deseamos ser mds rigurosos podemos
recurrir a procedimientos analiticos, como la prueba
Kolmogorov-Smirnov para la normalidad. La tabla 1 muestra
los resultados de dicha prueba obtenidos mediante
SPSS (en el menu analizar/pruebas no paramétricas/una
muestra), donde observamos un p-valor de 0.182, por lo
que a un nivel de significancia bilateral menor al 18.2% no
se rechaza la hipotesis de normalidad.

Tabla 1. Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra
de residuos no estandarizados.

Residuos no
estandarizados

Media .0000000
'tjl,sisc"aiadé” 202109430
Absoluta .079
Positiva .056
Negativa -.079

Sig. asintética (bilateral) .182

ESTIMACION DE PARAMETROS

De las secciones previas deducimos que el modelo
lineal es factible, por lo que se procede a estimar los
pardmetros. Para una cantidad grande de datos la
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estimacion de los parametros se realiza mediante un
paquete de computo estadistico, por ejemplo, Excel,
SPSS, R, Matlab, o Calc de Open Office, los cuales realizan
el proceso automaticamente. La ecuacion estimada de la
recta resulto:

y=0.10095x + 318.82 2)

Lo anterior nos dice que al inicio de las mediciones
(tiempo x = 0) la densidad de CO, se estima alrededor de
Bo = 318.82 ppm; mientras que fa pendiente positiva de
la recta nos indica que la concentracién estuvo creciendo
aproximadamente (estimacion) a ﬁl = 0.1 ppm por mes.
No esperamos que la concentraciéon siempre suba 0.1
ppm cada mes, en ocasiones estara por debajo de su valor
esperado debido a la oscilacion. Lo que estamos estimando
con esta RL es la tendencia, la cual tiene sentido a grandes
intervalos de tiempo. Dicho de otra forma, vemos que la
serie de datos oscila alrededor de una media; y lo que la
regresion lineal nos dice es cdmo crece esta media.

La estimacién de los parametros del modelo de
regresion y de otros valores de interés, se realiza a través
de un conjunto tipico de estadisticas, las cuales se resumen
a continuacion para referencias posteriores, entre ellas
estdn X = 95.5; y = 328.464, la suma de los cuadrados
(S, yS,)ylasuma de productos Sxy:

Zch = 6,082,256; S, = 589,808; 5, = 679.191;5,,, = 59,540.86 (3)

Donde:
Sw= ) =08, = ) 0Dy 5, =) =D -7) @
Para  propdsitos didacticos, a  continuacién

mostraremos las férmulas para obtener las cantidades de
interés. Estas férmulas se pueden consultar en cualquier
libro de estadistica como el de Devore [5, p.456] o el de
Draper [3, pp. 23-33].

Comenzamos calculando f, que representa la
pendiente estimada de la recta, es decir, larazén de cambio
mensual de CO,;y 3, su ordenada en el origen que estima
la concentracién inicial de CO,;

By = ‘;ﬂ =0.10095; B, =y — p,Xx = 3188233  (5)
XX

Con estos valores se obtiene la ecuacion de la
recta y = Bo+p1x. Asi, y representara la concentracion
observada real mientras y sera la concentracion ajustada o
pronosticada; recordando que a la diferencia entre ellas se
le conoce como el residuo o error de estimacién, denotado
por(y — 9), el cual es muy importante ya que se utiliza para
estimar el error de estimacion y para el analisis residual
anterior. Elevando al cuadrado los residuos y suméandolos
obtenemos la suma de cuadrados del error (SCE), tal que
SCE =777.9412. Con esta SCE se obtiene §2en (6), que
representa una estimaciéon de la varianza del “error de
estimacion” y que se denota por s2:
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Z z SCE 4.106321
=8 =—=4,
n_2 (6)

Nota: Cuando se utiliza un paquete de coémputo,
debemos especificar si la constante 3, tiene significado
practico, ya que de ello depende con que férmula se
estima el parametro ;. Se recomienda tener cuidado con
su eleccién, nosotros supusimos 3, # 0.

COEFICIENTE DE DETERMINACION

El coeficiente de determinacion R? es utilizado para
medir que tanta variacion de la concentracion de CO, es
explicada por el modelo de regresion, es decir que tanto
de la variacion se atribuye al crecimiento lineal (y no al
error aleatorio en cada medicién, ya que dicho error hace
que varie por si misma la concentracién). Para calcular R?
definimos la suma total de los cuadrados de ¥ como:

- Z(y —§)?2=6791191,  (7)

y obtenemos (tal como lo utiliza Devore [5, p. 463]),

ge = SCE SO egsaas. (g
- STC B STC

Se observa en (8) que el numerador representa la
diferencia entre la desviacion total y la desviacién del
error, por lo que en realidad este numerador representa la
desviacién atribuida a la regresion, lo que nos indica que
el 88.54% de la variacion encontrada en la concentracién
de CO, es explicada por el modelo de regresion.
Esto se corrobora con el coeficiente de correlacion
7= \/ﬁ = 0.94098, que mide el grado de dependencia
lineal entre el tiempo X y la concentracién de CO, Y. Vemos
una dependencia lineal positiva muy fuerte al quedar r
préximo a uno.

STC = S,,,

ANALISIS DE LA PENDIENTE ESTIMADA

Una vez analizada la variabilidad y dependencia
lineal, asi como la estimacién de la pendiente de la recta,
es necesario discutir la precisién de f; como estimacion
puntual de dicha pendiente y dar un intervalo de
confianza. Recordemos que f(3; es una variable aleatoria
ya que depende de la muestra. Por lo tanto, ademas de la
estimacion puntual es necesario estimar su variabilidad
esperada Op , asi como un intervalo de confianza para
inferir el rango de valores en el que se espera la tasa
mensual de CO,.

La desviacion estdndar estimada Sg, y su coeficiente
de variacion CVz , ver Jay L. Devore [5, p.470] son:

S
sp, = = 0.002639,
ﬁl 'Sxx (9)
S ~0.002639

Vg, = x100 = 2.6%. (10)

B, 0.10095

De donde observamos una desviacién estandar y un
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coeficiente de variacién bastante pequeno, indicando que
la estimacion es de muy buena precision.

En cuanto a la distribucién de f; como variable
aleatoria, sabemos que B, es un estimador insesgado
(ie, E(By) = B, ) con distribucion normal; por lo tanto,
al tener una desviacion estandar desconocida, usamos
el estadistico 7 a continuacion (11), el cual tiene una

distribucién ¢ con n — 2 grados de libertad, esto se debe a
quen — 2es el divisor de s?en (6), y representa el nimero
de grados de libertad asociado con la estimacion (o la suma
de cuadrados del error). Como lo explica Devore [5, p. 461],
para obtener s2 primero se deben estimar los parametros
Bo y Bi, lo que hace que se pierdan 2 grados de libertad.
Para mas detalles ver las exposiciones de Devore [5, pp.
468-482], y Daper y Smith [3, pp.35-38].
rbh )
B
A partir de este estadistico el intervalo de confianza
para f3; es

1

Pt laj2n-2 - Sg,- (12

Sustituyendo valores obtenemos el intervalo bastante
angosto [0.0958, 0.1061], lo cual indica que estimamos a
B4 con precisién y buen nivel de confianza del 95%.

PRUEBA DE HIPOTESIS DE UTILIDAD DEL MODELO

Después de estudiar la precision en la estimacion,
haremos un analisis inferencial respecto a la pendiente j3;
a través de su valor estimado f,, lo que algunos conocen
como prueba de utilidad del modelo. Esta prueba consiste
en establecer como hipoétesis nula Hy:;, =0 y como
alternativa Hy: 8; # 0como lo explica Devore [5, p.474], en
otraspalabras,proponer; # 0demuestraquelapendiente
es significativa en el modelo, y por tanto, la variable
predictora X debe incluirse. Si Hy es cierta, el estadistico
de prueba de (11) resulta t —ﬁl/s 7, Con n=192 este
estadistico resultat = 38.25y el valor critico de la region
de rechazo estd dado por tt, /-2 = tZg 25 = £1.96.El
estadistico estd muy alejado del valor critico, por lo tanto,
con 95% de confianza rechazamos contundentemente
H, y concluimos que nuestro modelo de regresién tiene
pendiente significativamente distinta de cero, por lo que
se dice que el modelo lineal es util y adecuado. Aunque
en nuestro caso de estudio la relacién lineal es evidente
(Figura 2), esta prueba se debe realizar en muchas
aplicaciones para confirmar o rechazar la utilidad del
modelo lineal. Es importante mencionar que para fines

68 | EPISTEMUS

practicos el no rechazar H, quiere decir que la relacién
lineal serd significativa, aun cuando pudiera no existir
necesariamente una condicién de causalidad, como por
ejemplo cuando una variable oculta correlaciona a dos
variables entre si.

PRONOSTICO DE CONCENTRACION
PROMEDIO DE CO, Y VALORES Y

El analisis estadistico de las secciones anteriores nos
permite confirmar en primer lugar que el modelo lineal
es adecuado, que el modelo explica gran porcentaje de
la variabilidad de CO, y que ademas conocemos el error
de estimacion, por lo tanto, aplicaremos el modelo como
herramienta confiable de prondstico. Lo que haremos
es fijar un tiempo determinado x* y calcular el ajuste
9 = fo + pyx* el cual puede ser considerado como
una estimacién puntual de la concentracion promedio
esperada en ese momento, es decir E(Y /x*), 0 como una
prediccion individual y de la concentracion de CO, que
resultard de una observacion puntual en el tiempo x = x*
. Las dos afirmaciones anteriores se justifican mediante el
siguiente célculo:

E(Y/x*) =E(By + B1x" +€) =By + f1x* + E(€) = o + prx*, (13)

ya que se supone que el error aleatorio € tiene valor
esperado igual a cero, ademas de varianza constante o2
. Por lo tanto, una estimacion natural de E(y/x*) seria
E(Y/x ) = Bo + 1x* = P, que como se ve en el lado
derecho es en si misma es una estimacion de y. Entonces,
si tratamos a j como variable aleatoria (pues depende de
,80 y ﬁl), sabemos que hereda la distribucién normal (al ser
Bo Y By vv.aa. normales), de acuerdo a Devore [5, p. 469],
cuyo valor esperado es E(Y) = By + B1x*; por tanto es
un estimador insesgado de E(Y/x*), tal que su varianza
resulta, para los detalles ver el desarrollo presentado por
Devore [5, p. 478].
N L1, =%)?
v(t)=o¢ [n Y| (14)

_La raiz cuadrada de (14) arroja la desviacion estandar
deY, sin embargo, al sustituir g% por s?lo que obtendremos
es su estimacién denotada por S¢:

La desviacién estandar estimada Sy se utiliza para
construir los intervalos de confianza y de prediccion. Por
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ejemplo, el intervalo de confianza para el valor esperado
E(Y/x*) de la concentracién de CO, cuando ¥ = X" se
estima como lo presenta Devore [5, p. 479]:

5} + ta/Z,n—Z * Sy, (16)

el cual estd basado en el siguiente estadistico
presentado por Devore [5, p. 478] que tiene distribucién ¢
conn — 2grados de libertad:

Y—E(Y

rI=EM)
Sy

Por otra parte, para calcular un Intervalo de prediccién

para una observacion y futura de la concentracion de CO,
cuando x = x* tenemos la ecuacion:

y * ta/z,n—z - [s7+ S)g’, (18)

el cual estd basado en el siguiente estadistico que
también tiene una distribuciéon ¢ con n — 2 grados de
libertad, revisar Devore [5, p. 482]:

_YV =B +hix)

fsz +s¢

En la figura 4 aparecen los intervalos de confianza
para la concentracién promedio esperada y un valor
de prediccion y. Observe que el intervalo de confianza
para la concentracién promedio esperada es mucho mas
estrecho que el intervalo de confianza para la prediccion
de observaciones, ya que a medida que el valor x se acerca
al promedio de los datos () la desviacidon del estadistico
utilizado es menor (15).

(17)

T . (19)

345
340 E
335t ]
€ 330} ]
Q
[oR
Q 325 1
Recta de regresion
320 Intervalo de confianza
Intervalo de prediccién
315 *  Datos observados
310
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Figura 5. Comparacion de intervalos de confianza para
E(Y/x*)eintervalo de prediccién y.
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La figura 5 nos permite comparar el comportamiento
de los intervalos de confianza en los distintos tiempos x’s.
Vemos que a medida que el tiempo se aleja del centro,
ambos intervalos se expanden, siendo el intervalo de
confianza para el promedio mucho mas estrecho que el de
prediccion, tal como se dijo previamente. Las longitudes
minimas y méaximas de los intervalos de confianza y de
predicciéon resultaron respectivamente 0.5733, 1.1356,
7.9642 y 8.0243, las cuales se incluyeron en este analisis.

CONCLUSIONES

Este trabajo presentd una aplicacion de los modelos
de regresion lineal para estimar y pronosticar la tendencia
de la concentracién de CO2 emitida por el volcan Mauna
Loa con respecto al tiempo. Se mostré que la técnica de
regresion es Util y adecuada como modelo pronosticador.
Ademas, se presenté el error de estimacion y se analizd
el comportamiento de un intervalo de confianza para
la concentracion promedio de CO2 y de un valor
de prediccién en cualquier momento. El trabajo fue
presentado de manera didactica para estudiantes de
ciencias exactas y naturales, como prototipo de articulo
de investigacién donde se aplique el modelo de regresion
lineal simple, aunque también puede servir para orientar
a estudiantes de algunas 4reas donde se enseien tanto la
parte descriptiva como de inferencia de este modelo de
regresion.
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