ANALISIS DE LA BIFURCACION TAKENS-BOGDANOV EN EL
MODELO DEPREDADOR-PRESA CON DEFENSA DE GRUPO

* FRANCISCO ARMANDO CARRILLO NAVARRO, HORACIO LEYVA

RESUMEN

El modelo matematico poblacional de tipo Gause de dos
poblaciones interactuando una como depredador y la otra
como presa, existe desde 1935 y ha sido muy estudiado desde
diferentes puntos de vista desde los afios 70 del siglo XX hasta
nuestros dias. En este trabajo nos enfocamos en el andlisis de la
bifurcacion Takens-Bogdanov usando una generalizaciéon del
teorema original de dicha bifurcaciéon. Daremos criterios que nos
permitan determinar cuando el modelo depredador-presa tipo
Gause experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov.
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ABSTRACT

Although the Gause’s mathematical model to populations
of type predator-prey, there exists since 1935, it has been
studied from different points of view from the 70s of XX century
to nowadays. In this paper, we focus on the analysis of Takens-
Bogdanov bifurcation using a recent generalization of the original
theorem of this bifurcation. We give a criteria to determine when
the Gause’s mathematical model of predator-prey undergoes the
Takens-Bogdanov bifurcation.
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INTRODUCCION

El modelo depredador-presa tipo Gause, es un sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias que
incluye entre sus términos una funcién llamada defensa de
grupo. En dindmica de poblaciones defensa de grupo es un
término usado para describir el fenédmeno por el cual se
reduce la depredacién, o incluso impedirla por completo,
debido a la mayor capacidad de la presa para mejorar la
defensa o disfrazarse cuando el tamano del grupo no es
lo suficientemente grande. Un ejemplo de este fenomeno
fue descrito por Tener [1], el buey almizclero solitario
era atacado con mucho éxito por lobos, en cambio al
unirse en pequefos rebafios (2-6 animales) era atacado
con muy pocos éxitos y se observd que los ataques
del mismo depredador no tenian éxito si el rebafio era
suficientemente grande. Otro ejemplo descrito por Holmes
y Bethel [2], involucra ciertas poblaciones de insectos.
Aparentemente, grandes enjambres de insectos hacen
dificil la identificacién individual para sus depredadores.
Un tercer ejemplo fue observado por Dawidowics et al.
[3], algas filamentosas son a menudo calificadas como
no comestibles por el plancton herbivoro. Sin embargo,
experimentos muestran que Daphnia puede consumirlas
en baja concentracidn mientras que si las consume en
altas concentraciones éstas pueden obstruir su sistema de
filtracion. Para estudiar la interaccion entre depredador-
presa cuando la presa exhibe defensa de grupo, Freedman
y Wolkowicz [4], Mischaikow y Wolkowicz [5] y Wolkowicz
[6] proponen estudiar el siguiente modelo:

x =xg(x,K) — yp(x),
y =y(=d +q()).

Aqui, x e y son funciones del tiempo que representan
densidades poblacionales de la presa y el depredador.
Respectivamente K > 0 es la capacidad de carga de la
presa, es decir, es la cota maxima de densidad poblacional
que su medio ambiente puede soportar, d>0 es la tasa de
mortalidad del depredador. La funcién g(x, K) representa
la tasa de crecimiento especifico de la presa en ausencia de
depredador y satisface que:

9(0,K) > 0,9(K,K) = 0,9, (K,K) <0,9,(x,K) <0 y g,(x,K) > 0, para toda x > 0.

La funcién p(x) denota la funcién de respuesta
del depredador y supondremos que satisface que:
p(0)=0,p(x)>0 para x>0. La funcién q(x) representa la
tasa de conversion de presa a depredador, en el modelo
de Gause, q(x)=cp(x) , donde c es la tasa de conversién
de las presas en nuevos nacimientos de depredadores.
Existen en la literatura muchos ejemplos especificos
para estas funciones, en particular la funcién logistica
9(x,K) :r(l—lf(), es considerada un prototipo, donde
r es la tasa intrinseca o per capita de crecimiento de las
presas. Pondremos atencién especial en p(x), ya que
dependiendo del tipo de funcion que ésta sea, tendremos
también un cierto tipo de dindmica en el modelo.
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PRELIMINARES

En Carrillo et al. [7], se dio una generalizacién al
teorema de la bifurcacion Takens-Bogdanov, analizada
originalmente para el plano y con dos pardmetros. Esta
generalizacién se consiguié para R?, con m parametros.
A continuacidon presentamos de manera breve dicha
generalizacién.

Consideremos el sistema no lineal

x=F(x,p), (1)

donde , x € R", p € R™ con m22, y F € c"(R" x R™),
r = 2 con . Supongamos que existe (xo, ) € R" x R™, tal
que
(H1) F(xo,10) = 0,y
(H2) 6(DF (xo, o)) = {4 € C |4y, = 0,Re(;) # 0,para j =3,...,n},
considerando el caso no semisimple.

Definamos la matriz A = DF (x,, 1to) € R™". Entonces,
por la hipotesis (H2) se sigue que A es similar a

Jo O 0 1
= (0 ]1), donde J, = (0 0),

y J, €s una matriz no singular. Sean p1, p» € R"vectores
propios generalizados de A correspondientes al valor
propio A = 0:Ap; = 0y Ap, = p;.SeaP = (p,, p,, P,) donde
P, € R™(™2) contiene los vectores propios (generalizados)
de la matriz J,. De la teoria de Jordan, /] = P~AP. Entonces,
Si 7

41 T
P~ =| g4I |, entonces {quA - OT'
Q 014 =q;.

Esto es, q;, g, € R™ son los vectores propios izquierdos
generalizados de A correspondientes al valor propio 4 = 0.

vy Ly
Definicion.Dadov € R",v = < : )y LeR™T), L = ( : )

Vn n \L,

i=1

donde [, € R, definimos el producto-por v - L =
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Consideremos ahorala deformacion versal de la bifurcacion
Takens-Bogdanov genérica
Z; = 7,
Zy = By + Pazy + a1z + ay2,7 (2)
2 1 241 141 24142

donde z,,z, € Rya,a, # 0, con

= P1(Q2 -D F(xo'.uo))l’l'

=D (‘h D F(xo:ﬂo))Pl +p1 (‘b D2F (x,, .uo))Pz
Fmalmente estableceremos el teorema que generaliza
la bifurcacién Takens-Bogdanov. Para esto definimos los
siguientes m — vectores:
S = F;LT(xO!ﬂﬂ)qu
S, = {%[P{(‘h . DZF(XOr#o))Pz + pzT(qz . DZF(xml‘o))Pz] - Pf(qz . DZF(XOrﬂo))Pz}

2 T
F;;T(xo' Hod)qs — %Z . {qi . [F;lx(xO! Ho) — (Aoﬂ(xo'lio)) DZF(xo' ﬂo)]}Pt
i=

a;

+J‘Iz : gﬁ;xl(xmﬂo) - (AOEL(XOV#O))T DZF(xD,y0)>] P1s

donde Ay = PoJ; Qo
Teorema 1. Carrillo et al. [7], Theorem 1, p. 1002.
Dado el sistema no lineal (1) que satisface (H1) y (H2)
condiciones de no hiperbolicidad, y las condiciones
(H3) ¢, @, # 0, (no degeneracidad)

3)

(4)

(H4) S, y S, son linealmente independientes.
(transversalidad)
Entonces, la dindmica sobre la variedad central

del sistema (1) en x=x, y U= Uy es localmente
topoldgicamente equivalente a la deformacion versal de
la bifurcacion Takens-Bogdanov (2). Ademas, la relacion
entre los parametros es dada por B, = ST(u—po) Y
B, = ST (1 — po), donde S; y S, estan dadas por (4).

ANALISIS DE BIFURCACION

El modelo depredador-presa de Gause con funcion de
respuesta o defensa de grupo p(x) del tipo Holling, puede
ser escrito en la forma:
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= y(=d +cp(x)),
donde x y y denotan densidades poblacionales de presas
y depredadores respectivamente, r, K, d y ¢ son constantes
positivas. Entonces el campo vectorial de la ecuacién (5) lo
podemos definir como

rx (1 ——) yp(x)
y(=d +cp(0)

es decir, (x,y) € R*y y e R%.

Para depredadores y presas, una respuesta funcional
es la tasa de consumo de un depredador en funcion de la
densidad de depredadores. Por lo general se asocia con
la respuesta numérica, que es la tasa de reproduccién
de un depredador en funcién de la densidad de la
presa. Siguiendo Holling [8], las respuestas funcionales
fueron clasificadas originalmente en cuatro tipos, que se
denominan tipo de Holling |, I, il y IV (Tabla 1; Figura 1).

flx,y,u) = ;con w=(rK,d, o), (6)

Tabla 1. Funciones de respuesta del tipo Holling y sus
generalizaciones.

Tlp_o Definicion Forma generalizada
Holling

| p(x) = mx
[ p(x) = b"lxx
2 2
Il p(x) = Py p(x) = m (b > —2va)
v p(x) = —xz p(x) = m (b > -2va)
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A p(x)

II
III

IV

0 > X

Figura 1. Funciones de respuesta del tipo Holling.

Es el tipo de respuesta funcional Holling IV en su
forma generalizada donde o y m son constantes positivas
y b>—2+a (asi que ax?+bx+1>0 para toda x>0
y de aqui p(x) > 0 para toda x > 0) donde se exhibe el
fenémeno llamado defensa de grupo, ver Andrews [10].
Cabe aclarar que ahoraen (6), u = (r,K,d,c, m)T.

Kmc — 4d
dk '’
donde esta ultima igualdad estd bien definida si Kmc > 0

4
No es dificil verificar que si a = yb=

(es decir, se satisface la condicién previa b > —2+/a), asi

tenemos un Unico punto de equilibrio en el interior del

. 1 rcK .
primer cuadrante (xo,¥o) = (EK’H) , que satisface que
d

la matriz Df (xoy0) = (0 _?>, tiene un valor propio 4 =0

0 o0

de multiplicidad dos. Es inmediato que usando la matriz
11 ~n 1 2

P = (pyp2) =(0 _5) con p-1 =("1): <) , podemos

d 0

0 1
0 0) ’
Por otro lado tenemos que al calcular los coeficientes

az

comprobar que P~ Df(xq,y,)P =/, donde j:(

(3), de la parte no lineal de la deformacion versal (2)

. 2d2%r _ 2r(Kmc — 2d)
obtenemos: 4= 2= =gz 1 POr lo que

tya, = — @ Kme —2d) _;y usando (4) obtenemos:

c2K*m? .
0 2d%r
0 (Kmc — 2d)K
%rK _ 2d?

Si=| arka | Y 2=| Kmerzd g
4 c T
1rKd (Km;t;zd)c
4 m —_

(Kmc —2d)m

donde evidentemente S, y S,, son linealmente
independientes.

De tal manera que, para el campo vectorial (7) con

p(x) del tipo Holling IV generalizada, con p = (r,K,d,c,m)",
ToCoKo
4d,

tal que se cumplen las hipétesis (H1)-(H4) del Teorema

. 1
existe un punto (xo,yo ko) = (EKO, ,To, Ko, do, Cos mo) €ER* xR}
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1715Ko(domoc + mcody —

dmgce — doComyo)

1, donde pi=-3 e y
2d,? (rocomoK — rocomoKy + Komeody + Komocdy — dKgmoco — doKocomg)

P2 = (Komoco — 2dg)Kocomo ’

Con lo anterior, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 2. Considere el sistema (5) con p(x) del tipo
M, entonces
doK,

este sistema experimenta la bifurcacién Takens-Bogdanov
K
alrededor del punto de equilibrio (x,,y,) = ( Ko, r°4; 0) para

H=Ho.
En la siguiente seccidn, ilustraremos este Teorema con

un ejemplo particular.

4
Holling IV generalizada. Si a = wayb=
0

UN EJEMPLO DE APLICACION

Consideremos el sistema (5 con el campo
vectorial (6), donde tomamos los parametros:
7o = 0.6,K, = 0.9,d, = 0.25,¢co = 1,my = 0.5 asi
By = 0.135d — 0.03375¢ — 0.0675m + 0.03375
B2 = —1.666K + 2.5d — 0.625c — 1.25m + 2.125 , dejamos
libres los parametros K y ¢, los cuales harén las veces
de parametros de bifurcacion puesto que de ellos
dependen p; y B, Tomamos valores fijos para el resto
de los pardmetros r =d =m = 0.5 , mientras que las
constantes de la funcién p(x) son: a = 4938271604 y
b = —2.444444444. Cabe aclarar que la eleccion de los
valores numéricos anteriores para los parametros del
sistema, fueron elegidos sin considerar poblaciones de
depredadores y presas en particular, es decir, este ejemplo
es sélo un ejercicio para la aplicacion del Teorema 2. Sin
embargo, los valores numéricos considerados no estan
muy alejados de la realidad.

Si  tomamos los valores K =1.688888889 Y
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¢ = 2296296296, tenemos que el punto de equilibrio
(%0, Y0, o) s un foco inestable (Figura 2).

Ahora, si tomamos los valores K = 1.644444444 vy
c = 2414814815, tenemos que alrededor del punto de
equilibrio (%o, o, o) surge una érbita cerrada repulsora y
el punto de equilibrio pasa a ser un foco asintéticamente
estable (Figura 3).

Finalmente, si tomamos los valores K =1.618888889
y ¢ =2482962963, tenemos que el punto de equilibrio
(%0, Y0, o) es un foco asintéticamente estable (Figura 4).
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Figura 2 Foco
¢ = 2.296296296.

inestable para K = 1.688888889 y
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Figura 3 Orbita cerrada inestable y foco asintéticamente
estable para K = 1.644444444 y ¢ = 2.414814815.
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Figura4FocoasintéticamenteestableparaK = 1.618888889
yc = 2.482962963.

Lo que estamos apreciando con las tres simulaciones
anteriores es que de tener una dindmica con una
bifurcacionsilla-nodo, al pasar porlosvalores de bifurcacién
aproximadamente de K =16 y c =24, surge una
bifurcacion de Hopf, y siguiendo con la decrementacion
de estos parametros volvemos a obtener la bifurcacién
silla-nodo. Cabe aclarar que antes de obtener el foco
asintoticamente estable, se debe pasar por una dindmica
dada por una bifurcacién homoclinica.

La interpretacién bioldégica de estas simulaciones
donde se exhibe una bifurcacion de Hopf cuando
se satisfacen las hipdtesis del Teorema 2, es que al
perturbar adecuadamente los pardmetros naturales de
las poblaciones involucradas en el modelo de estudio, en
este caso K y c se puede conseguir que sin importar los
tamanos poblacionales iniciales, cada uno de estos tiende
a un valor tal que ambas poblaciones puedan coexistir
permanentemente, o se puede conseguir lo contrario,
es decir, que sin importar los tamafnos poblacionales
iniciales, eventualmente una o ambas de las poblaciones
se extinguira.

CONCLUSIONES

Hemos dado condiciones suficientes sobre el modelo
depredador-presa tipo Gause-Holling 1V, para que dicho
modelo experimente la bifurcacién Takens-Bogdanov o
doble cero, simplificando de manera notoria los analisis
de este tipo que se pueden encontrar en la literatura
dedicada a este problema hasta ahora. Esta simplificacién
se logra con el uso de la generalizacién del Teorema
de Takens-Bogdanov realizada en Carrillo et al. [7]. A
futuro se pretende realizar los analisis necesarios que

Francisco Armando Carrillo Navarro et al.: Andlisis de la Bifurcacion Takens-Bogdanov en ...

complementen el estudio del modelo depredador-presa
tipo Gause, con la funcién p(x) del tipo Holling I, Il y III.
Ademas, pretendemos extender los analisis de bifurcacion
a modelos poblacionales depredador-presa con mas de
dos poblaciones, como el estudiado por ejemplo en Llibre
y Xiao [9].
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