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MODELO NO LINEAL CON POTENCIAL SENO-GORDON
PARA UN CRISTAL FOTONICO UNIDIMENSIONAL
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Sepresentaun modeloparauncristal foténicounidimensional formado porunasucesién deplanos constituidos
por material no lineal, inmersos en un medio lineal. Se resuelve la ecuacién de Schrddinger introduciendo en el
hamiltoniano modelo del cristal un potencial no lineal tipo Seno-Gordon. Se obtiene analiticamente una version
generalizada, dependiente de la amplitud de la onda incidente, de la ecuacion trascendente que caracteriza al
modelo del cristal de Kronig-Penney, de donde se determina la estructura de las bandas de energia del cristal. El
modelo puede aplicarse a una version finita de un cristal foténico para un nimero limitado de capas alternadas
de material lineal y no lineal para el cual se han calculado la reflectancia como una funcién de la intensidad de
la onda electromagnética, el indice de la banda y el nimero de periodos. Es posible construir un sistema con
estas caracteristicas alternando capas muy delgadas de material de materia blanda no lineal con capas sélidas
mds gruesas, con el cual puede disefarse un dispositivo para controlar la propagacion de luz para intervalos de
longitudes de onda especificos e intensidades de la luz de la misma serial que se propaga.
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INTRODUCCION

Los cristales fotonicos (CFs) son materiales compuestos,
espacialmente periddicos, que pueden exhibir brechas
en la banda foténica (BF) para la propagacion de la luz, los
cualeshanllegadoaunestado madurodedesarrolloconsus
propiedades épticas bien conocidas y con muchas posibles
aplicaciones (1). La mayor parte de las investigaciones en
esta area se refieren a CFs cuyas caracteristicas estan fijas,
es decir, una vez que se han fabricado no hay posibilidad
de alterar su respuesta 6ptica. Sin embargo, una tendencia
reciente se refiere a CFs activos que por medio de alguin
agente externo pueden cambiarse sus propiedades 6pticas
de forma continua y reversiblemente. Esto podria dar
lugar a guias de ondas 6pticas sintonizables, interruptores,
limitadores y polarizadores, redes épticas reconfigurables,
e interconexiones electro-épticas en la microelectronica.
Podemos clasificar a los CFs sintonizables de acuerdo
a dos grandes categorias: para una de ellas, un agente
externo causa cambios estructurales sin alterar las
constantes dieléctricas de los materiales constituyentes;
en la otra categoria la configuracion del CF permanece
igual y es una propiedad material del CF la que es afectada
por el agente externo. Se ha realizado la sintonizacién
estructural por medio de tensién mecanica aplicada a
un opalo polimérico de esferas a escala nanométrica;
aplicando un campo eléctrico a un cristal foténico sobre
un sustrato piezoeléctrico; mediante la incorporacion de
diodos en una estructura 2D de alambres; y aplicando un
campo magnético a particulas magnéticas distribuidas
periddicamente (2). Por otro lado, la sintonizacién a
través de la alteracion de alguna propiedad del material
involucra la incorporacion de algun material ferroeléctrico
o ferromagnético en el CF para ser sintonizado por un
campo eléctrico o magnético externo, respectivamente
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(3). En particular, los cristales liquidos (CLs) son materiales
electro-6pticos bien establecidos que pueden sintonizarse
por medio de la presién, calor y el campo eléctrico o
magnético aplicado. Su incorporacién dentro de un
cristal foténico es de particular interés por la posibilidad
de sintonizar selectivamente brechas BF, como se revisé
recientemente (4).

La ecuacién Sine Gordon aparece en 1970 como una
forma de incluir efectos no lineales en las teorias fisicas y su
uso se extiende desde la teoria del campo relativista hasta
el estudio de la dindmica de las lineas de transmision. Su
interés se centra en la existencia de soluciones llamadas
solitones, cuyo nombre obedece a que son ondas que se
propagan sin dispersarse. Existen varias formas de obtener
la ecuacion y entre ellas se pueden mencionar desde
modelos de cadenas de osciladores hasta la postulacion de
una densidad lagrangiana adecuada, tal que por medio de
la formulacién lagrangiana es posible obtener la ecuacion
correspondiente. Esta es una labor altamente técnica que
se ubica al margen del proposito de este trabajo. Nuestro
objetivo se centra en modelar una estructura peridédica
capaz de intercalar dos materiales: uno cuya respuesta
a la perturbaciéon ondulatoria es lineal y otra de caracter
no lineal situada en sitios separados una distancia a. Este
es el papel que juega la funcidn seno y constituye una
generalizacion de otro modelo que hemos estudiado
anteriormente.

Los efectos no lineales son muy amplios, pero es
posible presentar un ejemplo que muestre la diferencia
entre la conducta lineal y la que no lo es. Si enviamos
un pulso luminoso a través de un material lineal, la luz
se propagara de forma que el pulso se va haciendo cada
vez mas ancho. En términos técnicos, se dice que es un
sintoma de conducta dispersiva. En cambio, en un medio
no lineal pueden aparecer varios efectos en el pulso que
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se propaga, Puede ser que el pulso se haga mds angosto, o
bien, que simplemente mantenga su forma.

ESTRUCTURA DE BANDAS EN EL MODELO
DE KRONIG-PENNEY LINEAL

ElmodelodeKronig-Penney (KP) esun modelo que describe
los estados de energia de un electrén perteneciente a un
cristal, para ello se supone que la estructura cristalina
configura un potencial periédico de cambios abruptos que,
si bien es hipotético, es de gran utilidad para los célculos.

El modelo KP es una aproximacién al comportamiento
real de los electrones en el cristal y toma en cuenta la
periodicidad de la estructura cristalina de los soélidos;
el potencial periédico real debido a los iones en la red
cristalina se simplifica del espacio tridimensional (3D) al
unidimensional (1D) considerando una sucesién periddica
de pozos y barreras rectangulares unidimensionales,
donde el centro de cada pozo corresponde a la posicion
que ocupa cada uno de los iones en la red (Figura 1).
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Figura 1. Modelo de cristal unidimensional (1D) infinito de
Kronig-Penney.

La posicién de un punto x en el pozo n es x,, medida

desde la pared izquierda de este pozo: x, = Xx - na.

El punto B tiene la coordenada x,, = a, que equivale a
Xn+1 = 0;arepresenta la constante de red del cristal, es
la distancia entre una pareja de iones sucesivos en la red.
La ecuacion de Schroédinger correspondiente para este
sistema esta dada por:
o dy + V()Y =EY
— x =
2m dx?
Los potenciales en los pozos son cero V(x) = 0,y en las
barreras es diferente de cero, es decir, V(x) = V.
La funcion de onda electrénica dentro del pozo n es:

Y, = Apsenkx, + B, coskx, 0<x,<b (1)

y dentro de la barrera n:
Y, = A'ysenhq(a — x,) + B’ coshq(a—x,),b<x, <a (2)

donde:
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La funcion de onda dentro del pozon + 1:

Yry1 = Apyisenkxyq + Bryy COSkxn+1, 0<x,;1<b (4)

La funcién de onda y su derivada deben ser continuas
enelpuntoA(x, = b; a — x, = c):

A,senkb + B,coskb = A',senhqc + B’ ,coshqc
k[A,coskb — B,senkb] = —q[A',, coshqc + B',sen hqc] (5)

y también en el punto B (X, = a; X,41 = 0):

B'y = Bpia
_qA’n = kAn+1

Sustituyendo las ecuaciones 6 en las ecuaciones 5 se
llega a:

A,senkb + B,coskb = — (S) Ap.1Senhqc + By, .4 cosh qc

A, coskb — B, sen kb = A, ., coshqc — (2) B,4+1 Ssenh qc
Para simplificar la solucién "del sistema de
ecuaciones?7pasamosallimiteV; — coysimultdneamente
las barreras se hacen mas y mas estrechas, ¢ — 0, de
tal manera que el producto cV,, permanece constante,
obtenemos asi una sucesién periddica de potenciales
delta repulsivos tipo peine de Dirac (la funciéon peine de
Dirac d7 es una distribucidn periédica de deltas de Dirac
espaciadas T y se representa por 7 = 2,5, 6 (t —nT), a
esta funcion también se le conoce como tren de impulsos
unitarios), para los cuales la ecuaciéon de Schrédinger
adopta la forma:
2 42 2
_may | ha

2m dx%?  ma

Yne—wb(x —na)p = Eyp (8)
En este limite las ecuaciones 7 se reducen a:

A,senka + B, coska = By,

21

9
A,coska—B,senka=A4,,1 — (H) Bniq &

donde 4 eshzun parametro adimensional real y positivo
tal que ==
9 CVO 2m
Se propone una solucién de la forma:
An=C1fn y Bn=szn (10)

Sustituyendo las ecuaciones 10 en las ecuaciones 9 se
obtiene:

cisenka+ cy(coska—f) =0

11
ci(coska—f)—c, (senka—%f) =0 i

Para que existan soluciones con cy,c, # 0, se
requiere que el determinante del sistema se anule. Esta
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condicién conduce a:

f2=2fcosya+1=0 (12

donde:

cos ya = cos ka + :—asen ka (13)

Las soluciones de la ecuacién 12 son:

f=etfxa (14

las cuales sustituidas en las ecuaciones 11 dan:

f —coska

— coska
f = ) A= Cy

C1 = CZ
sen ka senka

Para electrones desplazdandose hacia la derecha se
tiene:

An _ Af—coska

— elxna
senka

B, = Ae'"* (15)

La sustitucion de estos valores en la ecuacién 1 da
como resultado una funcién de onda de Bloch:

Y, = Ae**u, (16)

eX(@ =) senkx, +e "X nsen(a—x
un = n ( n) (-I 7)

sen ka

Las ondas de Bloch obtenidas son un caso particular del
Teorema de Floquet, el cual establece que las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes periddicos tienen
soluciones de la forma eiikxu(x) donde u(x) es una
funcion periodica de x.

La energia de los electrones queda determinada por el
valor de X. Los eingenvalores de la energia se obtienen de
la ecuacion 13 para k real (Figura 2). Se debe cumplir que:

-1< coska+$senka <1 (18

Figura 2. Gréfica de la ecuacién 18, mostrando bandas

permitidas (sombreadas) separadas por brechas
prohibidas.
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ESTRUCTURA DE BANDAS EN EL MODELO DE
KRONIG-PENNEY NO LINEAL

Ahora se extendera el estudio para resolver la ecuacion
de Schrodinger considerando el caso de un potencial
periédico no lineal tipo seno-Gordon; podemos escribir la
ecuacién de propagacion unidimensional como:

T+ kY~ [2E 8(x —na) Seny|y =0 (19

en donde n, es el coeficiente de no linealidad y g es la
amplitud de la onda de propagacién. Para puntos x # na
, en donde n es un nimero entero, la solucién general de
esta ecuacion es de la forma:

Y = Acoskx + Bsenkx (20)

Después de una integracion estandar de la ecuacion
19 alrededor de los puntos x = na, se pueden establecer
las condiciones de frontera:

e™ Y(a) = 9(0)

i WD _ WO _ )

dx
en donde el pardmetro de Bloch es , el cual
caracteriza el momento en cada celda unitaria. Después de

aplicar estas condiciones a la ecuacién 20 y de eliminar la
constante B, se obtiene:

(21)

senA sen ka

cosf = coska+p o (22)
donde p = 2%,
p 2
La ecuacion 22 claramente representa una

generalizacion de la ecuaciéon 13 que corresponde al
modelo de cristal lineal de Kronig-Penney. En este modelo
no lineal, la estructura de bandas depende también de la
amplitud de la onda incidente.

RESULTADOS

En la figura 3 se muestran las bandas permitidas y
prohibidas que se han encontrado al resolver la ecuacién
22. El eje vertical corresponde al lado derecho de esta
ecuacién, mientras que el eje horizontal representa a ka.

1
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Figura 3. Grafica de la ecuacion 22: (@) Con A = 1,p
0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,1,2,3,4,5; b) p = 2A
0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,1,2,3,4,5.
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La figura 4 muestra la estructura de bandas del CF no
lineal como una funcién de las variables independientes
z = kay A. La figura 5 exhibe la misma informacion, pero
en una grafica de superficies de nivel.

Figura 4. Grafica de la ecuacién 22: (a) Con p = 100, en
funcién de z =kay A. (b) Gréfica del valor absoluto de la
ecuaciéon 22 con p =20, en funcidon dez=kay A.

mg
A

r=ka

Figura 5. Superficies de nivel con p = 20, en funcién de z
=ka y A. Las regiones oscuras corresponden a las bandas
permitidas.
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CONCLUSIONES

Para amplitudes de la funciéon de onda A constante,
y coeficiente de no linealidad p pequeio, sélo se tiene
una banda prohibida en la regién de ka cercana a cero,
conforme p crece, las bandas prohibidas se ensanchan,
mientras que las bandas permitidas se vuelven cada vez
mas estrechas, hasta quedar localizadas en los puntos nr.

Para coeficientes de no linealidad p constante, y
amplitud de la funcién de onda A variable, la anchura
de las bandas prohibidas decrece conforme A aumenta,
mientras que las bandas permitidas se ensanchan, pero
cuando A alcanza un valor especifico inicia un fenémeno
de oscilacion de la anchura tanto de las bandas prohibidas
como permitidas, tal que a medida que A aumenta las
bandas prohibidas se tornan cada vez mas angostas y las
bandas permitidas mas anchas. Para A suficientemente
grande desaparecen las bandas prohibidas.
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