BANH, Tomo LXXXVI, No. 343-344. Julio-Diciembre 2003. Pags. 113-119.

LA OBRA MATEMATICA DE CAGIGAL’

E J. Duarte™

Creo que una contribucion adecuada para conmemorar el centenario de le des-
aparicion de Cagigal, el ilustre fundador de los estudios matematicos en Venezuela,
es la de dar a conocer las obras que dejo, haciendo ver al mismo tiempo cual era el
estado de la ciencia matematica en el momento que a €l le toco vivir. El valor cienti-
fico de un hombre no puede juzgarse por meras conjeturas o por lo que hayan dicho
de €l los que vinieron después, si este juicio no estuviere fundado en sus obras. Es
evidente, en efecto, que el unico medio seguro para determinar ese valor consiste en
el examen de sus escritos.

Cagigal dejo solamente, que sepamos, tres trabajos matematicos: la Memoria
sobre las integrales limitadas, que se publicé en 1929, gracias a que Vicente Lecuna,
el gran historiador, poseia una copia de ella, tomada de la que a su vez habia hecho
Manuel Maria Urbaneja del original enviado por Cagigal a la Escuela militar de West
Point. Lecuna me entregé en aquel afio su copia con el fin de examinarla y corregirla
para su publicacion, la que fue ejecutada con prefacio y notas de F. J. Duarte. Las
otras dos memorias estan inéditas. Una de ellas Sobre el movimiento del péndulo, de
puiio y letra de Cagigal, sin fecha, y la otra, Sobre cdlculo de variaciones, copia de
Angel Maria Aguerrevere, con fecha 13 de marzo de 1838. Ademas, he visto citados
en el estudio acerca de Cagigal, de Luis Correa, un Tratado de Mecdnica elemental y
un Curso de Astronomia. No conozco estos libros que son probablemente obras didacti-
cas elementales.

Cagigal lleg6 a Paris en 1823. No sé si estudi6 en la Facultad de Ciencias o en
alguno de los grandes liceos de Paris. No he encontrado datos seguros acerca de esto
y lo que dice Luis Correa sob.e sus maestros, fue sin duda tomado de un estudio de
Jesus Mufioz Tébar, de 1897, sobre Cagigal publicado en la revista £/ Ingeniero,
segun un articulo de Olegario Meneses, de 1856. Me parece muy dudoso que Legendre
y Laplace hayan sido maestros de Cagigal. En efecto, en 1823, estos grandes ma-
tematicos contaban 71 afios Legendre, y 74 Laplace, y si ambos fueron profesores en
la Facultad —de lo cual no he encontrado confirmacién y mas bien hechos que hacen

* Conferencia leida el 10 de febrero de 1956 por el Doctor F. J. Duarte en la Academia de Ciencias
Fisicas, Matematicas y Naturales con motivo de la conmemoracion del primer centenario de la muerte de

Juan Manuel Cagigal.
** Jlustre ingeniero y matematico venezolano (Maracaibo 1883-Caracas 1972), miembro fundador de la

Academia de Ciencias Fisicas, Matematicas y Naturales.
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dudarlo— estarian en la época citada ya retirados por limites de edad. De Legendre,
s¢ que fue profesor de la Escuela Normal en 1795. Respecto de los otros cientificos
citados por Correa, Lacroix tenia entonces 58, afios, Poisson 42, Navier 38 y Cauchy
34, y habrian podido ser maestros de Cagigal'. Es muy extrafio, sin embargo, que
Cagigal, al citar muchas veces a Cauchy en su Memoria sobre las integrales, no lo
nombra nunca como su maestro, y, por el contrario, el juicio que de él, al cual me
refiero en el prefacio de esa Memoria y del que hablaré mas adelante, no hace valida
la hipétesis de que fuera discipulo del gran geémetra. Como en Francia en esa época
las fuentes del saber matematico eran las obras de Lacroix y de Cauchy en Analisis,
las de Navier y de Poisson en Mecanica y era muy reciente la publicacion de la terce-
ra edicion de la Théorie des Probabalités de Laplace, quizas sea éste el origen o el
motivo de considerar a estos grandes cientificos como los maestros de Cagigal. De
todos modos, si no lo fueron personalmente, lo fueron por sus obras.

Veamos ante todo cual era el estado de la Matematica cuando Cagigal estu-
diaba en Paris, es decir, entre 1823 y 1828, ya que regreso6 a Venezuela en los comien-
zos de 1829. Como es bien sabido, la inmensa transformacion de las matematicas
data del siglo XVII, sobre todo con Descartes, Newton y Leibniz. Los nuevos méto-
dos trajeron la sintesis de los innumerables métodos particulares que eran antes nece-
sarios para estudiar las tangentes a las curvas y las diferentes propiedades de éstas.
Sintesis debida al progreso de la ciencia —como lo hice notar en otra ocasion— y no
por esfuerzo deliberado del hombre. Tan extraordinarios fueron los resultados del
nuevo analisis que se creyo terminado el desarrollo de 1a Matematica y que los cien-
tificos podrian emplear todo su tiempo en estudiar las leyes de la Naturaleza aplican-
do la Matematica y el estudio de la Fisica quedaria asi también terminado. Como he
dicho en un articulo sobre Cauchy, publicado hace muchos afios, esta creencia era
utdpica, porque la Matematica no tiene por inico objeto estudiar las leyes del mundo
fisico y, ademas, la Matematica, como creacion de la inteligencia, no puede tener
limite y para que la Fisica pudiera llegar a su término, seria preciso que el hombre
pudiera conocer todos los fenomenos de la Naturaleza y sus causas. Esto parece im-
posible y quizas el hombre no pueda llegar nunca a ello porque esta ignorancia le da
un objeto a la existencia: el anhelo de conocer la verdad aun cuando no se pueda
alcanzarla, como decia Lessing.

Casi un siglo después de la creacion del Analisis, aparecio en las Institutionis
Calculi, de Euler, en cinco volumenes, el conjunto de sus métodos. Al matematico
francés, S. F. Lacroix, se debe el haber estudiado y compendiado todos los trabajos
aparecidos hasta entonces —principios del siglo XIX— y publicé entre 1810y 1819
su gran Traité de calcul différentiel et de calcul intégral. Esta gran obra, en tres voli-
menes, tiene un interés historico considerable. Puede considerarsela como el resu-
men del Analisis antiguo, es decir, el estado del andlisis en el siglo XVIII. Los gran-
des descubrimientos del siglo precedente, lo extraordinario de los resultados, hizo
que se descuidara mucho el rigor.

1. En 1823 Cauchy era profesor en la Escuela Politécnica. Desde 1826 era ademas profesor adjunto en la
Facultad do Ciencias.
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Dos afios después de haber visto la luz el tercer tomo de la gran obra de Lacroix,
aparecio, en 1821, el Analyse algébrique de Cauchy, el gran reformador del Analisis.
Comparando esta obra con el Tratado de Lacroix —dice Borel— “se mide toda la
distancia que separa las matematicas del siglo X VIII de las del siglo XIX”. En esta
notable obra se establecen por primera vez nociones precisas sobre limites y conti-
nuidad adoptadas en los libros modernos. Hizo que el empleo de las series fuera
riguroso con la creacion de criterios para la convergencia y dio un sentido claro a los
calculos con cantidades imaginarias. Citaremos algunas frases del prologo de esta
obra célebre que contribuy6 a transformar las Matematicas, porque ellas indican cla-
ramente lo esencial de esta transformacion. Dice Cauchy:

“En cuanto a los métodos, he tratado de darles todo el rigor que se
exige en geometria, de modo de no recurrir nunca a razones fundadas
en la generalidad del dlgebra. Las razones de esta especie, aun cuan-
do se las admite comunmente. sobre todo en el paso de las series con-
vergentes a las series divergentes y de las cantidades reales a las ex-
presiones imaginarias, no pueden ser consideradas, me parece, sino
como inducciones propias para hacer presentir a veces la verdad, pero
que estan en desacuerdo con la exactitud tan alabada de las ciencias
matemdticas. Se debe aiin observar que ellas tienden a hacer atribuir
a las formulas algebraicas una extension indefinida, mientras que, en
realidad, casi todas esas formulas subsisten uinicamente bajo ciertas
condiciones y para ciertos valores de las cantidades que encierran.
Determinando esas condiciones y esos valores y fijando de manera
precisa el sentido de las notaciones que empleo, hago desaparecer toda
incertidumbre; y entonces las diferentes formulas no presentan sino
relaciones entre cantidades reales, relaciones que es siempre facil ve-
rificar por la substitucion de los numeros a las mismas cantidades. Es
cierto que, para ser constantemente fiel a esos principios, me he visto
Jforzado a admitir varias proposiciones que quizds parecerdn algo du-
ras de aceptar a primera vista. Por ejemplo, enuncio en el capitulo VI
que una serie divergente no tiene suma; en el capitulo VII, que una
ecuacion imaginaria es solamente la representacion simbolica de dos
ecuaciones entre cantidades reales; en el capitulo LX, que, si constantes
a variables, después de haber sido supuestas reales se convierten en
imaginarias, la notacién con ayuda de la cual se expresaba la funcion,
no puede ser conservada en el calculo sino en virtud de nueva conven-
cion propia para fijar el sentido de esta notacion en la ultima hipbtesis,
etc. Pero los que leerdn mi obra reconoceran, lo espero, que las propo-
siciones de esta naturaleza, al acarrear la feliz necesidad de exponer
con mayor precision las teorias y de aportar restricciones itiles a aser-
ciones demasiado amplias, concurren a beneficiar el andlisis y sumi-
nistran varios temas de investigacion que no dejan de tener importan-
cia. Asi, antes de efectuar la suma de ninguna serie, he debido exami-
nar en qué casos las series pueden ser sumadas, o, en otros términos,
cudles son las condiciones de su convergencia; y, a este respecto, he
establecido reglas generales que me parece merecen alguna atencién.”
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Cauchy queria decir, en suma, que debian subtituirse ideas al simple formulis-
mo.

Después del Andlisis Algebraico publico Cauchy, en 1823, sus Lecciones de
Cdlculo diferencial y de Cadlculo integral, y, en 1826, las lecciones sobre Aplica-
ciones del Andlisis Infinitesimal a la Geometria. Fue sin duda en estas obras donde
Cagigal adquiri6 sus conocimientos matematicos. En la época en que Cagigal estaba
en Paris, era esta ciudad el gran centro matematico del mundo y las mas altas inteli-
gencias matematicas estaban alli reunidas. Uno de los mas grandes matematicos, el
noruego Abel, llegé a Paris en julio de 1826, y parti6 en diciembre. No asisti6 a las
lecciones de Cauchy y apenas tuvo ligero contacto con €l. Pero, como auditores de
Cauchy se veian los hombres mads ilustres en las ciencias matematicas, como Ampere,
Sturm, Coriolis, Lamé y otros venidos del extranjero, como Lejeune-Dirichlet, de
Berlin; José Mariano Vallejo, de Madrid; Ostrogradsky y Bouniakousky, de la Aca-
demia de San Petersburgo, sabios que eran ya ilustres por trabajos personales de gran
valor y que la reputacion de Cauchy habia reunido alrededor de su catedra.?

Tal era el ambiente matematico en aquellos afios. Ademas de Cauchy inter-
vinieron en la campaiia de rigor Abel y Gauss. El primero era muy joven —murié
antes de cumplir veintisiete afios— y fue en realidad en 1839, diez afios después de
su muerte, cuando se conocieron sus trabajos. Gauss era entonces el gran solitario de
Gotinga. Sus trabajos de Andlisis eran poco conocidos en Francia, pero si los de
Teoria de Numeros, pues las Disquisitionis Arithmeticae habian sido traducida en
1807. Sin embargo, esta clase de estudios no interesaba sino a un numero reducido de
matematicos, entre ellos principalmente a Legendre. Cagigal vivié pues en Paris,
puede decirse, en el momento de transicion entre el andlisis antiguo y el moderno.

Vamos ahora a analizar los tres trabajos matematicos que conocemos de Ca-
gigal. La Memoria sobre el movimiento del péndulo consta de 52 paginas. Considera
un punto material obligado a moverse sobre una curva dada de simple o de doble
curvatura. Trata el problema segun el método clasico, es decir, considera que la resis-
tencia que opone la curva al movimiento del punto equivale a una fuerza que actuara
sobre el mévil en direccion normal a la trayectoria. Asi, se puede hacer abstracion de
la curva y considerar el punto material como libre en el espacio, afiadiendo a las otras
fuerzas dadas, una fuerza aceleratriz equivalente a la resistencia que opone la curva.
Resistencia que es igual y directamente opuesta a la presion que experimenta la curva
en cada uno de sus puntos. Considerando el punto material como libre y sometido
simultaneamente a las fuerzas que actian sobre €I, se tendran las tres ecuaciones del
movimiento. Estas ecuaciones contienen siete incognitas: las coordenadas del punto
moévil, la resistencia de la curva y los angulos que la direccion de ésta forma con los
ejes coordenados. Para completar el nimero de ecuaciones necesarias para despejar
las siete incognitas, se afiaden: la ecuacion que expresa que la tangente en cada punto
de la trayectoria es normal a la resistencia de la curva; la ecuacion que liga los cua-
drados de los cosenos de los angulos de la resistencia con loa ejes y las dos ecuaciones

2. C. A. Valson, La vie el les travaux du Baron Cauchy, Paris, 1868, pag. 66.

116



F. J. Duarte. La Obra Matemdtica de Cagigal

de la curva dada. Se obtienen asi siete ecuaciones para resolver el problema. Se llega
de este modo a la llamada ecuacion de las fuerzas vivas, la cual hace ver que el
incremento del cuadrado de la velocidad, cuando se pasa de un punto a otro de la
trayectoria, depende unicamente de las coordenadas; de estos puntos y de la funcion
resultante de la integracion, y es independiente de la naturaleza de la curva sobre la
cual se mueve el punto material.

Considera el efecto de la fuerza centrifuga y luego el movimiento de un punto
material sometido unicamente a la pesantez. Después se ocupa del péndulo en el
vacio y en un medio resistente y del péndulo compuesto en el vacio.

La Memoria sobre el cdlculo de variaciones es un cuaderno de veinte paginas.
Establece una formula para resolver las cuestiones mas importantes del calculo de
variaciones, es decir, las de maximo y de minimo. Cuando las variables son tinica-
mente las coordenadas x, y, z, estas cuestiones se resuelven como es sabido por el
simple calculo diferencial. Pero, cuando se hacen variar los parametros que entran en
la ecuacién hay que servirse de los métodos del célculo de variaciones. Cagigal se
inspira en los trabajos de Euler. Estudia los casos en que puede simplificarse la ecua-
cion general. Como aplicacion, trata el problema de Bernoulli sobre la braquistocrona
o curva del mas veloz descenso, que es un arco de cicloide. Trata también el proble-
ma de encontrar entre todas las curvas isoperimétricas la que engendra girando en
torno del eje de las x una superficie de revolucion de drea minima.

El trabajo mas extenso y mas importante de Cagigal fue la Memoria sobre las
integrales limitadas, o integrales definidas. como se dice hoy. En esta Memoria, im-
presa como se dijo en 1929, en 16° (23,5 cm. x 16 cm.), de 90 pags. Cagigal expone
una teoria elemental de la integral de una funcién continua de una variable que con-
serva siempre un valor finito entre los limites de la integracion. Luego demuestra
varias proposiciones generales sobre descomposicion de una integral definida en suma
de otras varias y, en particular, el teorema llamado del valor medio. Después estable-
ce la ecuacion de Laplace en la investigacion de la atraccion que ejerce un esferoide
sobre un punto exterior. En el paragrafo siguiente estudia los valores de las integrales
definidas que pueden deducirse del valor de la integral general. Considera el caso en
que la funcion pasa por el infinito cuando la variable coincide con uno de los limites
o cuando esto ocurre entre los limites de la integracion.

Deduce después los valores de varias integrales definidas en las cuales no es
posible hallar la integral general. Encuentra asi varios resultados de Euler, de Laplace,
de Legendre, etc., y emplea el método de formar ecuaciones diferenciales entre las
integrales definidas y los parametros que cllas encierran. En el paragrafo siguiente
estudia las formulas generales que dio Cauchy, deducidas por este gran geémetra de
la relacion que existe entre las integrales definidas cuando se invierte el orden de las
integraciones en el caso en que la funcién pasa por el infinito entre los limites de la
integracion. En este paragrafo y en los siguientes estudia varias formulas generales
que conducen a un gran numero de integrales muchas de ellas determinadas por Cauchy
y otras ya encontradas por Laplace y Euler. La Memoria termina por la diferenciacion
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bajo el signo integral y halla la formula de Poisson en la teoria del potencial en el
caso de la atraccion sobre un punto interior a la masa atrayente. Cagigal supone cono-
cidos del lector todos los métodos elementales de integracion y las integrales de las
funciones elementales.

Cauchy habia deducido de su estudio sobre las integrales entre limites imagi-
narios su famoso calculo de los residuos. Este método, considerado como el mas gran
progreso del analisis matematico, después de su creacion, no fue inmediatamente
apreciado por los contemporaneos de Cauchy. Dice Cagigal al hallar la férmula que
da la diferencia entre las integrales cuando la funcién adquiere valor infinito entre
limites: “El método de que nos hemos servido para obtener este valor es analogo,
aunque algo mas sencillo, al que empleado M. Cauchy en una memoria presentada al
Instituto en 1814. No debemos pasar en silencio que este gran geometra la reproduce
en sus Ejercicios matematicos deduciéndola del calculo de los residuos; pero como
este calculo, no obstante los esfuerzos que ha hecho su autor para extender su uso, no
ha merecido aceptacion, hemos creido no deber emplear otras consideraciones que
las que se derivan de las nociones del Calculo infinitesimal. Bien sabemos cuan gran-
de es la influencia de una notacion feliz, no ya para originar ideas, porque el Andlisis
es s6lo un instrumento que sélo devuelve las que se le confian, sino para facilitar sus
combinaciones, abreviando considerablemente el discurso; y en verdad que no es de
esta clase la propuesta por M. Cauchy, puesto que hasta ahora ninguna cuestion se ha
resuelto por el calculo de los residuos, que merezca el nombre de nueva, que exceda
las fuerzas del calculo ordinario. Aun pudiéramos decir que el calculo de los residuos
no es mas que el calculo diferencial enmascarado; que el signo que lo designa sélo
sirve para ocultar las operaciones comunes de aquel célculo, y que el valor preceden-
te (de la diferencia de las integrales) es el que ha sugerido la idea de €l; valor que M.
Cauchy habia obtenido mucho antes de que le viniese el deseo, laudable sin duda, de
aparecer como inventor de una nueva rama del Analisis”.

Como he dicho en el prefacio de la Memoria de Cagigal debe leerse con indul-
gencia este juicio de nuestro matematico sobre uno de los mas grandes descubrimien-
tos del Analisis. Cauchy se adelantd tanto a su época que fue mucho después cuando
los matematicos se dieron cuenta de sus geniales concepciones. Cagigal escribia hace
mas de un siglo, en la época de transicion, repito, entre el analisis antiguo y el moder-
no, que fue creacion sobre todo de Cauchy y de Abel. Tampoco puede subscribirse a
la opinion de Cagigal cuando expresa que en una férmula solo existe lo que en ella se
ha introducido. Seria ésta una concepcion muy restringida del lenguaje matematico.
Una féormula matematica es la condensacion simbolica simple de una serie de razona-
mientos, a veces muy complicados, y el poder del Andlisis viene de la facilidad de
manejar las ideas, por decirlo asi, mediante la simple transformacién o combinacion
de sus simbolos y, precisamente, estas transformaciones pueden sugerir gene-
ralizaciones que cambien completamente el primitivo concepto y extiendan conside-
rablemente la idea que sirvi6 de punto de partida. Efectivamente, nociones idénticas
en el fondo pueden presentarse bajo formas muy diferentes y a veces la forma es
esencial, como dice el célebre matematico Emile Picard cuando recuerda el ejemplo
de la Mecdnica celeste en la que se llega a explicar, mediante innumerables transfor-
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maciones de célculo, casi todas las particularidades de los movimientos de los astros,
partiendo unicamente de la formula de la gravitacion universal y de constantes que se
han determinado experimentalmente.

El analisis de la Memoria sobre las integrales limitadas hace ver —a pesar de
la divergencia en lo que respecta al cdlculo de los residuos— que Cagigal seguia los
métodos de Cauchy. ;Fue Cagigal alumno de Cauchy inscrito en su curso, o asistia a
€l s6lo como oyente? Es muy probable que fuera como oyente, ya que para la misma
época Vallejo, maestro y amigo de Cagigal, a quien llevaba 24 afios, asistia a las
lecciones del gran matematico como auditor. Vallejo habia ofrecido a Cagigal cate-
dras de Matematicas en la Universidad de Alcala de Henares en 1828, lo que prueba
que para esa fecha lo consideraba suficientemente preparado. Esto hace mas verosi-
mil pensar que Cagigal hubiera escuchado las lecciones de Cauchy por recomenda-
cion de su antiguo maestro Vallejo.

Podemos concluir del estudio de los tres trabajos de Cagigal que €l conocia el
Analisis matematico de su época. Como en toda €poca de transicion, era dificil asimi-
lar inmediatamente todas las reformas introducidas por el genio de Cauchy. Fueron
los matematicos de las siguientes generaciones quienes pudieron sacar todo el parti-
do posible de los nuevos métodos.

Pero Cagigal tendra siempre el mérito de haber fundado los estudios mate-
maticos y de haber ensefiado los conocimientos de aquel tiempo en Venezuela, en vez
de haber aceptado la proposicion de Vallejo de quedarse en Espafia, en una Universi-
dad célebre y donde el ambiente cientifico era muy superior al que existia en la Vene-
zuela de 1830. Merece €l reconocimiento de la Patria.
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