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Raaaea: Se considera el problema general de obtener el desarrollo en potencias de x de la antiderivada de 
la función: 

/(x) = 'if R (x) 

donde Res una función racional. Admitimos que R (0) > O, de manera que/es analítica en una vecindad 
de x = O. Para ello se determina el desarrollo de/ en serie de McLaurin y luego integramos término a tér
mino para resolver el problema original. 

DETERMINATION OF THE POWER SERIES OF SOME FUNCTIONS 

A ... ract: lt is considered the general problem of obtaining the power series in x of the integral the func
tion: 

/(x) = 'tR (X) 

wbere R is a rational function. It is supposed tban R (0) > O such u/ is an analytical function in the vici
nity of x = O. In order to do it/in McLaurin power series is obtained, and then integrated term by term to 
solve the original problem. 

J. DDARROLLO TEóRICO 

Sea/(x) = :/R (x), donde Res una función ra
cional tal que R (O)> O. Así, existe una vecindad del 
O donde/ es analftica. Para determinar su desarrollo 
en potencias de x, observemos que/ es solución de 
una ecuación diferencial 

con P (O) :I: O, siendo P y q polinomios; esto permite 
determinar una relación de recurrencia para los coefi
cientes de su desarrollo en potencias de x. 

dy 
p (X) dx + q (X) Y = 0. (1.1) 

"También en UAM-Azcapotzalco. 

7 

En efecto, si/ (x) = "R (x) tendremos 

/ (x) = 1 
f./ R (x) 

en la vecindad del O donde/ es analítica. 

(1.2) 

Derivando la igualdad (1.2) una vez, se encuentra 

1 df _ R' (x) / - O 
R(x) dx nR•+11n(x) -

(1.3) 
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es decir 
df _ R' (x) f = O 
dx n R(x) 

La función g (x) = - R' (x) 
n R' (X) 

es el cociente de dos polinomios q (x) / P (x) con 
P (O) * O, de manera que la solución del problema 
con condiciones iniciales 

P (x) :~ + q (x)f = O; f (0) = R (O) (1.4) 
! '', 

determina unívocamente af en una vecindad del O: 
Si se hace 

0D 

f (x) = l: a xn 
n=O n (1.5) 

en (1.4) se obtiene una relación de recurrencia para: 
los coeficientes del desarrollo. en serie (1.5), igualan-. 
do a O el coeficiente resultante para cada potencia de 
x. El radio de convergencia de la serie resultante se 
determina fácilmente, pues se sabe que es el de
sarrollo en potencias de x de la función R (x). 

Sea ahora. 

- F(x) = J: f{t)dt (1.6) 

Puesto que F satisface 

dF 
dx = f ; F (O) = O (l. 7) 

donde o = 1 + 1:2 

Puesto que fes par, se propone directamente 

0D 

f (x) = n ! o '!n x2n (2.3) 

Sustituyendo en (2.2), se obtiene: 

0D 0D 

l: 2 a x 2n- l - o l: (2 + 1) a x2n + 1 
n=O n n n=O n n 

(2.4) 
0D 

+ 1:2 l: (2n + 1) a X2n + 3 = O. n=O n 

R~arregl~p los términos, 

0D 

n!o [2(n + 1) On+ 1 - o(2n + 1) an] x2n+ 1 

0D 

+ E:2 l'. ·c2n + 1) a x21i + 3 = 0 
n=O n 

Así 

201 - ºªº = o (2.5) 
00 ·. ' 

n!o [2(n + 2)a11 +2-{0)(2n + 3)an+t 

Por la condición inicial 

a0 =1, 

(1.4) se puede éscribfr como un problema coh condi- · se tiene , a¡ :: ; ;· además, para todon 
ciones iniciales de segundo orden para F. 

d 2F dF 
p (x) dx2 + q (x) dx = O 

(1.8) 
F (0) :;::: O ; F' (O) :=a ~ (O) 

2. DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS 
DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS DE 
PRIMERA ESPECIE 

Si R (x) = 1 
(1 - E:2 x2) (1 - x2) 

(2.1) 

y n =· 2 en (1·. l), la ecuación (1.4) toma la·fol'lrta: 

(l - o x 2 + 1:2 x 4) df + (2E: 2 x 3 - o·x)f = O (2.2) 
. dx 

2(n + 2) On + 2 - o(2n + 3) On + 1 + E2 (2n + 1) On = O. 

O sea 

On+2 = 
o(2n + ~) ~/1+.I - E2 (2TJ + l)an -7·: 

2(n + 2) 

Tene~os así el'siguiente est)t.Íema:: 

j (x) ·= { (1 - t2 x2) (1 - x2)} ..:.:t/2 
. ' ., 1 

f (x) = 1 + 1 ~ E:2 x2 + . . . +. ªn x2n 

o(2n + 3) On + 1 - E:2 (2n + 1) On 
On+2= ------------,o= 1 + E: 2 

2 (n + 2) . 
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Radio de convergencia: Sustituyendo en (3.1) se obtiene la igualdad: 

R = mín{ c 2, 1} 
Cl0 Cl0 

l: 2 a x2n-l - l: { (2n + 1) n=O n n n=O 

Ahora puede obtenerse el desarrollo en serie de 
McLaurin de la función 

+ (2n - 1) E2} On x2n + 1 (3.3) 

en la forma 

.... --.-

donde 

f(x) = J f(t)dt 

f(x) = 
Cl0 

l: b x2n + 1 
n= O n 

On 
bn=---

2n + 1 

(2.7) 

(2.8) 

A partir de la relación de recurrencia para los coe
ficientes an, puede obtenerse la relación de recurren
cia para los coeficientes bn, sustituyendo an por su 
igual a partir de las relaciones (2. 7) y (2.8). 

. o 
Así, resulta b0 = 1; b1 = -

6 

o(2n + 3) 2 bn + 1 - E2 (2n + 1)2 bn 

bn+ 2 = 2(n + 2) (2n + 5) 

El radio de convergencia es el mismo que antes .. 

3. INTEGRALES ELfPTICAS DE SEGUNDA 
ESPECIE 

1 - El X 2 
Hagamos ahora R (x) = 1 _ x2 y n = 2 en 

(1.1). Sustituyendo, (1.4) toma la forma: 

(l-ox2+E2 x4 )df +(E1 -l)xf=O (3.1) 
dx 

donde, como antes, o = 1 + E2• 

Nuevamente/ es par y podemos proponer de inicio 
que 

f(x) = 
Cl0 

l: a xln 
n=O n (3.2) 

Cl0 

+ l: 2nE2a x2n+3 = O n=O n 

Después de un poco de álgebra se tiene 

Cl0 

n!o { 2(n + 2)an+2- l(2n + 3) + (2"n+ l)E21 

On + 1 + 2 n E2 On} x 2n + 3 = 0 

Por la condición inicial a0 = 1, 

entonces 

Resumiendo, tenemos el esquema: 

lf (x) = 

f(x) = 

Cl0 

l: a x2n 
n=O n 

1 - E:2 

ªº = 1 ; ª• = -2-

/1 - E1 X 1 

1 - x2 

(3.4) 

l(2n + 3) + (2n + 1) E2lan+ 1 - 2n E2 On 
On+2 = 

2 (n + 2) 

R = mín{ c 1, 1} 

Para la función 

F (x) = J0x f (t) dt 

se obtiene el desarrollo 

Cl0 

F(x) = l: b x2n+I n=O n 

1 - E1 
con b0 = 1 ; b1 = - 6-

l(2n + 3) + (2n + 1) E21(2n + 3) bn + 1 - 2n(2n + 1) E2 bn 
bn + 2 = 2(n + 2) (2n + 5) 

R = mín{ c 2, 1} 
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4. OTROS DESARROLLOS 

La posibilidad de resolver los problemas anteriores, 
según se puede observar fácilmente, depende sólo del 
hecho de que 

fx In e/R (x) (4.1) 

sea una función racional. Así, este método se puede 
hacer extensivo al caso en que la función fes el pro
ducto de varios factores del tipo (1.1). 

En su caso, como se sabe de la teoría de ecuaciones 
diferenciales ordinarias, la función! es solución de la 
ecuación diferencial 

dy d 
---[lnf(x)]y = O 
dx dx 

y (O) = f (O) 

(4.2) 

Utilizando esto se puede obtener, por ejemplo, el de
sarrollo en serie de McLaurin de la integral elíptica de 
tercera especie 

Los cálculos, análogos a los anteriores, no se presen
tan. 
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