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Resumen: Se considera el problema general de obtener el desarrollo en potencias de x de la antiderivada de

la funcién:
f(x)= VR ()

donde R es una funcién racional. Admitimos que R (0) > 0, de manera que f es analitica en una vecindad
de x = 0. Para ello se determina el desarrollo de f en serie de McLaurin y luego integramos término a tér-
mino para resolver el problema original. -

DETERMINATION OF THE POWER SERIES OF SOME FUNCTIONS

Abstract: It is considered the general problem of obtaining the power series in x of the integral the func-

tion:
Fx) = VR

where R is a rational function. It is supposed than R (0) > 0 such as f is an analytical function in the vici-
nity of x = 0. In order to do it f in McLaurin power series is obtained, and then integrated term by term to
solve the original problem.

1. DESARROLLO TEORICO con P (0) # 0, siendo Py q polinomios; esto permite
determinar una relacién de recurrencia para los coefi-

Sea f(x) = YR (x), donde R es una funcién ra- cientes de su desarrollo en potencias de x.

cional tal que R (0)> 0. Asi, existe una vecindad del

0 donde f es analitica. Para determinar su desarrollo En efecto, sif (x) = VR () tendremos

en potencias de x, observemos que f es solucion de f(x)
una ecuacién diferencial VRO 1 (1.2)

P(x)%+q(x)y=0. (1.1)

*También en UAM-Azcapotzalco.

en la vecindad del 0 donde f es analitica.
Derivando la igualdad (1.2) una vez, se encuentra

L df R .,

R(x) dx nR+Wn (X) (1.3)
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es decir
ar _ R’ R (x) RX ,_
dx n R(x)
- - - R
La funcién g (x) = nR (0

es el cociente de dos polinomios g (x) / P (x) con
P (0) # 0, de manera que la solucién del problema
con condiciones iniciales

P (x) f+¢1(x)f 0; f(0)—R(0) (1.4)

determina univocamente a f en una vecindad del 0.
Si se hace
b3
nZodn X

f(x) = (1.5)

en (1.4) se obtiene una relacién de recurrencia para
los coeficientes del desarrollo. en serie (1.5), igualan-
do a 0 el coeficiente resultante para cada potencia de
x. El radio de convergencia de la serie resultante se
determina facilmente, pues se sabe que es el de-
sarrollo en potencias de x de la funcién R (x).

Sea ahora -

- F(x)= Iof(t)dt (1.6)

Puesto que F satisface

dF

=f; F(0) = 1.7

(1.4) se puede escribir como un problerna con condi-
ciones iniciales de segundo orden para F.

P TE g9 _ o
(1.8)
F(0)=0; F (0)=R(0)

2. DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS
DE LAS INTEGRALES ELIPTICAS DE
PRIMERA ESPECIE

1
(1-¢ex2)(1-x?2)

SiR (x) = 2.1

y n = 2'en (1.1), 1a ecuacién (1.4) toma la-forma:

(1—o0x% + g2 x‘)% +QR2x3-0x)f=0 (2.2)

--§é tiene

dondeo = 1 + g2
Puesto que f es par, se propone directamente

fx= % a,x 2.3)

Sustituyendo en (2.2), se obtiene:

(028 xl—0 F (2, + 1)@, x2n!

(2.4)

+e % @n+1)a, X3 =0,

Rgarreélﬁnﬂp los ,t‘érmlinos,

,,o}::o 2(n+ Da,,1—0o@n + 1)a,] x2n+!

+ €2 Z ‘2n + 1) a,x2+3 =0
Asi
20| =04y = 0 (2'5)

2o 200 +2)8,,2— (0) @1 + 3) gy

“+e2@2n+ 1) g} xnt3 =0
Por la condicidn inicial
ay = 1 N

2 —°s ademds, para todon

2An+2)a,,,—o@n+3)a,, +e2@n+1)a,=0.

O sea
o@n + 3) @pyy — €220 + 1)a, 3
2(n + 2) v

any2 =

Tenemos asi el'siguiente esquema:

S ={a-ex)

— x2)f =12

1 + ¢

x2 + .
2

..+ a,xn

S =1+

o2n + 3)a,,.,—€e2n + 1)a,
2(n + 2)

= = 2
ap 4+ 2= so—]+£
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Radio de convergencia:

R = min{ 72, 1}

Ahora puede obtenerse el desarrollo en serie de
McLaurin de la funcién

s = frwar @.7)
en la forma
- f(X) - nzo bn x2n+1 (2.8)
donde
a’l
bn = 2n + 1

A partir de la relacién de recurrencia para los coe-
ficientes a,, puede obtenerse la relacién de recurren-
cia para los coeficientes b,, sustituyendo a, por su
igual a partir de las relaciones (2.7) y (2.8).

Asi, resulta by = 1; b, = %

o2n + 3)2b,,,—€2(2n + 1)2 ),
2(n +2)(2n + 5)

bpia =

El radio de convergencia es el mismo que antes.,

3. INTEGRALES ELIPTICAS DE SEGUNDA
ESPECIE

1-¢2x2
1—x2
(1.1). Sustituyendo, (1.4) toma la forma:

Hagamos ahora R (x) = yn = 2en

(1-ox%+ s%t‘)% +(@E2-Dxf=0 (3.1

donde, como antes, 0 = 1 + €2,
Nuevamente f es par y podemos proponer de inicio
que

F@ = &, a2 (3.2

Sustituyendo en (3.1) se obtiene la igualdad:

o (-]
nEO 2, a, xn—1— nZo0 {@n+1)

+(2n—1)e2} g, xn+! (3.3)

+ ngo 2ne2ag, xn+3 = 0
Después de un poco de dlgebra se tiene
2ai-(1—-¢€2)ay =0
JE (20 +2)a,,,- |20+ 3) + @n+ 1) e

(3.9
a,,, +2ne2a} x2n+3 =0

Por la condicién inicial g, = 1,

_(a-e)
2

Resumiendo, tenemos el esquema:

entonces a

o= VJEE

- x2

|2n + 3) + 2n + 1) e?a,,, —2,¢€2a,
2(n + 2)

A2 =

R = min{ 2, 1}

Para la funcién
X
F (x) = Io f()dt
se obtiene el desarrollo
F(x)= % byxtn+!

1—¢g2

conby=1; b =

|@n + 3) + 2n + 1) €2|2n + 3) b,,, —2n2n + 1) €2 b,

bpyar =

2(n +2)(2n +5)

R = min{ €2, 1}
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4. OTROS DESARROLLOS

La posibilidad de resolver los problemas anteriores,
segin se puede observar facilmente, depende s6lo del
hecho de que

d;‘xln YR (x) @.1)

sea una funcién racional. Asi, este método se puede
hacer extensivo al caso en que la funcién fes el pro-
ducto de varios factores del tipo (1.1).

En su caso, como se sabe de la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias, la funcién fes solucién de la
ecuacién diferencial

B sy =0 @.2)

y(0) = f(0)

Utilizando esto se puede obtener, por ejemplo, el de-
sarrollo en serie de McLaurin de la integral eliptica de
tercera especie

P B Ix dt
@ =Jo (1 +n2x2) JOA-ex3)(1-x7)

Los célculos, analogos a los anteriores, no se presen-
tan.
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