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Resumen: En este trabajo se presenta una breve introducción a la teoría de filtrado estadístico, con énfasis 
en el filtro de Kalman para sistemas lineales en tiempo discreto. 

STATISTICAL FILTERING 

Abstract. A bri~f Í!1tro~ucti~n to the theory of statistical filtering is presented, with emphasis on the Kal­
man filter for d1screte-t1me hnear systems. 

INTRODUCCIÓN 

En este trabajo se presentan algunos aspectos intro­
ductorios sobre la teoría del filtrado estadístico, con 
especial énfa~is en la teoría de los filtros de Kalman. 
Con el propósito de mantener la presentación a un ni­
vel razonablemente accesible, se considera únicamen­
te el caso de modelos lineales en tiempo discreto. 

La palabra filtro tiene distintos significados: puede 
ser un material o un dispositivo a través del cual se 
hace pasar un fluido para eliminar las impurezas o 
partículas sólidas en suspensión; en un receptor de 
señales, es un dispositivo que elimina frecuencias 
fuera de un cierto rango, y también puede ser una 
pantalla que elimina ciertos rayos del espectro. En 
términos generales podemos pensar en un filtro como 
un mecanismo que elimina "impurezas" o informa­
ción no deseable y que, mediante- esta acción de 
filtrado, nos permite obtener el objeto de nuestro in­
terés (agua limpia, señales no distorsionadas, etcé­
tera). 

En este trabajo estamos interesados en el filtrado 
estadístico: deseamos estimar una señal o el estado de 
un sistema a partir de un conjunto dado de obser-va- · 

ciones o datos que pueden tener errores o perturba­
ciones aleatorias. En otras palabras, estamos intere­
sados en mecanismos (filtros) que eliminen las "im~ 
purezas" en los datos y nos permitan obtener infor­
mación (estimadores) de la señal deseada. Desde este 
punto de vista la teoría del filtrado y la teoría de esti­
mación estadística son lo mismo. Sin embargo, en los 
problemas usuales de estimación dada una muestra 
se desea ·inferir información sob~e características d; 
u~a población estática, que no cambia en el tiempo, 
mientras que en problemas de filtrado la población 
tiene un comportamiento dinámico, está cambiando 
con el tiempo; de manera que su estado o las 
características de interés se expresan como fm·a señal 
x(t), es decir, como una función del tiempo t. Cuan­
do tse mide en pe~iodos discretos (e.g. meses o años), 
a la señal, digam.os x( t), t = O, 1, 2, ... , se le llama 

.. _un,a serie de tiempo._ En algunas áreas de la 
ingeniería, a la teoría de filtrado también se le conoce 
con el nombre de procesamiento de s~_ñales. 
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PROBLEMAS DE LA TEORÍA DE FILTRADO 

Los problemas de la teoría de filtrado tienen una 
estructura básica (representada gráficamente en la fi-
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gura 1) que consiste de los siguientes componentes: 
en primer lugar se tiene un sistema generador de se­
ñales x( t) o, alternativamente, x( t) se puede pensar 
como el estado del sistema en el tiempo t. Después te­
nemos un mecanismo mediante el cual se hacen ob­
servaciones (mediciones, muestreos, censos) de la se­
ñal o del estado del sistema. 

Ahora bien, tanto el sistema mismo como el proce­
so de observaciones están sujetos a perturbaciones 
aleatorias -que se describen genéricamente con el 
nombre de "ruido" aleatorio- y además, el sistema 
y las observaciones están relacionados entre sí 
estadísticamente. Para fijar ideas se puede pensar 
que entre el sistema y las observaciones z( 1) existe 
una relación funcional de la forma 

z( 1) = f (x( f), v( /) ), 

en donde{v(t)} es un proceso estocástico que repre­
senta e(ruido aleatorio. Finalmente, el objetivo es 
"filtrar" las observaciones z{I) para obtener un 
"buen estimador" x(t) de x(t). 

En la· práctica, el concepto abstracto de sistema o 
señal puede tomar formas muy diversas. La descrip­
ción abstracta del párrafo anterior puede referirse a 
señales sísmicas (Findley, 1978), geofísicas (Robin-

ruido (errores 
aleatorios en 

ruido las mediciones) 

sistema 
x(t) 

observador 

son y Treitel, 1980), de satélite, radar o navegación 
(Anderson y Moore, 1979; Buey y Joseph, 1968: 
Chin, 1979; Gelb, 1974), sistemas económicos (Aoki, 
1976; Chow, 1975; Mehra, 1979), pesqueros (Bal-. 
chen, 1979) y otra gran variedad de aplicaciones di­
versas que van desde la demografía hasta práctica­
mente cualquier área de la ingeniería. 

En todo caso, los problemas de la teoría de filtrado 
se pueden clasificar en tres tipos. Supongamos que se 
desea determinar un estimador, x(t), del estado del 
sistema x (/)en el tiempo t, dado que se tienen las ob­
servaciones hasta un tiempo T, digamos z (s), s ~ T. 
(Véase la figura 2.) Si t > T, se dice entonces que el 
problema de estimar x(I) es un problema de predic­
ción o extrapolación; si t < T, es un problema de in­
terpolación o suavizamiento; si t = T, es un proble­
ma de filtrado. 

Así pues, en un sentido estricto, el problema de fil­
trado consiste en estimar x ( T) dadas las observa­
ciones hasta el tiempo T. Sin embargo, los problemas 
anteriores se conocen con el nombre genérico de pro­
blemas de "filtrado" porque, como veremos adelan­
te, en muchos casos de interés el problema funda­
mental es el de filtrado, en el sentido de que los pre­
dictores x{I), con t > T, o interpoladores i(t), con 
t< T, se pueden determinar en base al "filtro" x(T). 

información 
a priori 

J 
z(t) 

filtro i(t) 

Flg. t. Componentes principales de un problema de filtrado: sistema, mecanismo de 
observaciones, filtro (estimador). 

. ..... · 

interpolación: '/ ftlttado: r) p.-edicción: '? 
observaciones 

T 

Flg. 2. Problema: estimar x(I) dadas las observaciones hasta el tiempo T. 
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CRITERIOS DE ESTIMACIÓN 

Como parte integral de un problema de filtrado debe­
mos definir un criterio de estimación y seleccionar un 
filtro que ~a óptimo de acuerdo con ese criterio. Lo 
usual es basar este criterio en algún aspecto de la den­
sidad de probabilidad a posteriori p (x(t)I z(O), 
z(l), ... , z( T) ), la cual esencialmente nos da toda 
la información que podemos obtener sobre x(t) da­
das las observaciones z(O), z(l), ... , z( T). Si deno­
tamos por Z( T) el conjunto de observaciones hasta 
el tiempo T, entonces podemos escribir 

'I 

p(x(t)lz(O), z(l), ... , z(T)) = p(x(t)IZ(T) ), 

y el estimador máximo a posreriori es aquel que ma­
ximiza esta densidad. Por otra parte, si definimos el 
error cuadrado medio (e.c.m.) entre x(t) y cualquier 
estimador y= g(Z(T)) comoE(x(t)- y)2, es fácil 
ver que el estimador en la medida condicional .f(tlT) 
definido como 

f(tjT): = E(x(t)IZ(T)) = E(x(t)lz(O), ... , 

z(T) ), 

es el único estimador que minimiza el e.c.m., es 
decir, 

E(x(t) - f(tjT) )2 ~ E(x(t) - y)2 

para todo estimador y = g(Z(T) ). El estimador en 
la media condicional es más conocido usualmente co­
mo el estimador de variancia mínima debido a que el 
e.c.m. es 

E(x(t) - f(tlT) ) 2 = var (f(tjT) ), 

pues el error de estimación :i(t) : = x(t) - f(tlT) 
tiene media cero. Otro hecho importante sobre 
f(tlT) es que es igual al estimador máximo a poste­
riori cuando la di~tribución a posteriori es simétrica y 
unimodal, que es precisamente el caso de los sistemas 

x(t + 1) 
w(t) •retardo 

+ 

-----A(t) 

lineales con ruido gaussiano que veremos a continua­
ción. 

SISTEMAS LINEALES 

Tal como se mencionó antes, como parte de la estruc­
tura básica de un problema de filtrado debemos espe­
cificar los modelos dinámicos del sistema de interés y 
del proceso de observaciones. En el caso general (no 
lineal) en tiempo discreto, estos modelos serán ecua­
ciones en diferencias (o ecuaciones diferenciales en el 
caso de tiempo continuo de la forma 

x(t + 1) = h(x(t), w(t)) 
z(t) = f (x(t), v(t)), 

en donde h y f son funciones conocidas y w(t) y v(t) 
son procesos estocásticos que representan el ruido en 
el sistema y en las observaciones respectivamente. 
Aquí deseamos considerar el caso particular en el que 
tanto h comof son funciones lineales, digamos 

x(t + 1) = A (t)x(t) + w(t) (1) 

t = o, 1, 2, ... , 
z(t) = H(t)x(t) + v(t) (2) 

con w(t) y v(t) ruidos blancos. Esto último significa 
que w(t) y v(t), t = O, 1, 2, ... , son sucesiones de 
variables (o vectores) aleatorias independientes, con 
media cero y matrices de covariancia conocidas: 

cov( w(t), w(s)) = Q(t) d,s 

cov( v(t), v(s) ) = R (t) d,s· 

en donde du es el símbolo de Kronecker (igual a 1 si 
t = s, y O si t * s). En (1) y (2), si x(t) es un vector de 
dimensión n y z(t) es un vector de dimensión m, en­
tonces w(t) y v(t) son procesos vectoriales de dimen­
siones n y m respectivamente; A (t) es una matriz n 
por n, H(t) es m por n, Q(t) es n por n, y R(t) es m 
porm. 

El sistema (1)-(2), representado gráficamente en la 
figura 3, es más general de lo que aparenta a primera 

v(t) 

x(t) 

H(t) z(t)I 

Fig. 3. Representación gráfica del sistema lineal (1), (2). 
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vista e incluye muchos casos de interés práctico. Por 
ejemplo, en (1) se puede añadir una variable de entra­
da o variable exógena u(/), escribiendo (1) en la 
forma 

x(t + 1) = A (t)x(t) + B(t) u(t) + w(t) (3) 

y dejando las observaciones como aparecen en (2). Si 
tomamos v( t) = O en (2) y suponemos que el sistema 
es observable directamente, es decir z(t) = x(t) (la 
matriz H (1) = identidad), entonces (3)-(2) se redu­
cen a 

z(t + 1) = A (t) z(t) + B ( t) u(t) + w(t) 

Esta ecuación representa un modelo muy común 
en diversas aplicaciones y se le conoce como un pro­
ceso autorregresivo de primer orden con entrada o 
variable exógena u(t) y errores aleatorios w(t). Se 
obtiene una interpretación diferente si (suponiendo 
H(t) = identidad y w(t) = O) sustituimos x(t) 
= z(t) - v(t) en (3), lo cual da como resultado 

z(t + 1) = A (t) z(t) + B(t) u(t) 

+ [v(t + 1) -A (1) v(t)]. 

Este es un modelo (vectorial) conocido como un pro­
medio móvil autorregresivo de primer orden. El mis­
mo tipo de modelo se obtiene cuando w(t) * O. La 
ecuación (2) en sí misma (ignorando (1) y (3) ) repre­
senta un modelo muy común consistente en una señal 
más ruido. En las referencias se pueden ver otros ca­
sos especiales del modelo lineal (1)-(2) o (3)-(2). 

FILTROS DE KALMAN 

Teniendo ya el modelo dinámico (1)-(2) del sistema y 
las observaciones, procedemos al cálculo del filtro (o 
estimador) óptimo. Empezaremos por considerar el 
predictor en un paso: 

x( tit - 1) = E (x( t)IZ (t - 1) ) = E(x( f)lz(O), ... , 

z(l-1)). 

El filtro de Kalman (Kalman, 1960) es un esquema 
iterativo que nos permite calcular x(tlt - 1) en forma 
rápida y eficiente, y fácil de implementar en una 
computadora digital. El desarrollo de los filtros de 
Kalman tiene una larga historia que se remonta a 
Gauss, en el siglo XVIII, y que incluye a matemáticos 
y estadísticos tan venerados como Fisher, Wiener y 

Kolmogorov, entre otros. Un interesante artículo so­
bre los orígenes, evolución y desarrollos recientes de 
los filtros de Kalman es el de Sorenson (1970). 

Para describir el filtro de Kalman debemos impo­
ner algunas hipótesis adicionales al modelo lineal (1)­
(2). Supondremos que w(t) y v(t), además de ser 
ruidos blancos, son procesos gaussianos, no correla­
cionados, o sea, 

cov(w(/), v(s)) = O para todo/ y s, 

y supondremos también que el estado inicial, x(O), 
del sistema es un vector gaussiano con media y cova­
riancia conocidas: 

Ex(O) = x(O), cov(x(O), x(O)) = P(O), 

y que x(O) es independiente de los ruidos w( I) y v( t). 
Para simplificar la notación escribamos el predic­

tor como 

x(I) = x(tlt - 1) = E(x(t)IZ(I - 1) ). 

Entonces, si la matriz de covariancia R (1) 
= cov( v(I), v( t) ) es positiva-definida, el predictor 
x(I), t = 1, 2, ... , satisface la ecuación 

x(I + 1) = A(/).x(/) + K(/)(z(/)-H(/).(-(/)), 

x(O) = Ex(O), (4) 

en donde el coeficiente K (/), llamado la matriz de 
ganancia del filtro, está dada por 

K(I) = A (t) P(t) H (/)* 

[H(t) P(I) H(I)* + R(l)]- 1; (5) .. 
··' 

(el asterisco * denota matriz "transpuesta"). , 
P ( /) = cov(i( /), i( /) ) es la matriz de covariancia 

del error de estimación i(I) = x(I) - i(I), y satisfa­
ce la ecuación (matricial) de Riccati: 

P ( t + 1 ) = A (1) P ( /) A (1) * + Q ( /) -

- A (t) P(I) H(I)* [H(t) P(I) H(I)* 

+ R un-• H(I) P(I) A (t)*, 

con condidón inicial 

P(O) = cov(i(O), i(O)) = cov(x(O), x(O)). 
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El algoritmo del filtro de Kalman consta de las 
ecuaciones (4), (5) y (6). El algoritmo se inicia con 
.x(O) = Ex(O) y P(O) = cov(x(O), x(O) ), y usando las 
ecuaciones (4)-(6) se puede obtener .f(t) para cual­
quier tiempo t: sustituyendo P (0) en (5), se calcula 
K (0), y sustituyendo después K (0) y i(O) en (4), se 
obtiene i(I). Después, sustituyendo P(O) en (6) se ob­
tiene P (1) y sustituyendo este valor en (5) se obtiene 
F(I). Finalmente, sustituyendo F(I) y el valor ya cal­
culado x(]) en (4), se obtiene i(2). Continuando en 
forma recursiva de esta manera se puede obtener x( t) 
para cualquier t >O.Nótese que las matrices P(T) y 
~(t) se calculan "fuera de línea". En la figura 4 se 
r"epresenta el filtro, escribiendo la ecuación (4) en la 
forma equivalente 

x(t + I) = [A(l)-K(l)H(t)]i(t) + K(l)z(t) 
(4') 

Algunas propiedades del filtro de Kalman 

a) Nótese la forma tan especial que tiene la ecuación 
(4) para el estimador i( t + 1) = E (x(t + 1 )IZ (t) ), 
en donde 

Z(t) ={ z(O), z(l), ... , z(t)} 

son las observaciones hasta el tiempo t. De (4), vemos 
que x(t + 1) consta de una transformación lineal, 
A ( 1) x(t), del estimador anterior x(t) = E(x(t)I 
Z ( t - 1) ), más un término actualizan te 

K(t) (z(t) - H(t) x(t)) = K(t) i(t) 

que consiste de la nueva información en z(t) no con­
tenida en las observaciones hasta el tiempo t - 1. De­
bido a esta propiedad el proceso definido por 

i(t): = z(t) - H(t) x(t) 

= z(t) - H(t) E(x(t)jZ(t - 1)) 

Observaciones 

:z(I) 

f(t + l) 

se llama el proceso de innovaciones. De hecho, este 
proceso tiene la propiedad de ser un ruido blanco 
gaussiano (es decir, es un proceso gaussiano, con me­
dia cero y covariancia E (z(t) z(s)) = O para todo 
t * s), y lo más importante de todo es que contiene 
tanta información como el proceso de observaciones 
original, en el sentido de que 

x(t) = E (x (t)jz(O), ... , z(t - I) ) 

= E(x(t)j.f(O), ... ,.f(t-1)). 

b) Tanto la demostración de las ecuaciones (4)-(6) 
del filtro como las propiedades del proceso de inno­
vaciones mencionadas en el párrafo anterior se basan 
fuertemente en el hecho de que bajo las hipótesis im­
puestas al modelo (1)-(2), conocido como modelo de 
Gauss-Markov, los procesos{ x(I)} y{ z(t)} son 
conjuntamente gaussianos y también { .f ( t)} es gaus­
siano. Estas afirmaciones son fáciles de probar. Por 
ejemplo, iterando la ecuación (1) se tiene que 

x(t + 1) = a(O) x(O) + a(l) W(O) + ... 

+ a(t) W(t- 1) + W(t), 

en donde 

a (i) : = A (t) A (I - 1) ... A (i), 

i = o, l, ... ' t, 

de manera que x ( t + l) es una combinación lineal de 
vectores gaussianos independientes y, por lo tanto, 
x (t + 1) es un vector gaussiano. De aquí se sigue f á­
cilmente que{ x(t)} es un proceso gaussiano. En for­
ma análoga se obtiene la gaussianidad, valga la ex­
presión, de { z (t)} y { x (t)} . Las demostraciones de­
talladas se pueden ver en cualquiera de los textos 
sobre filtrado citados en la bibliografía. 

retardo 

estimador 

----x(l)I 

------,,1A (t)-IK(t)IH(t 

Fig. 4. Representación gráfica de la ecuacióQ del filtro (4) = (4'). 
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e) El filtro de Kalman (4)-(6) nos da el predictor en 
un paso, digamos de t a t + l: 

x(I + 1) = x(t + lit) = E(x(I + I)IZ(t) ). 

El predictor en k posos ( k = l, 2, ... ) es el estima­
dor de x (1 + k) dadas las observaciones hasta el 
tiempo t, es decir, 

x(I + kit) = E(x(t + k)IZ(t) ), 

y se puede calcular en términos de x ( t + 1) = x ( t 
+ 1 lt). De hecho, de (1) y del hecho de que los ruidos 
son blancos se puede obtener que 

x(I +kit)= A(I + k- l)A(/ + k-2) ... 

A (1 + 1) x(I + lit); 

en particular, si A(t) = A constante, 

x(t + k I t) = A k - 1x(t + 1 I t). 

d) También los "filtros" e interpoladores se pueden 
calcular en base al predictor en un paso. Por 
ejemplo, si 

- x(t I t) = E(x(t) 1 Z(t)) 

es el "filtro" (es decir, el estimador de x(t) dadas las 
observaciones hasta el tiempo t) se tiene que 

x(t I t) = x(t I t - 1) + K fJ) [z(t) - H(t)x(t I t - l)], 

en donde la ganancia 

K Jt) = P(t) H(t)* [H(t) P(.t) H(t)* + R(t)] -1; 

filtro de Kalman 

Observaciones 

R(t) es la covariancia del ruido v(t) y P(t) es la matriz 
de covariancia del error x(t) = x(t) - x(t I t - 1) del 
predictor dada por (6). Por otra parte, la matriz de 
covariancia del error de estimación x fJ) = x(t) - f<..t 1 
t) en el filtro se puede calcular como 

P Jt) = P(t) - K Jt) H(t) P(t). 

Para no abundar en tecnicismos y complicar más la 
presentación, pediremos al lector interesado que con­
sulte la bibliografía sobre más propiedades del filtro 
de Kalman. 

Antes de concluir deseamos hacer algunas observa­
ciones sobre varias de las alternativas posibles que se 
presentan en el problema de filtrado cuando no se sa­
tisfacen las hipótesis impuestas sobre el modelo 
(1)-(2). 

FILTRADO ADAPTIVO 

Los filtros de Kalman requieren que la dinámica de la 
señal (o sistema) y de las observaciones sea lineal y 
que las perturbaciones aleatorias sean ruidos blancos 
gaussianos con parámetros conocidos. En la prácti­
ca, estos requisitos rara vez se satisfacen. Los proble­
mas con que el estadístico se encuentra frecuente­
mente son tan oscuros y complejos que es casi impo­
sible dar una descripción precisa del modelo de la 
señal y/o de los parámetros del ruido. Ante esta si­
tuación, una posible alternativa es usar técnicas de 
series de tiempo (Findley, 1978) para estimar cova­
riancias y a partir de ellas tratar de obtener un mode­
lo de la señal. Otra alternativa es usar algoritmos de 
filtrado adaptivo, los cuales permiten introducir me­
diante procedimientos "en línea", cambios en los pa­
rámetros del sistema generador de la señal. En otras 
palabras, un filtro adoptivo (figura 5) puede visuali­
zarse como filtro de Kalman que contiene además un 

. 
_,,, .. · 
l. 

estructuras y/o estimadores 
mejorados parámetros -

desconocidos 

1 1 
valores del filtro ajustes 

1 
mecanismo de adaptación 1 1 

Fig. 5. Diagrama de un filtro adaptivo. 
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mecanismo de adaptación o "aprendizaje" de tal 
manera que el sistema integrado puede alcanzar su 
funcionamiento óptimo aun cuando el medio en el 
que opera el sistema no es completamente conocido. 
El mecanismo de adaptación tiene el propósito de to­
mar las decisiones necesarias para reajustar, adaptar 
o modificar el comportamiento del filtro conforme se 
tienen más observaciones. Por supuesto, el mecanis­
mo de adaptación apropiado dependerá de la si­
tuación específica que se presente; por ejemplo, 
puede haber dudas sobre la estructura del modelo del 
sistema (su dimensión; si es lineal o no lineal, etc.) 
y?o sobre parámetros del ruido o del modelo mism_o 
(cHgamos, parámetros generados en base a un núme­
ro insuficiente de datos o datos de calidad dudosa). 
Algunas referencias en donde se puede consultar 
sobre el tema son Anderson y Moore (1979), Chin 
(1979). 

CONCLUSIONES 

En los párrafos anteriores se ha intentado dar un pa­
norama general sobre la teoría de filtrado estadístico, 
haciendo énfasis en la teoría de los filtros de Kalman. 
Según algunos autores (e.g. Balakrishnan, 1978), ia 
teoría de Kalman es el avance específico de la teoría de 
sistemas que ha tenido mayor impacto en las aplica­
ciones. Citar algunas de estas aplicaciones es prácti­
camente imposible en un trabajo como el presente 
porque requeriría introducirnos en una serie de de­
talles técnicos y especializados del área en cuestión, 
lo cual no es nuestro propósito. Sin embargo, una 
breve ojeada a la bibliografía da de inmediato una 
idea de la gran variedad de aplicaciones que tienen 
los filtros de Kalman. Por último, también se hizo 
una breve mención del filtrado adaptivo, particular­
mente útil cuando existen dudas sobre la validez de 
algunas de las hipótesis en las que se basa la construc­
ción de los filtros de Kalman. 

Con el fin de mantener la presentación a un nivel 
razonablemente elemental, no hicimos mención algu­
na de filtrado para modelos no lineales y/o en tiempo 
continuo (ecuaciones diferenciales, en lugar de 
ecuaciones en diferencias como (1) y (2)). Estos temas 

se pueden ver, por ejemplo en Buey y Joseph (1968), 
Jazwinsky (1970), o Hazewinkel y Willems (1981). El 
problema conjunto de filtrado y control adaptable de 
ciertos sistemas markovianos se puede ver en 
Hernández-Lerma y Marcus (1986). 
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