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Resumen: En esta publicacién demostramos ciertas relaciones de reciprocidad para rendijas en metales de
conductividad infinita cuando son iluminadas por un haz bidimensional. Se consideran los dos casos fun-

damentales de polarizacién (T.E y T.M.)

GENERALIZED RECIPROCITY RELATIONS BY SLITS

Abstract: In this paper, we demonstrate generalized reciprocity relations of the diffraction of a two-
dimensional electromagnetic beam wave by a thick slit in a perfectly conducting screen. The two funda-
mental case of polarization are treated. Moreover, we show that reciprocity relations for rough surfaces are

apply in our case.

1. INTRODUCCION

En Optica se utiliza muy frecuentemente una teoria
escalar de la luz. La polarizacién no es tomada en
cuenta. Por ejemplo, el estudio de la difraccién por
una abertura, en una pantalla infinitamente delgada,
se lleva a cabo con la ayuda de la formula de Kir-
chhoff.!:2 El campo en la abertura se identifica al cam-
po incidente, mientras que en el lado no iluminado de
la pantalla el campo y la derivada normal se suponen
nulos. Es conocido que estas hip6tesis, aun cuando
son matematicamente inaceptables, conducen a re-
sultados que estan de acuerdo con el experimento 3.4
cuando la longitud de onda es muy pequeiia en rela-
cién a las dimensiones de la abertura y el punto de
observacion esta alejado de la pantalla.

Otra aproximacion escalar (debida a Lord Rayleigh)
se aplica cuando las dimensiones de la abertura son
considerablemente inferiores a la longitud de onda. 5:6

Cuando la longitud de onda y las dimensiones del
objeto difractante son del mismo orden —situacién
que se encuentra en la region de microondas en el es-
tudio de fibras Opticas y en dptica integrada— no

43

pueden ignorarse los efectos de polarizacion. En este
caso es conveniente recurrir a las ecuaciones de Max-
well. Con respecto al problema de la difraccién por
una rendija, se ha estudiado mucho mediante las ecua-
ciones de Maxwell y condiciones de frontera perti-
nentes cuando el espesor de la pantalla es infinitamen-
te pequefio.!:7:.8.9 En cambio, por lo que sabemos,
el problema mads realista de la rendija en una pantalla
con espesor ha sido poco estudiado. 10.11,12,13,14,15
Es de notar que en todas las publicaciones menciona-
das, salvo la referencia 15, el campo incidente es una
onda plana.

En cuanto a las relaciones de reciprocidad, éstas se
han estudiado con respecto a redes de difraccion, 16:17:18
superficies rugosas, 19:20 cilindros2! y aberturas en
pantallas. ® Su importancia reside en lo estético de la
informacién contenida asi como asegurar la precisién
de teorias aproximadas.

En este articulo presentamos ciertas relaciones de
reciprocidad de rendijas en una pantalla con espesor
cuando son iluminadas por un haz. A nuestro enten-
der, unicamente se han determinado relaciones de re-
ciprocidad cuando la pantalla es infinitamente delga-
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da$ y cuando la onda incidente es plana. Las deduc-
ciones estdn basadas en el lema de Cadilhac. 22

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Consideramos una pantalla infinitamente conduc-
tora de espesor A, con una rendija de ancho { parale-
la al eje OZ e iluminada por un haz monocromatico
de longitud de onda A = 2n/k e independiente de Z.
El campo es sistemdticamente descrito por expre-
siones complejas, con la dependencia en el tiempo,
exp(—iw 7). La notacion se resume en la figura 1. La
unicidad de la solucién y la invariancia del sistema
bajo una traslacién paralela a OZ implican que los
campos eléctricos E magnético H son independientes
de Z. Si el campo eléctrico E‘ (o magnético H') es pa-
ralelo a la rendija nos encontramos en el caso T.E. (o
T.M.). El formalismo estudiado se aplica a los dos ca-
sos de polarizacion.

Representamos por F, Fi y F? las amplitudes
complejas del campo total, incidente y difractado eléc-

trico y magnético segtin la polarizacién. El campo to-
tal F verifica la ecuacién de Helmholtz:

VZF+ k*F=0 1

y las siguientes condiciones de frontera en S, super-
ficie que limita a la pantalla del vacio:

F=0 , casoT.E. ?2)
dF
an = 8 , caso T.M. (3)

donde % denota la derivada normal de F en S. Si

y> h/2 o y< - h/2, suponemos que es posible obte-
ner la transformada de Fourier de F para y fija:

F(xy) = J:,, F(a',y)e*'xda’ C))

Fig. 1. Rendija (ancho, £; espesor, h) es paralela al eje OZ.
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3. EL LEMA DE CADILHAC

En 1980 Cadilhac22 mostré un lema muy impor-
tante que ha permitido obtener relaciones de recipro-
cidad para la red de difraccion y la superficie rugosa,
asi como expresiones analiticas del campo difractado
para estas estructuras. 20 A continuacién enunciamos
este lema con las modificaciones y notaciones conve-
nientes a nuestro problema de la rendija.

Sea u(x, y) y v(x, y) dos funciones definidas fuera
de la pantalla metalica, las cuales verifican la ecua-
cion de Helmholtz. Si realizamos la transformada de
Fourier de 4 y v en x para y fijo, siendo y > h/2 y
y < — h/2, obtenemos los siguientes desarrollos de
ondas planas:

Siy> h/2:

u(x, y) = -f_m Uh_(a') el x=8'" dq’
()

00
ey o

V(X, y) = j-_w Vh—(al) el x-8 dao

o (6)
+ f_m V(@) e x+Fn gg’
Siy< —h/2:
u(x, y) = _[—oo U, (@) e'x" i da’
- €))
+ f_w U (@) e’ x* P dg
v(x, y) = f_w Vh—(al) e’ x-8'Y o'
®)

(-]
v fovr@ye e g

con B = (ki—a’'2)26i(a’2—k2)12 9)

Si combinamos las dos ecuaciones de Helmholtz
para u y v e integramos en la region Q (Fig. 2) obtene-
mos:

f (uViv-vV2u)dxdy=0
Q
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Fig. 2. Region de aplicacion del lema.
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El teorema de Green permite expresar esta iltima
integral en tres integrales de linea: sobre la recta
y = —a, sobre y = ay por iltimo una integral sobre
S. Después de aplicar el teorema de Parseval-Plan-
cherel, obtenemos: 20

B U (@) Vi(—a' )= Uy (a" ) V) (—a' )] da’
o (10
—sin J B (U @) Vi(-a')
Uy (a" ) V) (—a')da’
: du_9v .
donde an y an son las derivadas normales de u 'y v

en la direccién del vector normal apuntando hacia
adentro de la pantalla, y S es la coordenada
curvilinea de la superficie.

4. TEOREMA DE CONSERVACION DE LA
ENERGIA

Supongamos que iluminamos la pantalla por arri-
ba, el campo total puede representarse en ondas pla-
nas por:

Siy> h/2:
k
F(x, y) = f_kA(a') e’ x=Py dg
- an
+ f_m r(a’) ec’x+#” da’
Siy< —h/2:
F(x,y) = Lm’(a')ei(°"‘_g'y) da’ (12)

El primer término de (11) es el campo incidente y el
segundo el campo difractado hacia y > h/2. La ex-
presion (12) representa el campo transmitido. Se ha
aplicado la condicién de onda saliente para garanti-
zar la unicidad. 22 Si identificamos (11) y (12) con (5)
y (7) respectivamente, y denotamos por U = [—k, k]:

A(a’) , a' eU
Uy (a') = (13)
0 ,adU

Uy (a) =r(a’) (14)
U (a')=0 (15)
U; (a') = t(a') (16)

Sea v (x, y) el complejo del campo total F”, que re-
sulta cuando iluminamos por arriba del metal con
una onda incidente de amplitud A "(a '), si denota-
mos por primas las diferentes amplitudes que inter-
vienen:

T'—a'),a U

Vh-(al) =
0 ,a dU
A" (—a'),a’ €U

V,,*(a') =
‘F"(—a'), a' dU
0 ,a eU

Vb_(a') =
I"—a'),a dU
(7" ~a'), a'cU

Vf(a'l) =
‘ 0 ,a U

Si aplicamos el lema de Cadilhac, tomando en cuenta
que la integral de superficie es nula, tanto en el caso
T.E. como T.M.:

<r(a'),7(a')> +<t(a’),T" (a')>
an
=<A(a), A" (a')>

donde hemos definido:

k
<f(a'),g(a’)> = f_kﬁ'f(a')g(a')da' (18)

En el caso particular que los dos campos incidentes
coincidan A (¢') = A" (a’), obtenemos el teorema
de la conservacion de la energia. !5 Por eso a la expre-
sion (17) le llamamos el teorema de la conservacion
generalizada.

Si iluminamos con una onda plana e'“x - ) ]
campo total para y > h/2 lo definimos por:

F = eiex-F» 4 gelex+hy) 4
o 19
f_wR(a') e x N dqg’
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donde hemos retirado la reflexién especular del cam-
po difractado, siendoe = —1enT.E.ye = 1 en T.M.
Para y< — h/2, F viene dado aiin por (12):

F = f_m T(a')e'“x P Ndq’ (20)

asi que la relacién entre las representaciones (11-12) y
(19-20) es:

r(a’) =¢d(a’—a) + R(a’)
A(a’) = d8(a’ — a) 1)
t(a’) = T(a')

esta transformacion nos permitira obtener la corres-
pondiente expresién para ondas planas. Luego de
(17)con A(a’) = A" (a’) obtenemos:

<T@@),T(a)> +<R(a’),R(a’)>
(22)
+ 2¢fR,[R(a )] =0

resultado vélido para superficies rugosas2? cuando
T=0.

5. RECIPROCIDAD REFLECTIVA

Sean u y v los campos totales F'y F” respectivamen-
te, que estan presentes cuando se ilumina por arriba.
Las amplitudes de F estan dadas por (13-16) y las
F" también, simplemente colocando primas, el lema
nos conduce en ambos casos de polarizacion a:

<r('),A" (—a')>

(23)
=<r"(—a’),A(a’)>
si los campos inciden son ondas planas:
A(a’) =d(a’ —a)
y
A" (@') =4d(a’ —a")
obtenemos de (23):
B"R(—a’)=BR" (-a’) (24)

resultado valido también para superficies rugosas. 20

6. RECIPROCIDAD TRANSMITIDA

Sea u el campo total cuando se ilumina por arriba y
v el campo total cuando se ilumina por abajo, las am-
plitudes de v son:

Vi(@')=0
Vi(a') =1 (a)
Vi(a') = r" (a)

A" (@), a €U
Vb+ (0',) =
0 ,a'dU

el lema implica, en ambos casos de polarizacién:
<t'(—a'),A(a’)> =<t(-a'),A" (a')> (25)
en el caso de ondas planas diferentes, se obtiene
BT (—a’)=p"T(-a")

Resultado similar al obtenido en la referencia 6 cuan-
do se ilumina una abertura en una pantalla infinita-
mente delgada en el caso escalar.

CONCLUSION

De un teorema general ha sido posible demostrar
relaciones de reciprocidad para la rendija cuando es
iluminada por un haz. Se encontraron las expresiones
correspondientes a ondas planas y se vio que con-
cuerdan con ciertos resultados conocidos.
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