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Operadoras da intagraci6n fraccional 
qua involucran la funci6n H da dos 
variables 

RESUMEN 

*M.E.Nieva de del Pino y S. L. Kalla 
(Recibido: Julio 1976) 

El objeto del presente trabajo es definir operadores de integración fracciona} los 
cuales son una extensión de los dados por Kallaf9l en el dominio de los variables. 
En la 2da. sección damos su definición y algunos casos particulares y en la 3ra. 
sección tres teoremas de los cuales los dos primeros dan expresiones para la trans
formada de Mellin de los operadores y el tercero se refiere a la integración por partes. 

l. INTRODUCCION 

Varias generalizaciones de los operadores de integración fracciona! han sido 
dadas por otros autores entre ellos Koberf12), Erdélyi[5), Saxena{16], Kalla[7 y 8), Kalla 
y Saxena[11] y del Pinor 1 ª]. S. L. Kalla [9 y 10] introdujo operadores de integración 
fracciona! que involucran la función H de Fox{6] los cuales incluyen muchos otros 
casos particulares. En el presente trabajo nosotros introducimos dos operadores de 
integración fracciona} que involucran la función H de dos variables definida por 
Munot y Kalla{16]. Nuestros operadores son una extensión de los operadores de Ka
lla[9 y 10] en el dominio de dos variables. En las secciones siguientes establecemos 
algunos teoremas sobre estos operadores. Los dos primeros de los cuales dan expre
siones para la transformada de Mellin y el tercero se refiere a la integración por 
partes. 

Usaremos la función H de dos variables definida y estudiada por Munot y 
Kalla[15] como: 
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El símbolo (ap,Ap) representa los p. pares ordenados (a1,A1),(a2A2) ... , 
(ap, Ap), Li y L2 son dos posibles contornos. 

Además: 

q1 + qa :;;i:. P1 + Pa Y P1, P2, Pa, q1, q2, qs, m1, m2, ma, n2, na son enteros no ne
gativos. La integral converge bajo las siguientes condiciones: !arg xi < l Pn:, larg yl 
< l µ1t donde r y µ están definidos como: 
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además: 

OPERADORES DE INTEORACION FRACCIONAL QUE INVOLUCRAN 

.. , ª, p2 q'2 '1 qt 11a 11a 

EA, -:EB, +Ec, -ED, < o y EA, - EB, + EE, - ¿F, < o 
/-i /-i I •• /•1 /-t M ;-, 1-1 

Supondremos ;.. lo largo de nuestro trabajo que las condiciones anteriores son 
satisfechas por la función generalizada de dos variables que usamos en nuestros 
operadores 

2. DEFINICIONFS Y CASOS F.SPECIALF.S 

Definimos los operadores de integración fracciona} mediante las siguientes 
ecuaciones integrales: 
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m, n; p, q son enteros positivos y 'I, 8, a1, b1, ci, di, e¡, /1 son paráme~os complejos, 
además para que los operadores antes definidos existan es necesario que: 

1 1 1 1 -+-= 1, Re(.,,)>--, Re(8) >--, f(x) !!L,(o,oo) 
p q q q 

Re( 'I + d,) > - 1 ( con i = 1, .... ,m3 ) , Re (- 8 + c, 1 ) > O con (i = 1, .... ,fnt) 
~ ~ 

y la funci6n H del integrando existe. 

También usaremos la notaci6n siguiente: 

p,., m1, q1; a1, A1, b1, B1 [ ] 

Y ------- f(x) 
-------

interpretando que los parámetros reemplazados por guiones son los mismos que figu
ran en Y f (x) definido en (2) en forma análoga denotaremos Q f (x) defini
do en (3). , 

Como la funci6n S de Sharma[17] la función hipergeométrica generalizada de 
Maitlandp9] y la funci6n E de Mac Robert[4] son casos particulares de la funci6n H 
de dos variables, varios operadores integrales dados anteriormente por otros auto
res pueden obtenerse a partir de ( 2) y ( 3) dando valores apropiados a los pará
metros como vemos en los ejemplos siguientes: 

I) Para A, = B9 = Cp = D9 = Ep = F9 = 1 obtenemos operadores de inte. 
1 1 ,2 2 3 3 

graci6n fraccional que involucran la función S de Shanna[11] 

11) Para m1 = p1 = Q1 = O la funci6n H de dos variables se reduce al producto de 
dos funciones H de una variable {16] y obtenemos: 
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y 
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111) Para m2 = n2 = p2 = q2 = O (6 m3 = n3 = pa = qs = O) el producto de dos 
funciones H se reduce a una función H de modo que: 
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En la misma forma: 
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,-8-1, (t) dt (7) 

(6) y (7) son los operadores definidos por Kalla[9] los cuales son generalización 
de varios operadores dados anteriormente por Kober[11], Erdélyi(11], Kalla[1 y 8] y 
Kalla y Saxena[11]. 

Tomando E113 = F11a = 1 en (6) y (7) obtenemos operadores que involucran 
la fund6n G de Meijerí1ªl dados por Kalla como caso particular. 

Recientemente Srivastava y Buschman[18] dieron la composición de estos ope
radores[9] la cual conduce a una inte'resante integral que involucra la función H 
de dos variables [ª y 111). 

IV) Tomando P1 = q1 = m1 = ma = na = Pa = qa = O, P2 = q + 1, q2 = n2 y 
m1 = 1 obtenemos: 
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es decir operadores que involucran la función E de Mac Robertf 4]. En la misma 
forma pueden obtenerse varias otras funciones como núcleo de estos operadores 
dando valores convenientes a los parámetros. 

3. TEOREMAS 

La transformada de Mellin de una función f ( x) se denota por M ( f ( x) . 
Consideramos s = p~1 + it donde p y t son reales, si p > 1, / ( x) eL,. (o, oo ) en
tonces: 
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p = l { M f (x) } = 1 x•-1 f (x) dx 

p > l M t f (x) } = l.i.m.1 ;cll-1 f (x) dx 

X 

donde l .i.m. denota el límite usual de los espacios Lp. 

TEOREMA 1: 

Si/ (x) eLp (o,oo), 1 ~ p~ 2 {ó f (x) eMp (o,oo) 'Y p > 2] 

1 1 1 1 d, f¡ 
Re ( 71) > max (-, -) , - + - = 1, r > o Re (, - s + 1 + r - + r -) > O 

P q P q D1 F1 

con(i= l, ... ,n2 ) y (i= 1, .... ns), 

Re ( 'I - s + 1) > O jarg aj < ½ y,r jarg bl < ½ µ1r con y .y µ 

definidos al comienzo de este trabajo y la función H existe, entonces: 

M { Yí/ (x)]} = rryH 

( 
ms, na ) 

/la - ma, Pa - ns 

( 'I - s + 1, r), j a ( 1, 11 - s + 1), r } , { a ( 1, - s + 2), r l 
{(ap1,Áp1 )} ; l (b91 ,B91 ) ,(,-s+2,r)} 

a ( 1," - s + 1), r a ( 1, 'I - s + 2), r 

M f (x) 
b 

(10) 
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DEMOSTRACION: 

Aplicando la transformada de Mellin a ( 3) y cambiando 
orden de integración, lo cual es posible por las condiciones establecidas en el teo
rema resulta: 

dy dt ( 11) 

Evaluando la integral de la derecha de ( 11) mediante el resultado dado por 
Amín y Kalla[1, p. 137] tomando u = k = 1, a = v =0 y ,p = 'I -'s + 1 llegamos 
fácilmente al resultado ( 10). 

TEOREMA 2: 

Si f (x) eLp (o,'oo), 1 ~ p ~ 2 [óf (x) eMp (o, 00) yp > 2] 

1 1 1 1 d, t, 
Re (8) > max (-,-),- + - = 1, r > o Re(s + 8 + r-r-) > O 

f1 q fJ q D1 F1 

con (i = 1, .... ,n2 ) y (j = 1, .... ,na), Re (s + 8) > O larg al < ½ yrr larg bl < ½ p.7r 

y la función H exite, entonces: 

M ¡ QIJ(x)J l ~,rQR 

(s + 8, r), 

( ap Áp ) ( b9 B9 ) ( s + 8 + 1, r) 
1 1 1 1 

,,1(1,,+8),,¡, l"(l,,+3+1),,¡ 
b 

(12) 
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DEMOSTRACION: 

OPERADORES DE INTEORACION PRACCIONAL QUE INVOLUCRAN 

Aplicando transformada de Mellin a ( 3) y cambiando 6rden 
de integración, lo cual es posible por las condiciones establecidas en el teorema 
resulta: 

La integral de la derecha de ( 13) se resuelve tomando cr = k = 1 a = v' = 'O 
'fl = s + 8 en el resultado dado por Amín, L.H. y Kalla, S.L. [1, p. 137] con lo 

cual se llega fácilmente al resultado ( 12). 

TEOREMA 3: 

. 1 1 
1 / (x) eL11 (o, 00) y g (x) eLq (0,00) Re (8) > max (-,-), 

p q 
Re(71) >max(-,-),-+-= 1 r>O, largal<½Y7", largbl<½µ:irylafun
ción H del integrando existe, entonces: 

00 00 
.[ g (x) Y[/ (x)] dx = [ f (x) Q fg (x)] dx (14) 

DEMOSTRACION: 

El teorema sigue inmediatamente teniendo en cuenta (2) 
>. (3) y haciendo cambio de órden de integración. 
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