J O [T R

- SOBRE LA GENERACION DE NUMEROS
PSEUDOALEATORIOS UNIFORMES

, En este trabajo se presenta sistematicamente la fundam=
mentacion de los métodos para la generacién de numeros pseu~
doaleatorios uniformes basados en propiedades de polinomios

’ ‘algébrico formal de dichas propiedades nos permite sugerir
alternativas-a su implementacién a los usuarios de las CID,

"' INTRODUCCION

La generaci{m de numeros pseudoaleatorios uniformes es
el peso inicial para la obtencion de valores variables que
obedezcan a diversas distribuciones segun 1las necesidades de
las simlaciones o estrategias experimentales a efectuar.
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primitivos sobre un campo de Galois modulo q. El desarrollo




’ Como primera propiedad se nos presenta que toda sucesion
- 8 asociada a una ecuacion lineal en diferencias como (1) es
‘periodica.

1 Inicialmente Pueron los métodos congruenciales multi-

‘ plicativos [2] pero esos metodos poseen la limitante de que
el tamafio’ del penodo queda acotado por el largo de palabra
del equipo digital que se utilice, lo que repercute ademas
en la 1mposlb111dad de su uso para la generac:.on de un nume-
ro arbitrario de variables aleatoria$ independientes [3]
pues ello queda condicionado por el largo de palabra de que
se disponga.

Como prueba de lo anterior tenemos que dada la sucesion
'8 generada por la ecuac:.on OB de (1), podemos ver que la
'hmc:l.on cod/lﬂcadora que esta dada por AE y que expresamos

25 (85 Bqeees Sy ) —= (840 Sps sees Spge -

He aqu{ que se dispone de un metodo para la generacién
de numeros pseudoaleatorios uniformes basado en propiedades
de polinomios pr:.mt:.vos cuyo penodo se puede hacer arbitra- ¢
riamente largo, pues s610 esta en funcion del grado del po- !
linomio primitivo escogido y no de la maq\una empleada; ade-
mas de que la velocidad de generacic'm en algunas de sus alter-
nativas es varias veces superior a cualquier método congruen-
cial maltiplicativo.

(z C;8p4))
i=1

.8 lineal y por tanto wn morfismo del grupo aditivo de todos
-108 m=plos sobre el campo GP(q). Ocurre que £ toma el vector
nulo solo sobre el vector nulo. En efecto, si

‘f(soy 31. sy sm_.‘) = 0 entonces 31 = 32 = see = Sm_.‘ = 0

"y ~Cp, 8, = 0 luego S, = O,
puesto que €S uno=a—-uno, €s una permutacién sobre el conjunto

Fundamentos del Metodo ‘de las m-plos sobre GP(q), por tanto existira r tal que

En esta parte expondremos las definiciones y propiedades Y Sl y £ sera pues la transformacion identidad.
que nos hacen facilmente comprenslbles los fundamentos del

_Ahora venos e fk S asey S8 ese )
méetodo en su aspecto formal algebnco con todos sus alcances, ™ ( (14 ' m-1) = (sk' ’ sm—k—1)

en la secuencia iniciada por (8., eee, S . i
mamaremos codigo por diferencias al codigo cnya funcion por (Sgr «ees ""1) y continuada

de codificacion convierte un bloque inicial a de m-d:Lg:.tos.
as= (aop a1 esccey am_1)

en una Sucesian infinita S = -[So, S.‘. esocey Sn" -oo...}

por uso de AE, quedando demostrada la propiedad.

Con el propc')sito de comodidad notacional introducimos
los operadores de *desplazamiento"™ X definidos sobre i espa=-

. . . . - cio de t i i i .[ se NV
definida por medio de una ecuacion lineal en diferencias odas las sucesiones infinitas 8 = {8;1 1 IV ge ele-

AE de la forma ;
( Co8i = C48(imq) * =** * Ca¥5-m) = © AOE, (1

mentos de GP(q) de la forma
x‘ (s°' 81' LR ¥ s ' .l‘)——'(o, s°' 81...'.5 1" l..)’

donde i = m, m1, ese y G, S;, pertenecen a un campo de ."desplazamiento a la derecha"

L4 . ? . . 3
quedando segun esta notacion las ecuaciones en diferencias

Galois modulo q que denotamos GF(q). La secuencia codigo S
OE en la forma

comienza con el bloque o ’
so = Aoy 81 = 1' seey sm-1 = Am_1 : [COI + C1f1 4+ oo wmfm] S = -6
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'y al polinbmio

dondeco;‘o. Cp=1

C(X) = C, + CuX + ovu #+ S

le llamamos polinomio caracteristico a la izquierda, y al
polinomio reciproco (con raices rec{proca;)

= 1
C(x) = ¢ x" + .c,x" + eee + Cy |
polinomio caracterfistico (a 1a derecha)

Como ilustraéic'm de la notacion introducida exponemos
el siguiente ejemplos
‘gea GP (q) z, (Campo de Galois modulo 2)

y la ecuacion en diferencias B dada por
8 + 84+ 8 3=0 (mod.2)/

sera
c(X) =1+ X+ x3.
En efecto, si tenemos 8§ = {So' s1, Spe eeey S5, ...}
entonces ‘
I(S) = s°' Si, eese Si, oo v
x§8) = 0, So, 31' ey 31_1, (XX
x°(8) = 0, O, ‘9, 8yr Sqr eces S5 g0 eee,y
sumando : ’
(T+X+X0)8= (8,8 +5, 8y + 58y, 8348, 48, 5,+
v + 33 + *-31, eee) =0
donde se aprecia que los términos de orden i>=>3 cumplen
8; + 8.4 +.si_3 = 0 (mod. 2).
Designaremos también por Funcion Generadora de una suce=-
sion infinita § = {sl} i€ W a la que viene dada por la
serie de potencias formales

s(x) = £ s
i=0
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En este caso el polinomio caracteristico (a la izquierda.

Tendremos, pues, si el conjunto de los coeficientes
constituye un anillo conmutativo R entonces el conjunto
R [[X] de todas las series formales de potencias con dichos
coeficientes sera un anillo conmutativo; y en €1 podremos

B llamar invertible al elemento P(X) € R [[x]] tal que exista

q(X)ER [[X]] cumpliendo

P(X)eq(X) = 1
y ocurriendo por tanto que los coeficientes de las series
formales respectivas satisfaran las ecuaciones

Podp = 1
Pody * Pydy = O
Podp * Pqqy + Ppdp =0

Poqn + p1q,n_1 + co0 + pnqo = 0

3 I3 ’ ) 03 3
quedando, pues, como una condicion necesaria y suficiente

[+ <]

para que P(X) = = l’ixi sea invertible en R [[x]] el hecho
i=o

de que P, 10 sea en el anillo R.

Tenemos ahora que una ecuacion en diferencias OB genera-
dora de. cédi'gos con co =1y (:m # O posee polinomio caracte-
ristico sobre el campo GF(q)

C(X) mCy 4 CX + .o+ C X" 4 0X™ 4 L,
invertible en GF [[XJJ-
Lograndose con todo ello el siguiente resultados
La secuencia S con funcion generadora

o0
S(X) = So + S1x + 82X2 + eee = .E Sixi,
donde - =0

8(x) = -}g-;-
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y a (x) es de lorigitud o grado L<m, satisface OE con poli-
nomio caracteristico ¢(X).

Lo anterior se aprecia en el razonamiento siguientej

- puesto que

c(X) . 8(X) = A, + A1! Y W e + eee

en GP [[x]| el coeficiente x° es

Cco8_“+ 01 Sn_1

En el caso C, = , ello es identico a la ecuaczon (1),
Iuego la secuenc:.a S asociada a la serie formal satisfaceAE,
Como corolarios de lo anterior apuntamos los gsiguientes.
Cada solucidn 8 = {si} R i€/ de 1a ecuacion & E tiene en

en GP [x]} de la definicion de producto, .

+...+cs -Oparan>m.

R H:x]] una funcion generadora
8(x) = °§° g;x' = Si%

donde c(x) es el polinomo caracteristico para AE.

Ademas, dada la ecuaclon E con polinomio caracter{s-
tico C(X) sobre GF(q), el conjunto 8(c(X)) de todas las solu~

‘ciones de AE es el mismo que el conjunto de todas las secuen-

cias de coeficientes de series de potencias formales
8(X) = -g%} para las cuales grado (a) < grado (c)-

Denotemos ahora por P; el conjunto de todos los polino-

mios p(X) = 12 Pixi tales que aplicando el "operador despla~

gamiento" (a la izquierda) tengamos
(pI+p1X'1 +p2x"2+ ove +prt"r) §=0
para una sucesion S dada. '

Tendremos que dicho con,]unto P es un ideal del anillo
de los polinomios GF [[x:ﬂ Ademas, como GP [X] es un anillo
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1ideano y por tanto un anillo ideal principal (5), se dese
nde que dada s'existe,:,un polinomio caracter{stico (con 7
aq.t“iciente del termino de mayor grado igual a la unidad)

co c! tal que

P(XY) =D si y sdlo si C4(x) | p(x)

A este polinomio c le llamamos polinomio minimal para
a sucesién S.

De 1o anterior se deriva el importante teorema que
Pplantea que si el polinomio caracter{stico C(X) de la ecua-

: cionAE es irreducible en el campo GP(q), entonces cada solu=
cion no trivial § satisface precisamente aquellas &E-ecuacio-

nes con
'coeficientes constantes cuyo polinomio caracter{stico
es un multiplo de C(X).

Con todo lo anterior se puede entonces entrar a abordar

:el calculo de los per{odos de las sucesiones asociadas a po-
‘linomios primos en GF(q).

Para ello primero observamos que si £(X) y g(X) son dos
-~ polinomios no nulos primos relativos sobre GP{q) y h(X) =

= £(X).g(X) su producto, entonces

: 8(h(x) = s(£(x) + 8(g(X)) donde

8(2(0) + 8(5(0) = { (s + 51)| s€s (2x)), 8 € 8 (g(::))}

Esta propiedad se puede ver al razonar ‘que
cs(r(x))m(s(x)) = 0, ya que si S€s(£(X))N 8(g(X)) enton- '
) es el polinonio minimal debe ser divisor comn para £y g

y g
( )

. Por otra parte, puesto que s(h) contiene a ambos s(f)
:1 (g) debe Contener a la suma directa s(f) + 8(g) cuya
mension como espacio vectorial sobre GP(q) es (grado (£) +

+ grado (g)) igual a grado (h), lue umasg
go-el conjunt
(8 +3') agota 8(h), ’ Junto de s

- "‘Wms-«w» -
e '. . =




Definiciones de periodo de una sucesion y orden de un
polinomio.
a) Perfodo 77 (s) de una sucesion s es igual al menor entero
positivo tal que
5; = Siar

m
b) Orden de un polinomio £(X) = EO fixi con £,.8, 5 Oes el

para todo i€ N

mas pequelio n €N tal que
2(x) | (= = 1)

denotaremos ord £ = n.

Tendremos, pues, la siguiente propiedads sean S € s
(2(X)) y 8'€ s(g(X)) y sean £(X) y g(x) primos relat:':vos: :
entonces el periodo 77 (5 + 8') es igual al minimo comn mal-
tiplo (m.c.m.) de T (s) yW(S').

Justificaremos lo anteriér razonando que si llamamos

771/per:(6do de s € 8 (£(X)), °7f1 =7 (8)

s periodo de 8'€s(g(X)), 7, =77 (s')

T3 perfodo de (5 + s')&e8(e(x)) + s(g(x)),973 -ms + 8Y)
tendremos

a) 8; = 8(5 +qf1) para todo i

b) 8§} = S'(i +%) para todo i

R todo i
c) 85 + 8%y = 8¢; 497,) * Sl + 97y PO
, 4 R
si tomamos k = m.Coms (73, 97,) sucedera al sumar que
8; +8] =585 4y *8 4y,
luego por definicion de 7f3 ocurre que?/ 3'k.
Por otra parte, por definicion def 5 se logran elementos

tanto de S(£(X)) como de 8(g(X)) con esa periodicidad ya que
s¢£(x)) Ns(g(x)) = 0, por tam:t:o‘W”3 debe ser multiplo deW;.
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propio tiempo que de ‘77'2. luego necesariamente7f3 = k por
per{odo para S + 8', v
Pueden establecerse ahora los siguientes lemass

\ Lema 1., Para cualquier S € 8(£(X)),7 (8) divide ord. (£).
~ Pruebas Puesto que #£(X) | (xord. f-1) tendremos que
xord(!)_,) 8 = 0, entonces 8 = 8 , opa. ¢ luego

| T (s) l ord. .(#) pai-a cada 7 (8), s€s(e(s)).

Lema 2. Si £(X) es polinomio minimal para una sucesion
» entonces ord.(f) -77(8).

Pruebas puesto que s€s(x7(8). 4) y £(x) | (x7®) - 4)
f,went‘onces ord.(f)SWfs), pero por lema 1,
7 (8) | ord.(2), quedando ord.(e) =7 (s).

, Como corolario importante de lo anterior nos queda que
81 £(X) es irreducible sobre GP(q), entonces cada sucesion
‘mo nula S€E §(£(X)) tiene perfodo 7 (8) = ord.(£). Y podemos
ver con claridad el teorema que establece el per{odo maximo
para las sucesiones a generars:

Teorema. Sea £(X) tal que divida a (x(qn_1 )-1). £(x)

" sobre GF(q) y grado £(X) = n y sea £(X) de manera que no
‘divida a polinomio de la forma (xt-1) con t< qn—1. (£(x)
polinomio primitivo). Entonces?/(8) = qn'1 para toda suce-
" sion no nula de 8(£(X)).

_ P?ra demostrar esto podemos ver que si £(X) divide a
_(x(qn )—i) entonces 77(s) I(qn"1) para toda S € S(£(X)).
8upongamos ahora que?7(8) | t para algun t<q™ 7, entonces
ello obliga a que ses(xt-1) y por tanto £(x) | (xt-1), con~
trario a lo supuesto en el enunciadoj por consiguiente
7 (8) = ® = 1 para toda S no nula.

‘Estas son llamadas sucesiones de per{odo macimal .
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"Bl analista Co. O. Baez implemento dicha formula de suma
médulo, 2, dejéndola como una Punction del Portran de la

dominio de integridad finito es un campo, tenemos que con una

] Coveyou et al.s "Pourier Analysis of ¥niform Random
Number Generation". J.A.C.M., 14 Jan. 1967.

4] T.G. Lewis and W.H. Paynes "Generaligzed Peedback Shift
Register Pseudorandom Number Algorithm®, J.A.C.M.,
vol. 20 ' 3, Jul. 1973.

[5] 8. Langs Algebra, Ed. Aguilar, 1971.

'Es decir que disponemos de propiedades de polinomios
primitivos que siendo caracteristicos para uwna sucesion
establecen el tamafio del per{odo de la misma sblo en funcion
del grado del mencionado polinomio.

Sobre la implementacién de metodo en su aplicacién para
la generacit'm de numeros aleatorios uniformess

Para ello se desarrolld en nuestro departamento un pro-
grama en n,emtécnico_para‘ trabajar sobre campos modulo dos.

CID 201 B del laboratorio.

Una implementacion en campos modulo 2 aparece en (4).
También podemos ver la siguiente alternmativas si se tiene en
cuenta que el anillo Z_ (de los enteros modulo q) es un domi-
nio de integridad siy s0lo si q es primo (S_) y que todo

aritmética modulo q primo puede desarrollarse directamente el
método de obtencion de la sucesion pseudoaleatoria S con la
propia aritmetica, con solo la programaciﬁn de las operacio=-
nes con el polinomio primitivo segﬁn el campo GF(q) que se
escoja, teniendo, pues, como ventaja siempre que el ciclo a
obtener estara s0l0 en funcion del grado de dicho polinomio.

o A—— R AR,
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