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La transformacion de una teoria matematica:
el caso de los niimeros poligonales*
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Resumen

En este trabajo planteamos la posibilidad de ver los cambios que
ocurren en las teorias matematicas a lo largo de su desarrollo en términos
de rupturas epistemoldgicas. Sugerimos que las rupturas epistemolégicas
——cuyas localizaciones son dadas en términos de.un criterio relativo al
‘progreso’ del conocimiento enunciado por Glas (1993)— pueden ori-
ginar la emergencia de una nueva teoria o la transformacion de una
vieja teoria. Interesdndonos al fenomeno de las transformaciones, en este
trabajo intentamos probar que la teorfa de los nimeros poligonales de
Diofanto muestra una ruptura epistemoldgica de tipo transformacional
con relaciéon a la teoria neopitagérica de los niimeros poligonales de
Nicémaco. Nuestro trabajo se interesa igualmente en la bisqueda de
los elementos que hacen posible dicha transformaci6n. Para ello ubi-
camos cada una de las teorias mencionadas en su propio sustrato con-
ceptual, tomando en cuenta los factores filos6ficos, epistemolégicos,
sociales y culturales que actiian a nivel de dichos sustratos; luego
procedemos a una anélisis detenido de los sistemas de conocimientos
matemdticos que subtienden a cada teoria. Dicho analisis permite de-
tectar ciertos cambios conceptuales importantes que acomparian al
fenomeno de transformacion en estudio, entre eilos un cambio a nivel
del concepto de niimero, que pasa —via ciertas representaciones geo-
métricas— de la categoria de niimero concreto al de niimero general

Este trabajo forma parte de un programa de investigacion subvencionado por FCAR
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operacional, permitiendo asi resolver nuevos problemas —como el
de la obtencién de férmulas de célculo de niimeros poligonales—.

Abstract

This article deals with the study of conceptual changes in math-ematics.
We suggest that conceptual changes can be studied in terms of epis-
temological ruptures. These ruptures can lead to two Kind of different
conceptual changes: the first one is the transformation of an already
existent theory: the second one is the emergence of a new theory. In
our approach, we suggest that the moments in the development of mat-
hematical ideas during which an epistemological rupture occurs can be
detected through a criterion stated by Glas (1993) related to the idea
of progress in mathematical knowledge. Our article focuses its attention
on the transformation phenomenon. Our general aim is to show that
Dio- phantus theory of polygonal numbers achieves an epistemological
rupture of transformational type in regards with the neopythagorean
theory of polygonal numbers. The specific aim of this article is to un-
derstand how this transformation took place. In order to do so, we place
the neopythagorean and the diophantine theories in their own conceptual
substratum; then we proceed to a deep analysis of the Systems of Mat-
hematical Knowledge underlying each theory. The analisys shows some
important conceptual changes ocurring during the transformation pro-
cess. One of these changes is found in the concept of number which
.is transformed (via some geometrical representations) from a concrete
numerical-value object to a general and operational object. This con-
ceptual change makes it possible to solve new problems, e.g. how to
find a formula to calculate directly polygonal numbers of any kind and
any side.

Introduccién

Una pregunta que se planted hace algunas décadas, en el campo de estudio
de los patrones de cambio de las teorias matemdticas a lo largo de su
desarrollo histdrico, fue la de la existencia de revoluciones en las
matematicas, pregunta que fue formulada a raiz de la cldsica obra de Kuhn
[1962]. La pregunta anterior dio origen a ‘la polémica Crowe-Dauben’
[Gillies 1992]. Crowe, en sus 10 famosas leyes, sostuvo que no pueden
darse revoluciones en matemadticas, pues, segun él, siguiendo el sentido
politico del término ‘revolucion’, las viejas teorias deberian ser abolidas y
descartadas completamente, lo que no es el caso de las teorias mateméticas
[Crowe 1975]. Dauben present6 una posicion mas abierta, aceptando cierta
cohabitacion entre ‘viejas’ y ‘nuevas’ teorias; esta cohabitacion debe, sin
embargo, de acuerdo a Dauben, pasar por una etapa de reorganizacion
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jerérquica, resultado de la propia revolucion conceptual que hace
posible la aparicion de la nueva teoria, de manera que los teoremas y
descubrimientos de la vieja matematica se ven ‘relegados a una posicion
inferior’ [véase Dauben 1984]).

No obstante sus finos analisis conceptuales, Dauben deja de lado
los elementos socio-culturales de la produccion matemética y el papel
que dichos elementos podrian haber desempefiado en la revolucion con-
ceptual. Como ha sido sefialado recientemente, resulta sumamente di-
ficil entender el desarrollo y los cambios en el conocimiento matematico
sin tomar en cuenta los factores sociales y culturales subyacentes [e.g.
Restivo 1993; Glas 1993]. Dichos factores aparecen, en efecto, en las
aproximaciones historiograficas contemporaneas, no como simples fac-
tores externos, irrelevantes (como aparecen de hecho en la obra del
propio Lakatos, con su demarcacion entre ‘historia interna’ e ‘historia
externa’, [véase Lakatos 1978, 102 ss.]) sino como co-sustanciales y
fundamentales a la actividad matematica misma.

Un problema que se plantea dentro de la aproximacion socio-con-
ceptual del desarrollo de las matematicas es el de proveer criterios que
permitan detectar cambios sustanciales en el desarrollo de una teoria
matematica. La complejidad del problema puede ser percibida si se
toma en cuenta que dichos criterios 0 normas epistémicas dejan de
pertenecer al dominio estricto del pensamiento légico-matematico. El
giro que toma dicho problema —y que constituye, a nuestro parecer,
un giro cualitativo importante en la historiografia de las matematicas—
lleva a abandonar la busqueda de un ‘conocimiento objetivo’ (por ejem-
plo de tipo Popperiano, como el que propuso Lakatos en sus programas
de investigacion, esto es, un conocimiento guiado por una heuristica
positiva de tipo logico-falsificante) y lo reemplaza por un conocimiento
social-objetivo, es decir un conocimiento objetivo que abandona sus
pretenciones de ser universalmente valido por uno relativo a la época
y a la cultura en la que la actividad matematica toma raices y se de-
sarrolla.

La relativizacion del conocimiento matematico no impide, sin em-
bargo, intentar identificar ciertos ‘saltos’ o ‘rupturas epistemologicas’.
Por otro lado, es conveniente observar que estas rupturas epistemo-
légicas no son todas de igual naturaleza: una ruptura epistemologica
puede llevar a una nueva organizacion de la teoria en cuestion (un
ejemplo oportuno es el de los inconmensurables en Grecia); una ruptura
epistemologica puede llevar también al suegimiento de una nueva teo-
ria, como es el caso del lgebra.

11 (1995)



220 Luis Radford

A propésito del progreso en el conocimiento matemaético, Glas [1993
I, 46] sefiala una caracteristica que, nos parece, puede dar cuenta de
los ‘saltos’ que estamos intentando identificar.

El progreso, puede ser relacionado con una ganancia en generalidad, en
explicacién y poder unificador o contenido cognitivo [...]. La innovaci6n
explica las practicas anteriores de manera continua a diferentes niveles;
de ninguna manera la innovacién sigue las practicas anteriores de una
manera continua al mismo nivel.

Asi, por ejemplo, el ‘dlgebra’ en Diofanto, que constituye una
innovacién con relacién a los métodos numéricos de falsa posicion y
a los métodos geométricos de los escribas babilonicos, permite
explicar esas practicas, pero de ninguna manera sigue dichas
practicas al mismo nivel. Otro ejemplo (éste dado por Glas) es el del
célculo diferencial e integral: el cdlculo puede explicar los fallos y
los éxitos de los métodos anteriores para determinar 4reas, tangentes,
extremos, etc., pero no puede ser directamente derivable de dichos
métodos. Hay, tanto en el caso de una nueva teoria o de una teorfa
transformada, un carédcter de irreducibilidad que pone de manifiesto
la ruptura epistemolégica.

El propésito del trabajo que presentamos aqui es examinar la
teorfa de los niimeros poligonales a fines de la antigiiedad. Dis-
cutiendo las dos corrientes matematicas diferentes que prestan
atencién a los nimeros poligonales en dicha época —la primera
se sitla en el marco del neopitagorismo, y alcanza un punto ma-
ximo o apogeo en la Introduccion a la Aritmética de Nicémaco,
la otra se situa en el marco de la tradicién euclidiana, representada
por Diofanto en su obra Sobre los Nimeros Poligonales—, in-
tentaremos mostrar que la segunda corriente mencionada marca
un giro epistemolégico en la teorfa de los numeros poligonales.
No se trata, pues, de observar y analizar un fenémeno de emer-
gencia [surgimiento] de una teoria, sino de estudiar un fenémeno
de transformacion.

Dentro de este contexto, nos proponemos identificar, con cierta am-
plitud, las bases conceptuales que hacen posible dicho giro epistemo-
16gico, situando el proceso de transformacién en su propio contexto
cultural e histérico.

En la secci6n 1, abordaremos el papel del neopitagorismo en el con-
texto filos6fico de fines de la antigitedad, es decir, en la época en que
las obras de Nicémaco y de Diofanto mencionadas anteriormente fueron
escritas. En la seccién 2 intentaremos identificar el lugar que ocuparon

—— — m—_ e —
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Nicomaco y Diofanto en el ambiente social e intelectual de la época.
En la seccion 3 esbozaremos rapidamente la evolucion histérico-con-
ceptual de los niimeros poligonales hasta antes de Nicémaco, mientras
que dejaremos para la seccién 4 el contraste conceptual entre las dos
teorias.

1. El neopitagorismo a fines de la Antigiiedad

Un fenémeno filoséfico interesante del pensamiento antiguo lo constituye
la emergencia del neoplatonismo. Heredero intelectual de las ‘viejas
escuelas’ (principalmente de los primeros pitagéricos, la Academia de
Platén, el Liceo de Aristoteles, la ‘Vieja Academia’) y de pensadores
del platonismo medio, como Antioco de Ascalén (ca. 130 a. C.) y
Eudoro, el neoplatonismo —impulsado por Plotino (205 - 270 d. C.) y
sus discipulos— no emerge, sin embargo, como una corriente uniforme.
En efecto, el neoplatonismo encierra diversas tendencias, a menudo
mixtas (como lo prueba Hierocles, en cuya obra convergen
pensamientos platénicos, pitagoricos, orientales e incluso del propio
cristianismo [véase Aujoulat 1986]), lo que hace que los temas del
neoplatonismo (vistos a menudo bajo el lente de la contemplacién y del
éxtasis) sean también variados. Una de las corrientes neoplatonistas mas
fuertes es aquella en que el pitagorismo y el estudio de los numeros
desempeiian un papel fundamental: es en esta corriente —comunmente
llamada neopitagorismo— que encontramos a Jamblico, Porfirio y
Proclo.'

Es importante recordar que el neopitagorismo no es un fenémeno
exclusivamente neoplatonista; el ‘movimiento’ neopitagorista, conce-
bido como corriente filoséfica identificada con los primeros pitagoricos,
remonta a épocas mas tempranas. En efecto, el interés particular que
suscita el estudio de los primeros pitagoricos, hacia el siglo II y III
d. C., est4 ligado a un movimiento intelectual que remonta a los circulos
filosoficos del platonismo medio del siglo I a. C., en el cual encon-
tramos a uno de los romanos mas instruidos, Publio Nigidio Figilu

1. Debemos recordar que, cuando hablamos de neopitagorismo, estamos imponiendo una
fragil claisificacion filosofica post factum: filésofos de entonces se reconocian mds
bien como pitagéricos; por otro lado, dicho grupo de filésofos parece no haber sido
organizado en escuela, con un personaje a la cabeza. Se trata, pues, de una identifi-
cacion en términos de formas de pensamiento que se desarrollaban en circulos inte-
lectuales de caracter mas bien formal, en donde es dificil distinguir entre: *oidores’
y ‘discipulos’.

11 (1995)



222 Luis Radford

N —————

(98 - 45 a. C.).2 Es precisamente la época de Figilu que provendria
un interés marcado por el mito de la vida de Pitagoras, que se cris-
talizaria, algunos siglos mas tarde, en el circulo de los neopitagéricos
neoplatonistas, en una coleccion de obras sobre ese tema, entre las que
se encuentran La Vida de Pitdgoras de Jamblico, la de Porfirio, la
de Didgenes Laercio, una anénima transmitida por Focio (Photius), asi
como otras perdidas, entre ellas una del propio Nicémaco.’

‘El neopitagorismo neoplatonista puede ser visto como una corriente
de pensamiento inscrita en el platonismo ‘moderno’ del siglo III en el
cual los problemas filoséficos de los ‘primeros principios’ son expresados
en términos de nimeros, lo que lleva, a menudo, a una descripcion mas
0 menos matematica del mundo. No vamos a discutir aqui las diferencias
entre el neopitagorismo y otras tendencias filosoficas del neoplatonismo
o el propio platonismo. Lo que si conviene sefialar, de acuerdo con el
tema central de este trabajo, es que uno de los elementos que distingue
el neopitagorismo del propio platonismo y del viejo pitagorismo es el papel
que desempefia en €l el numero. En efecto, en el viejo pitagorismo, el
nGmero es inmanente a las cosas:’ en el neopitagorismo, las cosas no son
concebidas como formadas de nimeros, sino formadas de acuerdo a un
plan numérico. Por otro lado, si bien es cierto que en el neopitagorismo
los niimeros son vistos a menudo como entidades situadas entre las Ideas
y el mundo sensible, lo que podria acercarlo al platonismo, existe, en
el neopitagorismo, una idea de generacion dindmica de niimeros y de re-
laciones entre éstos que le es propia.’ Otra diferencia entre el platonismo
y neoplatonismo respecto a las matematicas (y en particular a la aritmética)
es el valor ético que el primero atribuye a éstas: la aritmética es buena
en el sentido que ayuda a la mente a elevarse y a ocuparnos de cosas
que estan mas alld del alcance de los sentidos.® El neoplatonista, por el
contrario, se acerca a las matematicas con un espiritu curioso, avido

2. Ciceron, en su traduccion del Timeo de Platén, da a Figilu el crédito de haber revivido
el sistema filosofico de ‘aquellos nobles pitagéricos’, sistema que se extinguié de al-
guna forma, dice Cicerén, luego de haber florecido por un niimero de afios en Italia y
en Sicilia [¢f,, Dillon 1977, 117].

3. Las primeras cuatro obras mencionadas relacionadas con la vida de Pitdgoras se en-
cuentran traducidas al inglés en Guthrie 1987.

4. Asi, por ejemplo, refiriéndose a los pitagéricos, Aristoteles seftala: *ellos dicen que
las cosas mismas son numeros’’ [Metafisica, 987’1’27].

5. Tebn, en la primera parte de su Expositio Rerum Mathematicarum ad legendum Plato-
nem utilitum dice: **Nurmero es una coleccion de ménadas o una progresion de la mul-
titud empezando y retornando a la ménada’ [R. y D. Lawlor 1979, 12].

6. Recordemos, por ejemplo, la importancia que Platén da al estudio de las matematicas en
la educacion de los reyes-filésofos o de los guardias, en el libro VII de La Repuiblica.
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de secretos escondidos que pueden ser revelados a través de los ni-
meros. Es por ello que el neopitagorismo, en su versién mas ‘simple’,
cae en una tradicion oriental prepitagorica, la Numerologia, a la cual
nos referiremos con mas detenimiento en la seccion 3; en su versién
mas ‘seria’, el neopitagorismo desemboca —para utilizar una expresion
de Nicémaco— en el estudio de los ‘niimeros cientificos’, a partir de
cuyo modelo el mundo sensible fue creado.

2. El lugar de Nicémaco y Diofanto en el ambiente intelectual de
fines de la Antigiiedad

Hacia fines de la Antigiiedad, el neoplatonismo no campeaba solo en el
terreno filosdfico; éste cohabitaba, por ejemplo, con el cristianismo
emergente y con antiguas corrientes cosmologicas (en general de origen
oriental) de explicaciéon de los sobrenatural —como la astrologia. Si
bien es cierto que la astrologia encontré una buena recepcion en el
romano de las clases populares, el intelectual romano se interesé —en
mayor o menor grado— en el neoplatonismo.” El estudio de la filosofia
y de la literatura formaban parte de las actividades en que los romanos
de las altas clases ocupaban su tiempo libre. Cicerén nos da una idea del
valor intelectual que se daba al estudio en el mundo antiguo; en efecto,
refiriéndose a Figulus, Ciceron dice: ‘‘El fue versado no solamente en
todas las otras artes que son propias a un gentithombre, sino también fue
un agudo y diligente investigador de aquellas cosas que reposan detras
de la naturaleza’’ *

Los romanos de las altas clases sociales solian hablar y leer griego, y
frecuentemente tomaban de ‘profesores’ a griegos instruidos para
aprender la filosofia y la literatura. Los profesores griegos (muchos de
ellos reclutados como esclavos) solian también encargarse de brindar
cierta educaci6n a los hijos de los romanos y velar por la biblioteca del
patrén [Lindberg 1992, 133-137].

Las ‘lecciones’ que los profesores o los esclavos daban eran vistas
a menudo como parte de la recreacién intelectual de las altas esferas
romanas. Muchas veces las ‘lecciones’ desembocaban en pequefias
obras escritas. Un ejemplo de esta dinamica intelectual nos lo brinda
el filésofo Porfirio —que escribié una obra sobre la vida de Pitagoras

7. Sin querer decir con esto que el romano cultivado fue indiferente a la astrologia [véase
Raymond 1963, 93].

8. Cf, Dillon 1977, 117.N. B.: a lo largo del presente articulo, las traducciones al espa-
fiol son del autor.
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[Guthrie 1987, 123-135]. Porfirio, discipulo de Plotino, y —junto con
éste— uno de los personajes claves del neoplatonismo, dio clases al
senador Crisoario y escribi6 —a raiz de una consulta sobre la filosofia
aristotélica que éste le hizo— su obra Introduccion (Isagoge). Esta obra,
que Porfirio dirige al senador, trata brevemente del género, la especie,
la diferencia, lo propio y el accidente. Otro ejemplo es dado por un pla-
tonista medio cercano al pitagorismo: Alejandro Polihistor. Alejandro fue
llevado a Roma como esclavo en el afio 82 a. C. Se sabe que en 70
a. C. ensefiaba en esa ciudad y que escribié un libro sobre los simbolos
pitagéricos, asi como una Sucesion de Filésofos [véase Dibgenes Laer-
cio, VIII, 25, tr. Hicks, 1925 1, 341 ss.]. Dillon [1977, 117] ha sugerido
que Figilu (a quienes ya nos hemos referido anteriormente) habria sido
instruido en el pitagorismo por Alejandro.

De la vida de Nicémaco de Geresa no sabemos mucho. Datos in-
directos permiten situarlo entre 50 y 150 d. C. De sus obras sobreviven
la Introduccién a la Aritmética 'y su Manual de Armonia. Un fragmento
de su Teologoumena Arithmeticae (Teologia de los Numeros) se en-
cuentra incluido en una obra del mismo nombre, atribuida a Jamblico;
Nicémano escribié dos obras que no han sobrevivido: una Vida de
Pitégoras (mencionada por Porfirio) y una Introduccion a la Geome-
tria. Cierto pasaje en una de sus obras sugiere que éste habria sido
—como Alejandro y Porfirio— un profesor en contacto con las altas
esferas romanas. En efecto, en su Manual de Armonia, escrito a so-
licitud de una dama —probablemente de alto rango— Nicémaco dice:

Y si los dioses lo permiten, tan pronto como tenga un momento de ocio y
de descanso en mis jornadas, compondré para usted una mejor y mas de-
tallada Introduccién sobre este tema, [...] y para que usted pueda seguir
con mayor facilidad el argumento, voy a empezar en el mismo punto en
el que émpecé su instruccién cuando expuse el tema para usted [D’Ooge
etal. 1938, 76].

Las ‘introducciones’ (como la de Porfirio o la propia Introduccion a la
Aritmética de Nicémaco, que designaremos en adelante por Int. Arit.)
forman parte de una produccion cientifica propia a esa época, y que no
puede ser comprendida sin el ambiente soco-intelectual que hemos
esbozado: dichas obras son dirigidas a un publico que encuentra cierto
interés en la literatura, en la filosofia e incluso en las matematicas, sin
interesarse necesariamente en las finas y sofisticadas discusiones
griegas de orden epistemologico [Lidberg 1992, 136-37]. Su proposito
es presentar cierto material en forma clara, breve y accesible a un lector
no especialista (lo que hace que muchas de esas obras —como la Inz.
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Arit— hayan alcanzado un buen éxito como ‘textos escolares’).
Muchas de esas obras son concebidas como obras de iniciacion a
lecturas filosoficas serias que requieren un conocimiento no trivial de
temas sobre la matematica, la astronomia y la miisica. Cabe sefialar a
ese respecto que uno de los objetivos de la Introduccion a la Aritmética
de Nicomaco es ayudar al lector en la comprension de Platon. Otra obra,
més o menos contempordnea a la Nicdmaco, a la cual nos hemos
referido previamente [nota 5], se inscribe en la misma direccion y lleva
un titulo aun mads sugestivo: Matemadticas utiles para entender a Platén,
de Tedén de Esmirna.

Los datos biograficos que poseemos de Diofanto son tan escuetos
como los que poseemos de Nicémaco. Generalmente su periodo de
florecimiento es situado hacia 250 d. C.; sin embargo Knorr {1993]
sostiene que Diofanto fue una generacioén anterior a la de Anatolio (ca.
siglo 11l d. C.), un filésofo neopitagorista convertido al cristianismo
y luego hecho obispo de Laodicea.

Ademas de su colosal obra Aritmética, dividida en 13 Libros, de
los cuales sélo sobreviven 10, nos ha llegado —aunque incompleta—
su obra Sobre los nimeros poligonales.” La dedicatoria que Diofanto
hace de la Aritmética a un ‘honorable Dionisio’ [véase Eecke 1926,
1], ha llevado a Tannery a sugerir que el Dionisio en cuestién es el
que fue arzobispo de Alejandria, que dirigié el gimnasio cristiano en
231 d. C. y que la Aritmética fue destinada a los estudiantes de las
escuelas cristianas. Knorr [1993] ha sugerido que la obra Definiciones,
también dedicada a un ‘Dionisio’ y habitualmente atribuida a Heron,
fue en realidad escrita por Diofanto, y que su objetivo era —como
el de la Aritmética— servir como un manual escolar introductorio. A
pesar de la supuesta cercania de Diofanto con los medios escolares
de la época, nada parece sugerir que su obra Sobre los mimeros po-
ligonales haya sido escrita para uso de las escuelas. M4s bien dicha
obra parece haber sido motivada por el auge que cobraron los niimeros
poligonales en el ambiente intelectual de fines de la Antigiiedad. La
obra en cuestion no intentaria responder, pues, a ‘alguna necesidad’,
sino plantear la teoria desde una perspectiva mas amplia, probando de-

9. Sin embargo Diofanto debi6 haber escrito mas obras. Asi, en ciertos pasajes de la Arit-
mética, Diofanto hace referencia a los porismas, lo que sugierc que se podria tratar de
una obra —ahora perdida— escrita por é1. Jamblico, en su /In Nicomachi Arithmeticam
Introductionem liber, le atribuye otra obra: Moristica [Heath 1910, 3]. Christianidis
[1991] ha sugerido la existencia de otra obra perdida: La ensefianza de los Elementos
de Aritmética.

—— R
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ductivamente ciertos resultados y generalizando otros ya conocidos
[véase la cita de Diofanto que damos en la proxima seccion].

Con los datos a nuestra disposicion, no es posible inferir algo respecto
a las eventuales orientaciones filosoficas de Diofanto. Probablemente Dio-
fanto no estuvo implicado en ninguna escuela filoséfica, por lo menos
activa y abiertamente; mas bien Diofanto pareceria haber estado ligado
a la escuela matematica de Alejandria.

3. Los niimeros poligonales en la tradicién pitagérica

Antes de entrar de lleno al estudio de las diferencias conceptuales entre
las obras de Nicémaco y de Diofanto que nos interesan, vamos a
emprender, para comprender mejor dichas diferencias, un esbozo
sucinto del desarrollo histérico de los numeros poligonales.

En ese orden de ideas, mencionaremos que los niimeros poligonales
(cuyo origen es ciertamente griego) parecen derivar de una tradicion
oriental prepitagérica a la que nos hemos referido previamente: la nu-
merologia. Dentro de esta tradicion, los nimeros son vistos portadores
de significados ocultos y son a menudo identificados con los dioses,
con los astros y con el destino de los hombres. Asi, por ejemplo, en
Mesopotamia, el nimero 60 fue identificado con el dios Anou, dios
del cielo y de todos los dioses [véase Pichot 1991, 119-121]; en el
mundo griego, se creia que el numero siete ejercia un control sobre
el nacimiento y la edad del hombre; dicho numero era asociado a la
diosa Atenas, una diosa sin progenitores ni descendientes, por consi-
derarse que dicho nimero no es generado por otros numeros (por ser
primo) ni genera ninguno de los nimeros que constituyen la década.'

La falta de fuentes pitagdricas escritas a su inicio (sin duda por
el caracter oral de la propia tradicién pitagorica, alentado por la es-
tructura hermética de la misma) no hace posible situar con precision
la emergencia de las primeras ideas sobre los nimeros poligonales.
Sin embargo, comentarios posteriores sugieren la existencia de una

10. Esa ‘propiedad’ no es, pues, compartida por los otros primos de la década (es decir,
los nimeros 1, 2, 3, ..., 10), como 3 o 5 que si generan otros nimeros de la propia dé-
cada: 3, por ejemplo, genera al nimero 6 y al niimero 9. La década constituye un tema
central de los neopitagéricos; por ejemplo, ése es el tema de uno de los fragmentos
que sobreviven de 1a obra de Anatolio: Sur la décade et les nombres qu elle comprend
[Tannery 1915 111, 12-28]. Sin embargo, la década aparece ya en una obra de Espeusi-
po, sobre la cual regresaremos més adelante.
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reflexion detenida sobre los numeros y su papel en el sistema de pen-
samiento pitagdrico.

Filolao es considerado el primero en haber roto la tradicién pita-
gorica oral y haber escrito sobre las ideas pitagéricas.'' Su obra, de
la cual sobreviven solamente algunos fragmentos, como es de hecho
el caso de todos los ‘primeros pitagoricos’,”” es conocida por comen-
tadores y escritores posteriores.” Uno de esos fragmentos es particu-
larmente importante, pues en él encontramos cierta idea sobre el valor
epistemolégico del nimero: ‘‘Toda cosa que puede ser conocida tiene
un Numero, pues no es posible pensar o aprehender algo sin El [Nu-
mero]’’ [Freeman 1956, 74, fragmento 4]. Aunque evidentemente es
dificil obtener conclusiones definitivas a partir de pequefios fragmentos,
la idea de Filolao parece ser la de formular una condicién (necesaria)
para que algo pueda ser conocido, a saber, la de poseer un Nuamero."
No tenemos forma de saber a qué clase de conocimiento se refiere
Filolao en dicho fragmento. Huffman [1988] sugiere, sin embargo, que
no se trata de una simple aprehensién o reconocimiento, sino de un
verdadero conocimiento. Otro de los fragmentos de Filolao trata de
la distincion de numeros en pares, impares y pares-impares,'* asi como
un estudio de las razones musicales."

No es posible determinar si Filolao escribié sobre los numeros po-
ligonales. Sin embargo, cuando Aristoteles menciona el procedimiento
de Eurito para obtener el numero que corresponde a cierta cosa [Me-

11. La época de Filolao es dmcﬂ de situar; no obstante, la mencion que hace Platén de Fi-
lolao en el Phaedo, 61% , deja inferir que Filolao debid vivir en la segunda mitad del
siglo V y principios del S|gl0 IVa C.

12. Una compilacién de fragmentos de filosofos presocriticos fue emprendida por Her-
mann Diels: Die Fragmente der Vorokratiker (1848-1922). Los fragmentos fueron
mas tarde traducidos al inglés por Freeman [1956].

13. No es posible determinar si Filolao escribié una o mas obras [Proclo, en su Comenta-
rio al Libro 1 de Euclides, menciona Las Bacantes, como una trilogia de Filolao: cf.
Proclo; véase Eecke 1948, 18].

14. Un problema que s¢ plantea en la aproximacion epistemolégica que parece proponer
Filolao es el de saber como los nimeros pueden ser asociados a las cosas. Una manera
‘ingenua’ nos es transmitida por Aristoteles, quien dice, a propésito de los pitagéricos:
**.. Furito decidié cual era el nimero de las cosas (por ejemplo el de un hombre o ¢l
de un caballo), imitando las tiguras de las cosas vivas con piedras, como cierta gente
ha puesto los niimeros en forma de triangulos o de cuadrados®” [Metafisica 1092°10].

15. El fragmento, que proviene de una cita hecha por Estobaco [mitad del siglo V d. C.]
de 1a obra Sobre el Universo de Filolao, dice asi: “*El niimero tiene dos formas distin-
tas, impar y par, y una tercera compucsta de ambos, la par-impar; cada una de esas dos
formas ticne varios aspectos que cada cosa muestra en si misma’’ [Freeman 1956, 74,
fragmento 5).

16. Freeman 1956, 74, frag. 6.
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tafisica 1092°10; ver nota 14], termina diciendo: **... como cierta gente
ha puesto los niimeros en forma de tridngulos o cuadrados’. Se trata
evidentemente de una alusién a los primeros numeros poligonales.'’
Esto nos permite inferir que en la época de Eurito, es decir, a principios
del siglo 1V a. C., los primeros conceptos sobre los nimeros poligonales
habfan sido desarrollados. Dado que Eurito era discipulo de Filolao,
dicha practica pudo haberse desarrollado (o continuado, si ese fuese
el caso) en el seno del circulo académico de Filolao."

Sabemos que la obra de Filolao era bien conocida y apreciada por
Espeusipo, sobrino de Platon y que a la muerte de éste (348 o 347
a. C.) tomo la direccion de la Academia. Sabemos también que Es-
peusipo, cuya vida se situd entre ca. 410 y 339 a. C. [véase Taran,
1981, 7], escribié una pequefia obra llamada Sobre los Nimeros Pi-
tagoricos, en la cual aparecen los nlimeros poligonales y los niimeros
sélidos. Lo poco que sabemos de dicha obra se encuentra en la Theo-
logoumena Arithmeticae, atribuida a Jamblico. De acuerdo a esta fuente,
la mitad Sobre los Nimeros Pitagoricos trataba ‘de la forma mas ele-
gante sobre los nimeros lineales y los poligonales y con toda clase
de superficies y numeros sélidos’. La primera parte abordaba tam-
bién los cinco poliedros platonicos. La otra mitad de Sobre los Ni-
meros Pitagoricos trataba de la década, en la tradicion de la
numerologia griega;'” el fragmento existente pertenece a la segunda
parte.”® En todo caso, no queda claro hasta qué punto el desarrollo
de la teoria de los nimeros poligonales pudo haber llegado en la
obra de Espeusipo.

En el fragmento sobreviviente de la obra Sobre los Nimeros Po-
ligonales de Diofanto, encontramos mencionado a Hypsicles (fI. 170

17. Recordemos que los nimeros poligonales se dividen en triangulares, cuadrados, penta-
gonales, hexagonales, etc. y que esos nimeros se obtienen como resultado de las su-
mas sucesivas de los primeros términos de progresiones aritméticas de primer término
igual a 1 y diferencia d. Asi, utilizando el simbolismo moderno, si la progresion arit-
mética es 1, I+d, 1424, ..., los nimeros poligonales resultantes son: I, 1+(1+4),
1+(1+d)+(1+2d), etc. Si d=1, obtenemos los numeros triangulares; si d=2 ob-
tenemos los niimeros cuadrados, etcétera.

18. Otro testimonio de una actividad alrededor de los nimeros poligonales en el siglo 1V
a. C. nos es dada en Vitarum scriptores Graeci Minores, en donde se menciona que Fi-
lipo de Opus, discipulo de Platon, escribié una obra, actualmente perdida, intitulada
Sobre los mimeros poligonales [véase Heath 1910].

19. Un estudio de las diferentes tradiciones de la numerologia griega se encuentra en
Robbins 1921,

20. Dicho fragmento se encuentra traducido al inglés en Thomas 1939, 75-83. Nuestra
cita textual se encuentra en la p. 77. Seflalemos igualmente que la Theologoumena
Arithmeticae, atribuida a Jamblico, fue traducida recientemente por Waterfield (1988].

— m— —= - — — Ena—
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a. C.). De hecho uno de los objetivos de Diofanto en dicha obra es
probar una propiedad sobre los nimeros poligonales:

Asi se encuentra demostrado lo que fue dicho por Hypsicles en una defi-
nicion: si tantos numeros como se quiera, empezando con la unidad, tie-
nen igual diferencia, y si la diferencia es igual a la unidad, la suma de
todos esos nimeros serd un nimero triangular; si la diferencia es dos uni-
dades, la suma serd un nimero cuadrangular, 'y si la diferencia es tres
unidades, la suma serd un nimero pentagonal [...] [véase Eeck 1926,
289].

No hay, sin embargo, ninguna referencia a una obra de Hypsicles en la
que se encontraria desarrollado el tema de los numeros poligonales.
Sabemos, por el contrario, que Hypsicles escribié un tratado sobre
astronomia, llamado AnaforikoV [Avadopikog], y que en él trata de
ciertas propiedades sobre las progresionas aritméticas.”’ Ahora bien,
como veremos con detenimiento mas adelante, el tratamiento que
Diofanto hace de los numeros poligonales es basado precisamente en
propiedades de progresiones aritméticas; de esa cuenta, resulta muy
probable que Hypsicles haya tenido a su disposicién el marco
conceptual necesario para emprender un estudio de los niimeros
poligonales en el estilo que encontramos en Diofanto. Sin embargo, en
la cita anterior, Diofanto da la impresion que su obra aporta la
demostracién de la propiedad enunciada por Hypsicles, lo que da lugar a
pensar que si éste escribi6 realmente una obra sobre los nimeros poligonales
y lo hizo en el estilo de la de Diofanto, su contenido no fue desarrollado hasta
el punto que encontramos en el fragmento existente de la obra
correspondiente de Diofanto. Como nuestro propdsito en esta seccién no es el
de discutir los eventuales aportes de Diofanto a la teoria de los numeros
poligonales, sino el de hacer una descripcion del desarrollo conceptual de
esta teoria, vamos a dejar esta discusién para mas adelante. Subrayemos
simplemente el hecho de que la mencién que hace Diofanto de Hypsicles
pone en evidencia una actividlad matematica en tomno a los niimeros
poligonales en el siglo Il a. C.

Continuando con nuestro breve desarrollo conceptual de los niimeros
poligonales, debemos mencionar ahora a Plutarco, un filésofo platonista
medio del siglo II d. C., discipulo de Ammonio. En Cuestiones pla-

21. De acuerdo a Heath, entre los resultados (expresados en notaciones modernas) obteni-
dos por Hypsicles se encuentra el siguiente: Si a,, @2, .., @utt , dosl 5 ...y T 20 €S UNA
progresion aritmética dereciente de 2n términos con 8 (=a\-ai=as—az=..)
como diferencia comun, entonces

a1+ar+...+an—(@mi+apa+...+ax)=n?8 [Heath 1921 11, 216).
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ténicas, nimero 'V, Plutarco discute las razones por las cuales la recta
es, en la Naturaleza, anterior al circulo. En cierto momento de la discusion,
Plutarco dice: ‘‘Pero ciertamente la unidad es triangular; pues cada nimero
triangular tomado ocho veces, aiiadido de una unidad, se vuelve cuadran-
gular, y esto sucede con la unidad’ [Plutarco 1909, 517).2

El hecho de que Plutarco mencione dicha propiedad sin explicacion
adicional, nos sugiere que la propiedad en cuestion formaba parte del
conocimiento corriente de los filésofos de la época. No podemos saber,
empero, como ésta pudo haber sido obtenida. Probablemente se trata
de una proposicion establecida en el estilo de Nicémaco o de Teén
de Esmirna. En todo caso, Diofanto, al iniciar su obra Sobre los Nu-
meros Poligonales, menciona una propiedad que es una generalizacién
de la mencionada por Nicomaco; en efecto, en la obra de Diofanto
la propiedad tiene que ver con todos los nimeros poligonales, no so-
lamente con los triangulares:

Se ha reconocido, dice Diofanto, que todo nimero poligonal, multiplica-
do por un nimero que depende de la cantidad de sus angulos, mis un
cuadrado que depende también de dicha cantidad de angulos, forma un
cuadrado [véase Eecke 1926, 278].23

4. Los niimeros poligonales en Nicoémaco y en Diofanto

Para abordar el estudio de las diferencias conceptuales entre la teoria de los
numeros poligonales de Nicémaco y la de Diofanto, vamos primeramente a
concentrar nuestra atencion en el sustrato conceptual sobre €l cual reposa la
teoria expuesta por cada uno de nuestros autores. El sustrato conceptual es
lo que subtiende y delimita la forma en que la actividad matematica (esto es
sus objetos, sus problemas, etc.) es vista y practicada®* En términos

22. En notaciones modernas, si A designa el conjunto de niimeros triangulares y C el con-
junto de niimeros-cuadrados, {a propiedad atirma que (V/) (e A= 8t+ | € C). (Sin
embargo, Plutarco parece utilizar la propiedad reciproca, que en este caso también es
verdadera.)

23. En términos mds precisos, si P designa el conjunto de numeros poligonales, p un ele-
mento de P y B el nimero de 4ngulo de p, la propiedad que Diofanto va a demostrar
que puede enunciarse asi: (Vp) (pe P=>8p(B-2)+(B- 4)2 e Q).

24. El sustrato conceptual al que nos referimos aqui coincide probablemente hasta cierto pun-
to con lo que Fleck [1979] llamé ‘estilo de pensamiento’. Sin embargo, €l término de
Fieck nos parece evocar la existencia de cierta libertad intelectual; un ‘estilo’ es, en efec-
to, un acto deliberado, consciente, una cuestion de gusto. Nuestra posicion es, en este sen-
tido, radicalmente opuesta: el estilo de pensamiento —y esto lo reconocia Fleck (op. cit,
41)— esta enraizado en el pensamiento social correspondiente: mas oportuno hubiese
sido quizas hablar de ‘forma de pensamiento’.
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generales, el sustrato conceptual esti fuertemente condicionado por
‘creencias’ (por ejemplo acerca de la ‘naturaleza’ de los objetos
matematicos), posiciones epistemoldgicas, sociales, culturales, filoséficas,
etc. Dichas creencias y posiciones no son necesariamente explicitas. Sin
embargo, en el caso de Nicomaco, es posible detectar con bastante
claridad las trazas de la influencia de su posicién filosofica en el
sustrato conceptual que subyace a la Introduccion a la Aritmética. En
efecto —aun sin intentar entrar a discutir a fondo la posicion filosofica
de Nicémaco, discusién que es, en virtud de las fuentes histbricas
disponibles, ‘necesariamente incompleta’ [D’Ooge et al. 1938, 88]—
cabe mencionar que las primeras frases de Int. Art., I, §VI sugieren que
Nicémaco concibe que el universo fue determinado y ordenado de
acuerdo al nimero conceptual, que pre-existe en la mente del Creador.
El niimero conceptual da lugar a un patrén —que desempefia el papel
de un plan preliminar— sobre el cual fueron creadas todas las cosas:.
‘el tiempo, el movimiento, los cielos, las estrellas y toda clase de
revoluciones’’ [Int. Art. 1, IV, 1].% La creacién es tal que las cosas
creadas poseen una armonia. Dicha armonia es expresada no por el
namero conceptual sino por el numero cientifico: éste aparece, en
efecto, como la expresion de la armonia de las cosas (reales,
inmateriales) existentes en el universo y, como a dichas cosas, le
subyace la eterna lucha de las dos fuerzas cdsmicas primeras, de lo
limitado y lo ilimitado, de lo parecido y lo diferente, de la ménada y la
diada [/bid.. 1. 1V. 2).* '

El papel epistemologico que Nicémaco atribuye al estudio de las
matematicas es precisamente el de brindar un_acceso —a través del
estudio de los numeros cientificos— al conocimiento del Universo.”
El conocimiento del Universo puede realizarse (aunque no quede claro
hasta qué punto) a través de la bisqueda de las relaciones armoniosas
entre sus componentes. Dicha armonia es vista en término de regu-
laridades numéricas, que estan alli esperando a ser descubiertas. El pro-
grama de investigacion de la Introduccion a la Aritmética es precisamente

25. Nuestro anélisis de Nicomaco esta basado en la traduccion inglesa de 1938 hecha por
D’Oodge, que contiene los estudios sobre la aritmética griega de Robbinsy Karpinski.

26. El papel central que desempefia la armonia en la cosmologia de Nicoémaco no es una
idea original; es una idea que remonta a los primeros pitagéricos [véase, por ejemplo,
el fragmento 10 de Filolao en Freeman 1956, 75].

27. De nuevo, no se trata de una idea original. Es mas: Nicoémaco cita a ese respecto a Ar-
quitas y a Platén [¢f. 1bid., 1. 11T 3 s5.]
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ese, el de descubrir la armonia del mundo a través de las regularidades
existentes en los nimeros, El instrumento par excellence en esta inves-
tigacion filosofica-matematica es el estudio de los patrones numéricos.

Las consideraciones anteriores respecto al sustrato conceptual de Ni-
cémaco nos dan un punto de partida para entender el tipo de actividad
matematica en el que se coloca la Introduccion a la Aritmética. Sin
embargo, dicho sustrato no puede dar cuenta de la ‘dindmica’ de la
actividad mateméatica misma, esto es su estructura conceptual y los me-
dios especificos utilizados para plantear y resolver preguntas o pro-
blemas. Para entender mejor dicha ‘dinamica’ debemos dotarnos de
una metodologia que, evidentemente, dependera del analisis conceptual
que queremos llevar a cabo.

Para intentar entender el contraste conceptual en las obras de
Nicémaco y Diofanto sobre los niimeros poligonales, vamos a
recurrir aquf a lo que hemos llamado anteriormente el sistema de
conocimientos matematicos [Radford 1993]. Dicho brevemente,
dada una ‘teoria’ matematica T, se trata de investigar la estructura
conceptual T que la subtiende, prestando atencién a la tripleta (Q,
I1, ) —que llamamos sistema de conocimientos matematicos de la
teoria 7—, en donde Q2 designa la familia o conjunto de conceptos de 7,
I1 designa la familia de problemas que son planteados en Ty X designa
el conjunto de métodos que perimiten resolver los problemas IT de 7.

. Al examinar el texto o conjunto de textos en los que las teorias en
estudio son expuestas, nuestro enfoque metodolégico intenta ir mas alla
de lo que los lingitistas han llamado la ‘estructura de superficie’ del
texto y tener acceso a la ‘estructura profunda’ —una estructura
implicita— con el objeto de detectar las redes conceptuales que
subyacen a cada una de las teorias en cuestion. Sin embargo, para
alcanzar resultados significativos en el estudio de los elementos
conceptuales que distinguen las teorias de los numeros poligonales que
estamos estudiando, el reconocimiento, inspeccién y anélisis de la
estructura profunda no puede limitarse al simple contraste de las
componentes de los sistemas de conocimiento matematico que subyacen
las teorias Tn y To de Nicémaco y de Diofano, respectivamente, sino de

28. Los problemas a los que nos referimos aquif son aquellos en que la atencion de la teo-
ria es puesta; un problema puede ser el establecimiento de un teorema; puede ser tam-
bién la busqueda de objetos de la teoria (numeros funciones, etc.) que verifiquen
ciertas condiciones. En el primer caso, el método de resolucién se refiere a un método
de prueba o demostracion; en el segundo a un método de solucion propiamente dicho.
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verlas en su interrelacién propia. Se trata,
pues, de ver las componentes en su inte- r 1
raccién relacional tiraléctrica interna.” Q Il
(véase Fig. 1).

Veamos ahora los puntos medulares

de la exposicion que hace Nicémano fz 1'3
de los nimeros poligonales. Para ello p3
empecemos considerando el concepto ‘

de nimero en general. Conviene obser- Fig. 1

var a ese efecto que el estudio del concepto de niimero esta supe-
ditado al de cantidad. En efecto, de acuerdo a Nicémaco, las canti-
dades se dividen en dos: las cantidades absolutas y las relativas.
Las absolutas se estudian en el marco de la aritmética y las relativas
—Ilas proporciones— en e| marco de la miisica. Nicomaco menciona
otra categoria: el de las cosas en la naturaleza relacionadas con el
‘tamafio’ o la ‘talla’ (éste es el caso de los objetos de la geometria y
de la astronomia), las cuales pertenecen al marco de las magnitudes
[D’ooge 1938, 1. II. 5]. De acuerdo a esta clasificacién, los
nimeros y los niimeros poligonales, son tratadas por Nicémaco en
el marco de la aritmética.

El concepto de nimero es definido por Nicémaco como ‘‘una
multitud limitada o una combinacién de unidades o una progresion
de.cantidades hecha de unidades’’ [/bid. Art. 1. IV. 2]. La definici6n
estd, pues, compuesta de tres definiciones (o subdefiniciones) que
Nicémaco presenta como sindnimas o complementarias. La primera,
que parece remontar a los antiguos pitagéricos e. incluso probablemente
a Tales,” en la que el niimero es visto como ‘multitud limitada’,
estd intimamente relacionada con la idea de multitud o de cantidad
y a la accién de contar dicha multitud: un nimero es ‘numero
de unidades’ [véase Aristoteles, Metafisica N5, 1092°"°].*! La se-
gunda y la tercera (cuyo caracter dindmico parece ser un aporte

Mathesis

29. Una exposicion més detallada del acercamiento metodolégico que hemos esbozado se
encuentra en Radford 1993.

30. Timarides, en ¢l siglo IV a. C. definia el nimero como ‘una cantidad limitada’ [véase
Maziars y Greenwood 1968, 18].

31. Sin intentar entrar a discutir el asunto a fondo, podemos preguntamos si el hecho que
¢l concepto griego de numero se haya visto ‘restringido’ a 1a accién de contar multitu-
des limitadas tuvo alguna influencia en la exclusién de conteos en procesos infinitos
(del estilo que plante6 Zendn, por ejemplo).
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del neoplatonismo)*? son muy parecidas a la definicién de Namero
que da Teén de Esmirna [Lawlor 1979, 12].”

La teoria de los nimeros poligonales es expuesta en el Libro II, ca-
pitulos VIII a XII. Los nimeros estudiados son: los triangulares, los
cuadrados, los pentagonales, los hexagonales, los heptagonales y los oc-
tagonales (aunque no todos con la misma profundidad). La definicién
que da Nicémaco de los ntimeros triangulares es la siguiente: ‘“Ahora
un nimero triangular es uno que, cuando es analizado en sus unidades,
la equilateral posicion de sus partes en un plano forma una figura trian-
gular’” [D’ooge 1938 II. VIL 1].

Nicémaco centra su atencién en dos procedimientos de generacién
de nimeros poligonales:

(a) un procedimiento numeérico, en el cual los niimeros se obtienen a
través de adiciones sucesivas de los primeros términos de la progresion
aritmética: asi, los nimeros triangulares son obtenidos a partir de la
progresion 1, 2, 3, 4, ... Los primeros nimgros triangulares son entonces
1, 3, 6, 10, etcétera;

(b) un procedimiento geométrico-aritmético, en el cual la representacion
geométrica de un nimero poligonal de una clase (los triangulares, por
ejemplo) es obtenida afladiendo a la figura geométrica del niimero
.poligonal anteriormente construido el nimero de unidades indicado por el
término correspondiente de la progresion aritmética en consideracion. Asi,
por ejemplo, en el caso de los niimeros triangulares, se tiene:

1 3 6 10
a o a aaa gaoaon
a oo
+2 a
—p— 43 y
————
Fig. 2

32. En D’ooge 1938 I1, VII, 3, Nicomaco retoma la idea de nimero como entidad dinami-
ca: luego de haber expuesto que el punto es el principio de la linea, la linea el principio de
la superficie y ésta del cuerpo (o solido), dice: ‘‘Igualmente en nimeros: la unidad es el
principio de todo nimero que avanza de unidad en unidad en una direccion’’,

33. No obstante las similitudes, observemos que Tedn, contrario a Nicomaco, consagra
una seccion a la diferencia entre el nimero (como objeto intangible) y la cantidad nu-
merada (por ejemplo, ‘5 caballos’, que se encuentra entre los objetos tangibles).
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El 1 es considerado ‘potencialmente’ numero triangular, ya que la
unidad no es considerada como nimero. Por otro lado, observemos que,
de acuerdo al sistema simbolico-numérico griego, la unidad es
representada por la letra o; de esa cuenta los numeros triangulares
mostrados en la figura 2 son vistos como ‘combinacién de unidades’, lo
que concuerda con una de las ideas fundamentales griegas respecto al
nimero, como lo sefialamos antes.

Un procedimiento similar permite construir los niimeros cuadrados:

a % « a o « c o a o a a a a «a
a o a2 a « a a a «a x ¢ o a «a
1 a a o a a a a a o a0 a «a
4 ax o a a ac o o a o
9 a a ¢ a «a
16
+3 25
_;5>
+zl
—+L>
Fig. 3

Nicémaco observa que, como en el caso de los niimeros triangulares, los
‘lados’ de esos numeros aumentan de uno en uno. Los ‘lados’ son, en
efecto, en cada caso, 1, 2, 3, 4, 5, etcétera

Los nimeros pentagonales son generados de forma similar a los anteriores,
a partir de la sucesion 1, 5, 9, 13, 17, ... En el capitulo XII del Libro II,
Nic¢émaco obtiene otras regularidades. Asi, por ejemplo, observa que cada
ntimero cuadrado es suma de dos ‘triangulares consecutivos y que

cualquier tridngulo afiadido a una figura cuadrada hace un pentagono
[...]. Similarmente, si los tridngulos se afiaden a los pentigonos, siguien-
do el mismo orden, se produciran los hexdgonos en ¢l debido orden, y de
nuevo los mismos triangulos con los uitimos harén los heptagonos en or-
den, los octagonos después de los heptagonos, y asi sucesivamente hasta
el infinito [D’ooge 1938 11, XII, 3].

Las regularidades anteriormente mencionadas son ejemplificadas por
Nicémaco a través del arreglo rectangular siguiente:

triagngulos 1 3 6 10 1S 21 28 36 45 55
cuadrados 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
pentagonos 1 5 12 22 35 51 70 92 117 145
hexagonos 1 6 15 28 45 66 91 120 153 190
heptagonos 1 7 18 34 55 81 112 148 189 235
Fig. 4
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La notacién matricial actual nos permite escribir esos resultados de la
siguiente manera:
ap.m = ap—l.m + al,m-l

Refiréndose al arreglo rectangular anterior (Fig. 4), Nicémaco nota
varias propiedades, por ejemplo que la diferencia entre dos términos
sucesivos de una misma columna es un namero triangular. Esto es,
utilizando de nuevo la notacion moderna, gym - Gpim = Arma

En términos de nuestro enfoque metodoldgico, la familia ITde
problemas planteados en la teoria de los nimeros poligonales de
Nicémaco consiste en la bisqueda de regularidades que resultan de la
combinacion de los términos de una o mas sucesiones a través de su
suma, su diferencia y —aunque en menor grado— su multiplicacién, asf
como del célculo de proporciones.’ La naturaleza de los problemas no
es, evidentemente, propia a la teoria de los nameros poligonales, sino
que pertenecen al programa general de investigacion de la Introduccion
a la Aritmética de Nicomaco. Asi, por ejemplo, en el Libro II, XIX,
Nicémaco se interesa a los nimeros cuadrados y a los heteroméicos (es
decir aquellos de la forma n(»n + 1), nimeros que encierran a la vez lo
similar (lo par) y lo diferente (lo impar), pues en n y n+1 hay siempre
un nimero par y uno impar). Al considerar los primeros numeros de
esas dos categorias, esto es: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121,
144, 169, 196, 225, etc., y luego 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110,
132, 156, 182, 210, 240, etc., Nicomaco observa ciertas regularidades,
entre ellas la que concierne a las diferencias entre los términos
correspondientes en cada sucesion: ‘‘Sus diferencias’’, dice Nicoémaco,
‘‘aumentan de acuerdo a los nimeros sucesivos a partir de 1’’ (esto es:
2-1=1; 6-4=2; 12-9=3; etc.). Ademds, ‘‘si el segundo término de los
cuadrados es comparado con el primero de los heteroméicos, el tercero
con el segundo, el cuarto con el tercero, y el resto similarmente [...] sus
diferencias aumentardn no més a partir de 1 sino de 2”°. [D’ooge 1938
II, XIX, 3]. Mas adelante, Nicémaco observa que

los cuadrados entre ellos tienen s6lo diferencias impares, los heteroméicos
diferencias pares. Y si ponemos el primer nimero heteroméico como término

34. Las regularidades se estructuran a menudo en regularidades cada vez méas complejas.
Asi, en el caso de los nimeros cuadrados, por ejemplo, una primera regularidad es ob-
servada en la sucesion 1, 3, 5,7, 9,... Una segunda regularidad es observada al sumar
los términos de esa sucesion 1, 1 + 3, 1+3+5, ... La sucesién asf obtenida, esto es 1, 4,
9, ... participa en regularidades a su vez mas complejas, expresadas siempre en térmi-
?os de ‘;)peraciones elementales, como las que hemos indicado arriba, a propésito de la

igura 4.
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medio entre los dos primeros cuadrados, el segundo entre los dos proxi-
mos, el tercero entre los dos siguientes, ¢l cuarto entre los dos préximos
que siguen, serdn vistas aun mas regularmente las relaciones numéricas
en grupos de tres términos. [...]. El grande es al medio como el medio es
al pequefio [...]. En todos los grupos, también, el producto de los extre-
mos es igual al cuadrado del medio; y los extremos, més dos veces el me-
dio dara siempre un cuadrado [/bid. 11, XIX, 4].

El Libro I, XX empieza observando que ‘‘cada cuadrado mds su propio
lado se vuelve heteroméico o, por Zeus, también si su lado es restado de
él”” [Ibid. 11, XX, 1].

Los métodos de resolucion X de la teoria T de Nicomaco no se ex-
presan a través de un sistema simbolico; esto hace que los métodos de
resolucién no dejen, por decirlo asi, trazas de su existencia. En su etapa
heuristica, es posible imaginar dichos métodos volcados al examen mi-
mucioso de sucesiones de numeros a un nivel intersucesion (es decir entre
los diferentes términos de una misma sucesion) asf como entresucesiones
(es decir, entre diferentes sucesiones numéricas). En su etapa ‘formal’,
los métodos de resolucion se reducen a desempefiar un papel de veri-
ficacién o ilustracién de la regularidad encontrada, dentro de las fronteras
del plano aritmético y sobre un cierto nimero (pequefio) de casos. Su
validez no es sostenida por un argumento deductivo, sino por una premisa
filoséfica que hace que la regularidad mostrada en ciertos casos se re-
produce ad infinitum. Sospechar la regularidad observada més alla de los
casos mostrados por la experiencia equivale, en el sustrato conceptual de
Nicémaco, a poner en tela de juicio la armonfa del universo y, de hecho,
toda la cosmologia en la que se circunscribe el pensamiento de Nicémaco.
Este punto sera de interés cuando comparemos maés adelante los métodos
de Diofanto con los de Nicomaco.

Varnos a intentar avanzar un peldafio mas en nuestro analisis de la teoria de
los niimeros poligonales de Nicomaco, tratando de detectar lo que podriamos
llamar una frontera epistemolégica del sistema de conocimientos mate-
méticos asociado a dicha teoria. Esquematicamente, dicho sistema puede ser
visto, de acuerdo a lo dicho anteriormente, de esta forma: si M es una matriz
de » filas (con n = 1), siendo esas filas sucesiones Si, S, Ss, ..., S. de nimeros
‘interesantes’ en el sentido de T (como los niimeros pares, los nimeros
impares, los nimeros cuadrados, etc.), un problema p de T'es ‘reconocer’ una
regularidad numérica » entre elementos de M. El problema p se expresa como
una proposicion o teorema (aun si en la organizacion y presentacién que hace
Nicomaco, el resultado no es mencionado explicitamente como una
proposicién). El método de resolucion esta confinado a ilustrar sobre casos
concretos la validez de la proposicion en cuestion.

11 (1995)



238 Luis Radford

Dentro del sistema de conocimientos matematicos de Nicémaco, un
problema o proposicion adicional, no mencionado en la Introduccion
a la Aritmética, es el siguiente:

‘La mitad de todo numero heteroméico da un nimero triangular’,

Podemos mencionar otro problema, que tampoco se encuentra en la
obra de Nicémaco, pero que pertenece a su teoria T de los niimeros
poligonales:*

Si los heteroméicos se afiaden a los triangulares, y se resta dos veces la
raiz de los cuadrados, siguiendo el mismo orden, estos producen los pen-
tagonales en el debido orden.

Ahora podriamos ilustrar, a la manera de Nicémaco, la regularidad
anunciada en ese problema, con ayuda de un arreglo rectangular:

Lados 1 2 3 4

Cuadrados 1 4 9 16
heteroméicos 2 6 12 20
triangulares 1 3 6 10
pentagonales 1 5 12 22

Diriamos entonces, utilizando el tipo de argumento de Nicémaco, ‘En
efecto, si afiadimos 2 a 1 y luego restamos el doble de 1, obtenemos 1;
similarmente, si affadimos 6 a 3 y luego restamos el doble de 2,
obtenemos 5, y asf sucesivamente’.

Colocandonos, pues, dentro de la teoria T de Nicémaco, podriamos
generar otros problemas como los dos anteriores. La pregunta que emer-
ge ahora es la de tratar de sugerir problemas fuera del alcance de la
teoria de Nicomaco. En ese sentido, conviene observar que problemas
como el de la obtencién directa del numero triangular o cuadrado (u
otro) que ocupa la posicién 23 o la posicién 129, etc., se encuentran
fuera del paradigma constituido por la teoria 7 de Nicémaco. Una ‘fér-

35. Dicho problema se expresa, en efecto, a través de los ttiles conceptuales presentes en
la obra de Nic6émaco.
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mula’ de ese estilo (no necesariamente expresada en lenguaje simbélico,
por supuesto) parece inconcebible, en particular, por el hecho mismo
que el marco conceptual 7 en el que Nicomaco se sitia no incluye
el concepto operativo de ‘niimero general’ o ‘numero cualquiera’ (en
contraste con el caricter operativo de los ‘nuimeros concretos’ como
1, 2, 3, ..., que obviamente si estd presente en Nicomaco). La aparicién
de formulas que evitan el célculo de uno en uno de los términos de
una sucesién constituye, segin nosotros, una frontera epistemolégica
a la teoria de Nicomaco; por el contrario, la aparicion de formulas
como la mencionada anteriormente sera posible en la teoria de Diofanto.

Hasta aqui nos hemos ocupado de Nicomaco. Veamos ahora la teoria |
de los niimeros poligonales de Diofanto. Como hemos dicho anterior-
mente, lo que nos ha llegado de Diofanto al respecto es solamente
un fragmento de su obra Sobre los Nimeros Poligonales (dicho frag-
mento corresponde a la parte inicial).’”® La obra empieza con la de-
finicién de lo que es un numero poligonal:

Cada uno de los nimeros que son aumentados en una unidad a partir de
tres unidades es el primer namero poligonal [de su especie] a partir de la
unidad, y tiene tantos angulos como unidades [ Eecke 1926, 277].

Esto significa, pues, que 3 es el primer numero triangular (y tiene 3
angulos), 4 (obtenido al afiadir 1 a las tres unidades) es el primer
cuadrado (y tiene 4 angulos), 5 el primer numero pentagonal (y tiene 5
angulos), etc. Luego Diofanto menciona una propiedad verificada por
los nimeros poligonales y que es, de hecho, la proposicién o teorema
que él va a demostrar. En términos modemos, se trata de la propiedad
que podemos escribir asi:

8P-(a - 2) + (a - 4 = un numero cuadrado.”’

~

36. De hecho no se sabe si el fragmento que conocemos constituye todo lo que Diofanto
escribi6, en cuyo caso se tratarfa de una obra incompleta, o bien si la obra fue termina-
da y la Gltima parte se habria perdido en el curso del tiempo. La interrogante resulta
del hecho de que lo que nos ha llegado de la obra termina abruptamente en medio de
una serie de calculos en los que Diofanto estd resolviendo cierto problema [véase
Heath 1910, 256].

37. La propiedad dice lo siguiente: ‘‘Se ha reconocido que todo nimero poligonal, multi-
plicado por cierto nimero que depende de la cantidad de sus dngulos, luego aumenta-
do en un cuadrado que depende también de la cantidad de sus angulos, hace aparecer
un cuadrado’’ {Eecke 1926, 278]. Esta propiedad es enunciada en forma mds precisa
en la proposici6n 4 (véase la cita de la cita de la proposicion 4 mas adelante).

11 (1995)




240 Luis Radford

Luego Diofanto sigue: ‘‘Estableceremos eso haciendo ver, ademas,
cémo encontrar un nimero poligonal propuesto, partiendo del lado, y como
obtener el lado de un numero -poligonal dado’. La proposicion que
Diofanto va a demostrar es, como puede observarse, la generalizacion de la
proposicion mencionada por Plutarco y que hemos reportado en nuestra
seccion 3. La forma en que Diofanto la presenta no deja practicamente
lugar a dudas: se trata de una propiedad conocida (‘Se ha reconocido
que ..., dice Diofanto). Su contribucién parece situarse a nivel de la
demostracién que él hara de esa proposicion. Quizas hasta entonces la
validez de la proposicién se habia ‘reconocido’ unicamente sobre casos
concretos, como regularidades numéricas. Mas sugestiva, desde el punto
de vista de la innovacidn, es la frase que sigue, en la que Diofanto dice
que hara ‘ver, ademas, cémo encontrar un nimero poligonal propuesto,
partiendo del lado’ y viceversa.”®

El libro contiene cuatro proposiciones, siendo la tltima precisamente
la que establece la generalizacion de la proposicién mencionada por
Plutarco.

He aqui los enunciados de las dos tltimas proposiciones:

Proposicion 3: Si cualquier cantidad de niimeros tienen diferencia comin, la
suma del mayor y del menor, multiplicada por la cantidad de nimeros, forma
un nimero que es el doble de la suma de los nimeros dados.

Proposicion 4: Si, comenzando con la unidad, una cantidad cualquiera de
nimeros tienen diferencia comun, a la suma de todos esos niimeros, mul-
tiplicada por 8 veces la diferencia [comun], se le afiade el cuadrado del
numero inferior en dos unidades a la diferencia, lo anterior da como re-
sultado un cuadrado cuya raiz, disminuida en dos unidades, es la diferen-
cia comun multiplicada por un numero que cuando se le aflade 1 es el
doble de la cantidad de nimeros considerados [Eecke, 278-282].

Una observacién que puede hacerse inmediatamente sobre las pro-
posiciones de Diofanto es que éstas no expresan regularidades numé-
ricas sino que afirman relaciones que se dan entre nimeros con
‘diferencia comin’, Esta probablemente imperceptible diferencia en la
Jforma de plantear las proposiciones marca o indica un cambio con-
ceptual importante en el estudio de los nimeros poligonales. En efecto,
la nueva formulacion de los problemas permite considerar resultados
novedosos, impregnados de una generalizacién que los coloca por arriba
de los resultados que encontramos en Nicdmaco: en el caso de Diofanto,

38. Mas adelante nos ocuparemos con més detalle de las innovaciones de Diofanto.
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éstos no se refieren a una progresion aritmética en particular, sino cual-
quier progresién aritmética con un nimero cualquiera de términos.

Es claro, que la naturaleza ‘relacional’ de las proposiciones de Dio-
fanto se encuentran ya en los ‘libros aritméticos’ de Euclides, esto es
los libros VII-IX de los Elementos. Sin embargo, en Euclides los nu-
meros aparecen como ‘encontrados’, es decir como niumeros que ya
estaban alli [Mueller 1981, 60]. En Diofanto, por el contrario, los ni-
meros en los enunciados aparecen como nimeros generados (véase la
proposicién 4 mencionada antes; més espectacular es, sin embargo, la
pareja de ‘férmulas’ que da Diofanto para encontrar el numero dado
su lado o viceversa: véase el final de esta seccién).

La naturaleza ‘relacional’ de las proposiciones en Diofanto (en con-
traste con los enunciados de ‘regularidad numérica’ de Nicomaco) mar-
can, segun nosotros, un cambio conceptual entre la teoria de Nicomaco
y la de Diofanto.

Debemos sefialar también que los enunciados de las proposiciones
de Diofanto refieren a nimeros que tienen otro significado que los de
Nicémaco. Sin embargo, para poder discutir este punto, primero de-
bemos analizar ciertos aspectos de los métodos y los conceptos en el
sistema de conocimientos de los numeros poligonales de Diofanto.

Para ello, empecemos observando que las proposiciones, en la
obra de Diofanto, son organizadas siguiendo una linea deductiva: en
efecto, la demostracién de la proposicion 4 se establece a partir de
las tres proposiciones precedentes. Se trata, hasta donde conocemos,
del primer tratamiento organizado deductivamente de la teoria de
nimeros poligonales. La organizacion deductiva de las proposiciones
marca, sin duda, un avance a nivel del conjunto X de métodos de
resolucién de problemas del sistema de conocimientos matematicos
Tp que subyace a la teoria de los nimeros poligonales de Diofanto
respecto al sistema Ty de Nicémaco. Otro avance importante, siempre
dentro de X, lo constituyen los métodos de prueba utilizados por
Diofanto. ;Cémo procede Diofanto para probar sus proposiciones?
Veamos, a ese efecto y con la intencién de no alargar innecesariamente
nuestra discusién, la primera parte de la demostracién que ofrece
Diofanto de la proposicién 3. :

Sean, dice Diofanto, 4, B, C, D, E, Z una cantidad cualquiera de nimeros
con igual diferencia. Hay que demostrar que la suma de los nameros 4, Z
multiplicada por la cantidad de nimeros 4, B, C, D, E, Z forma un nime-
ro que es ¢l doble de la suma de los nimeros 4, B, C, D, E, Z.

En efecto, la cantidad de nimeros, 4, B, C, D, E, Z es par o impar. Que
primero sea par y que haya tantas unidades en el nimero HO como nu-
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meros dados de suerte que el nimero HO es par. Dividimoslo en dos
partes iguales en X, y dividamos HK en sus unidades en L, M.

B C D E Z

| | 1 | | ] |
I I T T T |

H L M K 0
Entonces, puesto que C excede a A como Z excede a D, la suma de Z,
A es igual a la suma de C, D. Pero lasuma de Z, A es igual a la multipli-
cacion de la suma de Z, A y de HL; de suerte que la suma de C, D es igual
-al producto de la suma de Z, 4 y de LM. Por la misma razoén, la suma de
E, B es igual a la multiplicacién de la suma de Z, 4 y de MK, de suerte
que lasuma de 4, B, C, D, E, Z es igual a la multiplicacion de la suma de
Z, Ay de HK. Ahora bien, la multiplicacién de la suma de Z, 4 y de HO
es el doble de la multiplicacién de la suma Z, 4 y de HK; de suerte que la
multiplicacién de la suma de Z, 4 y de HO, esto es de la cantidad de na-
meros A, B, C, D, E, Z es también ¢l doble de la suma de los nimeros 4,
B, C, D, E, Z, que era lo que habia que demostrar.
Considerando las mismas cosas, que la cantidad de nimeros 4, B C, D,
E, sea impar, y que [...] [Eecke 280-282].

La cita anterior junto con las consideraciones previas muestran que
el grado de generalidad que es alcanzado en la teoria de los nimeros
poligonales de Diofanto respecto al de Nicémaco no se limita solamente
al nivel de los enunciados de las proposiciones sino, también, al nivel
de: (a) su organizacién global deductiva, y (b) los procesos especificos
de prueba. Y es que el sustrato conceptual de Diofanto estd inscrito
en una corriente matematica (o ‘tradicion’) completamente diferente
de la de los neopitagéricos. Se trata de un sustrato conceptual que
encontramos ya en Euclides y que precede (en una forma menos ela-
borada) probablemente a la época de Arquitas (primera mitad del siglo
IV a. C.), como deja inferir el teorema de los nimeros en razon su-
perparticular.®® La demostracion aritmética de Arquitas ‘de tipo geo-
métrico’ llevé a Tannery [¢f 1915 lII, pp. 244-250] a sugerir la
existencia de una obra Elementos de Aritmética de corte ‘euclideano’
anterior a Euclides . Es en esta tradicion —que renuncia explicitamente
a tratamientos no deductivos de prueba de proposiciones sobre niime-
ros— que debemos situar la obra Sobre los Nimeros Poligonales de
Diofanto.

39. En efecto, como es bien sabido, Boecio preservd, en su De institutione musica, a de-
mostracion atribuida a Arquitas de la proposicion que afirma que no hay ningiin na-
mero que sea media geométrica entre dos nimeros que tengan una razén
superparticular, esto es una razén de la forma (n+1): n. La demostracién es hecha en
forma deductiva. (La demostracién de Arquitas de acuerdo a Boecio se encuentra en
Heath 1921, I, 215-216.) De hecho esta proposicion es, de acuerdo a Heath, la nimero
3 de la Sectio canonis de Euclides, en donde la demostracion presentada es basica-
mente la misma que la de Arquitas.
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Dentro del estudio de los métodos de prueba de Diofanto, hay un
elemento sobre el cual conviene detenernos un momento: si un numero
cualquiera puede simbolizarse con una letra (o dos), ;c6mo simbolizar
una cantidad cualquiera de nimeros? ;Como representar una cantidad
cualquiera de nimeros con las posibilidades que ofrece el lenguaje geo-
métrico? Como vimos en la proposiciéon 3, Diofanto dice: ‘Sean 4,
B, C, D, E, Z una cantidad cualquiera de numeros con igual diferencia’.
Se representan seis numeros y se piensa en cualquier cantidad. Hay
que ‘ver’, pues, de otra forma esa cantidad cualquiera, hay que ‘verla’
mas alla de su realidad simbélica inmediata. El esquema geométrico
que sirve de soporte al calculo algebraico estd construido, al inicio de
la demostracién, sobre un nimero par de términos (seis términos), y
luego, en la segunda parte de la demostracién, cuando se supone que
la cantidad de niimeros es impar, en un nimero impar de términos
(cinco términos): el esquema geométrico organizador de los métodos
de resolucién (en este caso, métodos de prueba) sirve, pues, de modelo.
En efecto, en la demostracion de la proposicion 3, por ejemplo, el sis-
tema de representacién esta sujeto a respetar ciertas condiciones, en
particular, la de la paridad del nimero estudiado. Si cambiamos, en
la primera parte de la demostracion de esa proposicién, el nimero ‘cual-
quiera’ de términos de 6 a 5, la demostracién no funciona mas ...

Para captar mejor la esencia de los métodos de prueba de Diofanto,
debemos notar que éstos son mas geométricos (y en cierto sentido mas
fértiles) que los que Euclides nos brinda en sus libros VII-IX. En efecto,
como lo ha sefialado Taisbak [1971, 15], aun si Euclides representa,
en el curso de sus demostraciones, los nameros por segmentos, Euclides
no los esta pensando geométricamente. ‘Ningin teorema, afiade Tais-
bak, es probado a través de teoremas de geometria’. En ese mismo
orde de ideas, Mueller [1981, 67], refiriéndose a Euclides VI1, 14, dice:
‘‘se nota que el diagrama [geo-
métrico] no desempefia ningtin
papel real en la demostracion, .
excepto posiblemente el de un
medio nemotécnico para fijar
el sentido de las letras’’. Ahora
bien, Diofanto, en la demostra-
cion de la proposicion 4, utiliza l '

explicitamente un soporte geo-
métrico que le permite probar V r
una relacién entre numeros :
cuadrados (véase Fig. 5). Por Fig. 5 [tomada de Tannery 1893]
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otro lado, en las proposiciones 3 y 4, el ‘diagrama geométrico’ de-
sempefia un papel que va mas alld del simple recurso nemotécnico:
en efecto, el diagrama permite una organizacion de la demostracion
y la deduccidén de ciertas relaciones numéricas sin correspondencia con
el diagrama, como es el caso de la suma de los términos Z y 4 en
la proposicién 3 y su insercién en la red demostrativa. Una lectura
atenta de la demostracién muestra que las relaciones que Diofanto de-
duce van mas alla del dibujo; ademads, al superar el registro geométrico,
el célculo diofantino desemboca en un célculo ‘casi algebraico’. La
habil utilizacién del registro geométrico brinda a Diofanto una herra-
mienta altamente fértil que, impregnada de ideas euclideanas, da por
resultado una nueva dimension en lo que se refiere a los métodos de
tratamiento metodologico de proposiciones sobre numeros que encon-
tramos en los Elementos VII-IX.*

Siguiendo con nuestro examen del sistema de conocimientos
matematicos que subyace a la teoria de Diofanto, vamos a detenernos
ahora en la familia de conceptos €. Es importante resaltar, a ese
respecto, el papel que desempefia el concepto de nimero. Ya hemos
dicho cémo define Diofanto al principio de su obra el nimero poligonal.
Sin embargo, para detectar el concepto con mayor profundidad,
debemos tratar de captarlo en ‘accion’. Observemos a ese efecto que el
numero es tratado por Diofanto como numero general o numero
cualquiera (eventualmente sujeto a ciertas condiciones, como la de
pertenecer a cierta progresion aritmética). En efecto, el namero es visto
como objeto no solamente referencial, es decir estatico, susceptible de
ser a lo més reemplazado por nimeros en el enunciado de la
proposicién,*' sino (y sobre todo) que el concepto de numero general
(concepto mas complejo sin duda que el de los niimeros ‘concretos’ como
‘3*, ‘4,...) es susceptible de ser insertado en una red conceptual en a cual
ese nimero cualquiera es operado (con los nimeros concretos y otros
nimeros generales: véase el extracto citado de la proposicién 3), abriendo

40. No podemos dejar pasar por alto el muy especifico uno ‘casi algebraico’ que hace
Diofanto de la unidad o ménada, al utilizar —para decirlo en términos modermos— su
propiedad de neutro multiplicativo (véase proposicién 3). Este uso ‘mundano’ de la
‘sagrada’ monada griega coloca a ésta al mismo nivel de los otros nimeros, confirien-
do a los métodos diofantinos una fertilidad particular que no encontramos en los libros
aritméticos de los Elementos en Euclides, el respeto a la monada (que no la considera
como un numero) lo lleva a menudo a repetir una misma demostracién precisamente a
causa de la distincion entre la ménada y los ‘verdaderos nimeros’ [véase, por ejemplo,
Euclides VII-9y VII-15].

. Como ocurre en Nicomaco (por ejemplo ‘el producto de los extremos es igual al cua-
drado del medio’, citado anteriormente) y como probablemente es el caso en el enun-
ciado de 1a proposicion atribuida a Plutarco que ya hemos mencionado.

4

—
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asi la posibilidad para un nuevo célculo sobre numeros, en el que
nuevas operaciones deben ser también construidas en €, lo que hace
posible el estudio de nuevas relaciones entre nimeros y el planteamiento de
nuevos problemas, como el de encontrar la ‘formula’ que permite encontrar
un nimero poligonal, conociendo su lado; o.el de calcular el lado, conociendo
el nimero —problemas que veremos en un momento—. La fructuosa
insercion del concepto operativo de ‘nimero general’ constituye, segin
nosotros, otro cambio conceptual entre la teoria de Nicémaco y la de
Diofanto.

A proposito de los nuevos problemas en el desarrollo conceptual

-de la teoria de los nameros poligonales, conviene observar que la pro-

posicion 4 permite a Diofanto obtener dos férmulas, la primera cémo
calcular un numero poligonal, conociendo su lado; la otra indica cémo
calcular el lado conociendo el nimero. Ninguna explicacion acompafia
a la deduccion de la formula (probablemente porque no era necesario
de acuerdo a Diofanto). La primera, por ejemplo, dice asi:

habiendo tomado ¢l lado del nimero poligonal, tomemos el doble y quitemos
una unidad; a lo que queda multipliquémoslo por el nimero de dngulos dis-
minuido en dos unidades y afiadamos dos unidades al nimero obtenido. Lue-
go, tomando el cuadrado de ese niimero restémosle el cuadrado del niimero
de dngulos disminuido de cuatro unidades y dividiendo lo que resta por 8 ve-
ces el numero de angulos disminuido de dos unidades encontramos el nime-
ro poligonal buscado [Eecke 1926 290-291].

Se trata, pues de la formula que nosotros escribiriamos como:

_[@r-1)a=2)+2]*—(a-4)*
- 8(a-2)

S

donde 7 es el lado y a el angulo (si el nimero es un nimero triangular
a=13; si es un cuadrado a=4, si es un pentagono a=3, etc).

La aparicion de una ‘férmula’ en el seno de la teoria de Diofanto
requiere romper y rebasar el modo pensamiento dindmico que es pri-
vilegiado en la matematica de Nicomaco. La férmula permite econo-
mizar el recorrido paso a paso de la sucesién (o patrén) bajo estudio.

5. La transformacion de una teoria vista como ruptura
epistemolégica

Al inicio de este articulo (seccién 1), al discutir el problema que plantea
el estudio de los cambios en el desarrollo de las teorias matematicas,
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planteamos la posibilidad de ver esos cambios en términos de rupturas
epistemoldgicas. Uno de esos cambios posibles es el de la transfor-
macién de una teoria. La transformacién de una teoria supone la
presencia de una teoria que —bajo la accion de ciertos factores (sociales e
intelectualesy— desembocan en una nueva teoria. El fenémeno de la
aparicion de la teoria transformada puede, seglin nosotros, ser detectado a
través del criterio que da Glas a proposito de los puntos de desarrollo del
conocimiento en donde es localizable lo que él refiere como ‘progreso’.
La descripcion que Glas hace de ‘puntos de progreso’ nos da un
instrumento rico y apropiado para los cambios conceptuales que
tenemos en mente. Es claro que la teoria de los nimeros poligonales de
Diofanto aparece, a la luz de este criterio, como una teoria transformada
respecto a la de Nicémaco: en Diofanto ha habido una ganancia de
generalidad y la aparicion de explicaciones mas profundas. Los métodos
de Diofanto permiten explicar las regularidades numéricas presentes en
la teoria de Nicémaco, sin ser derivables directamente a partir de los
procedimientos de Nicdmaco.

Nuestro estudio ha intentado explorar como dicha transformacion
fue posible. Situando las teorias respectivas en su propio sustrato con-
ceptual, hemos podido ver que el de Nicomaco esta fuertemente en-
raizado en la cosmologia neopitagorica y el papel epistemolégico que
las matemadticas desempeiian en ella. El sustrato conceptual de Diofanto,
por el contrario, se sitda en una tradicién euclidiana de tratamiento
deductivo de las propiedades de los nimeros (tradicién que en realidad
parece ser anterior a Euclides, que remontaria por lo menos a Arquitas
y en la cual habria participado, mas tarde, Hypsicles). El estudio his-
térico-epistemoldgico que hemos emprendido sugiere que los sustratos
conceptuales se desarrollaron ‘en paralelo’ y que Diofanto, aprovechan-
do el sustrato conceptual euclidiano, pudo transformar la teoria neo-
pitagérica de los numeros poligonales (superando en aspectos
particulares —dicho sea de paso— los métodos que encontramos en
los libros aritméticos de los Elementos). Para intentar entender la ‘di-
namica’ de la transformacion, hemos prestado atencion particular a las
transformaciones que se han operado a nivel de la estructura conceptual
que subyace a la ‘vieja teorfa’ (la de Nicomaco) y a la nueva teoria
(la de Diofanto), rastreando los respectivos sistemas de conocimientos
matematicos. Esto nos ha permitido sugerir ciertos cambios concep-
tuales y detectar en particular un tipo de problema —a saber: el de
Jormula— cuyo tratamiento involucra conceptos de abstraccién supe-
rior, como el concepto operacional de numero cualquiera o numero
general (concepto que anticipa o preludia el concepto de variable) que
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se encuentran mas alla de la teoria de los nimeros poligonales de Ni-
cémaco y que convierten a dicho problema en una frontera epistemo-
légica de la teoria de éste.

El concepto operacional de nimero cualquiera no puede, en efecto,
ser derivado directamente del concepto operativo de numero concreto.
De hecho nuestro estudio muestra que para poder operar numeros ge-
nerales (es decir nimeros inespecificados), Diofanto recurrié a repre-
sentaciones geométricas que sobrepasan el caracter nemotécnico de las
representaciones euclidianas de los ‘libros aritméticos’. En la teoria de
Nicémaco, por el contrario, los nimeros no son simbolizados por letra
o por segmentos. Es mas, como lo sefialamos anteriormente, las mag-
nitudes y los numeros absolutos son considerados como diferentes por
Nicémaco. La ausencia de numeros operativos generales (es decir, ni-
meros inespecificados que son sometidos a operaciones de adicion, sus-
traccion, etc.) marca asi un tope que vuelve inaccesible el estudio de
formulas que serian dificilmente descubiertas a través de un estudio
de patrones numéricos.

Un elemento interesante que queremos mencionar es que una trans-
formacion no es un problema puramente matematico, esto es, un problema
de dos ‘programas de investigacion’ en competicion, cuyo resultado sera
evaluado a través de normas logico-matematicas. En efecto, como nuestro
estudio lo ha puesto en evidencia, el ‘programa’ de Diofanto es —desde
un punto de vista matematico— mas fértil que el de Nicomaco. No hay
la menor duda. Sin embargo, si vemos mas alla de la antigiiedad y nos
adentramos a la edad media, vemos que el ‘programa’ que prevaleci6é no
fue el de Diofanto sino el de Nicomaco ... La Intreduccion a la Aritmética
fue objeto de varios comentarios (entre eilos el de Asclepius de Tralles,
ed. Taran, 1969); ademas fue rapidamente traducida al latin y marcé
profundamente obras medievales como la de Boecio. Los numeros po-
ligonales en la tradicion de Nicomaco se encuentran incluso en la obra
de uno de los primeros abaquistas italianos, De arithmetica compen-
diose tractata, de Maestro Guglielmo (siglo Xi1). Hay factores sociales,
filos6ficos y culturales que entran en juego en la ‘evaluaciéon’ de pro-
gramas de investigacién en competicion. El problema no es solamente
un problema matematico o —para utilizar una expresion de Lakatos—
un problema de ‘historia interna’.

Mencionemos, para terminar, que la existencia simultanea de sus-
tratos conceptuales —entendidos éstos como sustratos en los que se
combinan factores sociales, culturales, intelectuales, etc.— podria ser
vista como una de las posibles condiciones cosustanciales a los cambios
en el conocimiento matematico. Evidentemente, una discusion detenida

— —
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de este punto esta fuera del alcance de este trabajo; para poder discutirlo
necesitamos mas estudios de casos. Lo que podemos conjeturar es que
la coexistencia de sustratos conceptuales puede dar cabida a cambios
de tipo transformacional en las teorias matemdticas, sin que esto sig-
nifique —por supuesto— que se trata de una condicién necesaria, en
el sentido légico del término. La emergencia de teorias matematicas
—por el contrario— pareceria estar mas bien relacionada con movi-
mientos conceptuales originados en el corazén mismo del sustrato con-
ceptual de las viejas teorias; €se seria el caso de la emergencia del
algebra, vista como teoria emergente a partir de la aritmética y/o la
geometria;* ése seria el caso también de la geometria analitica.
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Kurt Godel: Ensayos inéditos

Carlos Torres Alcaraz

Kurt Gddel. Ensayos inéditos. Francisco Rodriguez Consuegra (editor).
Prélogo de W. V. Quine. Barcelona: Biblioteca Mondadori. 1994.

1. El legado de Gddel

Justo en el momento en que el formalismo parecia cegar nuestra vision
de la matemitica y el programa de Hilbert dominaba la escena, Godel
ensefié que no hay ningiin método que agote el contenido de esta cien-
cia ni, como bien decia Euclides, una senda real a su conocimiento.
Mostré que ésta es también descubrimiento, tal vez revelacién, y que
detras de nuestro saber hay cosas que no acabamos de comprender,
entes que con nuestra limitada sensibilidad e intuicién no podemos per-
cibir plenamente. Este fue, quiza, su principal legado; en esto consiste
su grande y verdadera originalidad.

Inmerso en el silencio, Godel sostuvo una visién distinta de la ma-
temética que, segiin su propio testimonio, le gui6 en sus investigaciones.
Alentado por sus cuestionamientos y la firmeza de sus convicciones,
abord6 e iluminé con ideas novedosas miltiples problemas relativos
al fundamento de la matematica. No obstante, estas tareas las llevo
a cabo sin exponer sus motivos. ;Por qué en sus primeros escritos no
brotaron sus firmes convicciones realistas, platénicas? Aunque de ellas
habfa admirables ejemplos en Cantor y Hermite, debié sentir esa in-
ferioridad en que se tuvo en su tiempo a quienes osaban suponer que
la matematica era trascendental, que iba mas alla de nuestra limitada
experiencia. Sin renunciar a sus creencias, calladamente, pudo apreciar
el valor relativo del método axiomético y ahondar mdas que cualquier
otro en el fundamento de esta disciplina y su relacién con la filosofia.
A cambio, nos legé un penetrante analisis del papel de la formalizacion
en mateméticas y sus limitaciones. Quienes se sorprenden al descubrir
el realismo de Godel no se detienen a considerar que tras ello hay
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