Las bases de la logistica hilbertiana

Jacques Herbrand

Durante los dltimos afios, una nueva doctrina de légica se ha de-
sarrollado bajo la égida del matemitico alemédn Hilbert. Se dice
que esta doctrina es capaz de examinar y resolver todos los pro-
blemas y dificultades, surgidos en los 1iltimos cuarenta aiios, con-
cernientes a los fundamentos de las matematicas. Creemos que es
de interés apuntar brevemente cudles son las ideas fundamentales
sobre las que se apoya y la manera en que se hace uso de ellas. No
pretendemos explicar las ideas de Hilbert mismo en estas paginas;
elinstrumento que €l forj6 es independiente de esta presentacién.
S6lo deseamos presentar los principios de su teoria en una forma
desde la que intentaremos de que queden mis claras y menos su-
jetas a objeciones que otras que han sido seleccionadas hasta aho-
ra.

La caracteristica de esta nueva doctrina —que su fundador ha
llamado metamateméticas, esperando expresar con ello que todas
las cuestiones de principio que conciernen a las matemdticas que-
darian incluidas en ella— es que tiene como objeto de estudio, no
los objetos con que los mateméticos se preocupan usualmente sino
las proposiciones mismas que pueden pronunciarse acerca de es-
tos objetos. Asi, la doctrina toma en cuenta las proposiciones que
pueden establecerse en una teoria y busca sus propiedades carac-
teristicas. Es, en cierto sentido, una matematica del lenguaje.

Para alcanzar esta meta las metamateméticas podrian haber to-
mado el lenguaje ordinario y estudiado las oraciones que se pue-
den formar con estas palabras. Pero este lenguaje es, en verdad,
demasiado poco adecuado para las matematicas; es infinitamente
més conveniente usar un lenguaje especial que posea la simplici-
dad deseada y en el que puedan expresarse todas las oraciones que
tienen sentido en matemiticas. De hecho, tales lenguajes ya ha-
bian sido creados gracias a los esfuerzos de los logicistas. En su co-
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nocido trabajo V&:&E Mathematica, Russell y Whitehead exhi- |

bieron un lenguaje particularmente simple, en el que s6lo se pe.
cesita un nimero extremadamente limitado de signos. Todos los
lenguajes que se han usado desde entonces se han derivado del de
ellos.

Para entender claramente los principios de este lenguaje debe-
mos recordar, primero, lo que una teoria matemética comprende;
toma en cuenta ciertas categorias de objetos y, en ellas, ciertos ob-
jetos wman:_»qmm“ ciertas propiedades que estos objetos pueden

tener’ y ciertas relaciones que pueden existir entre ellos. Por -

¢jemplo, en aritmética estudiamos los enteros positivos; la rela-
cién fundamental que consideramos vale entre dos nimeros
cuando el segundo se obtiene del primero anadiendole uno. De
manera similar, en geometria estudiamos puntos y la relacién
fundamental vale entre tres puntos cuando estin en la misma li-
nea recta. Somos capaces de demostrar que todas las proposicio-
nes que podemos imaginar se pueden enunciar usando solamente
estos objetos y esta relacién. De ahora en adelante, designaremos
objetos y relaciones fundamentales por medio de letras (como se
hace en élgebra o para puntos en geometria). En particular, cier-
tas letras, que llamaremos [variables] se habr4n de considerar in-
determinadas y representaran un objeto arbitrario en una cierta
categoria de objetos (jugaran el mismo papel que las variables en
dlgebra). Cuando queremos traducir una teoria determinada a
nuestro lenguaje, estas letras siempre serdn las mismas para el
mismo objeto, propiedad o relaci6n. La oracién [L] objeto ¢ tiene
la propiedad @ se traducira como® (a); la oracién [L] objeto a tie-
ne la relacion R con el objeto b se traduce como aRb y asf sucesi-
vamente. Asi, tenemos cierta nimero de proposiciones, las propo-
siciones atémicas de la teoria, de manera tal que cualquier otra
proposicién que tuvieramos que enunciar en esta teorfa puede
construirse empezando con ellas.

Resulta de las investigaciones de Russell y Whitehead? que para
hacer esto es necesario introducir solamente los tres siguientes
signos (y su nimero se podria reducir aiin mas): el signo V quiere
decir “0”, el signo fsignifica “es falso que”, el signo (x), donde x es
una variable, quiere decir “hay un objeto x tal que”. (Por a._.oBv_o.

si P Y Q son proposiciones, PVQ quiere decir “ P o Q” y P quiere

decir “es falso que P”; finalmente, si (x) es una proposicion que
contiene a la variable x, (E) (x) quiere decir “hay un objeto ¥ tal
que f(x)".)
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Ademés, es necesario introducir un sistema de puntos que sus-
tituyan a las marcas de puntuacién del lenguaje ordinario. Un sis-
tema de dos puntos es una marca de puntuacién mas fuerte que
un sistema de un punto y, en general, un sistema arbitrario de
puntos es mas fuerte que un sistema con un nimero menor de
puntos (Asi, en los ejemplos anteriores habria sido necesario, para
escribir las cosas correctamente, hacer que un sistema de puntos
mds grande que cualquier otro apareciendo en P siguiera al sim-
bolo ~ ylo mismo para los signos V y (Ex). En la practica, sin em-
bargo, empleamos reglas que son un poco mas complicadas para
poder evitar el uso de un nimero demasiado grande de puntos en
las proposiciones.)

Los autores de Principia Mathematica muestran, luego, como to-
das las oraciones pueden ser traducidas usando estos signos. Por
ejemplo, “P implica Q” se traduce como (es falso que P o Q). Asi,
de ahora en adelante escribiremos PO Q en lugar de P.V Q intro-
duciendo el signo “ ”. Pero este signo no es esencialmente diferen-
te de los otros; debe ser considerado como una abreviacién y se
supone implicitamente que debe ser sustituido por su definicién.
De la misma manera, “P y Q” se traduce como ~:"P.V.7Q (es
falso que P es falso o que Q es falso), y escribimos P&Q como abre-
viacién. “Para toda x, f(x)” se traduce como ™ :(Ex). ~ f(x) (es falso
qué exista una x para la que f(x) sea falsa) y se abrevia (x).f(x). No
podemos indicar, con m4s detalle, como proceder en todos los ca-
sos; pero podemos llegar a la conclusién de que es iniitil introducir
otros signos que ~ . V, y (Ex) para poder traducir todas las propo-
siciones posibles. De aqui en adelante supondremos implicita-
mente que todas las proposiciones matematicas que se consideren
estdn escritas en este lenguaje.

Ahora que poseemos un instrumento mas conveniente y simple
que el lenguaje ordinario, nos preguntamos bajo qué condiciones
una proposicién es verdadera en una teoria dada; en otras pala-
bras, deberiamos analizar las reglas de razonamiento. La mayor
parte de este trabajo fue realizada por Russell y Whitehead. Re-
cordemos, en primer lugar, que todo razonamiento que un mate-
matico puede llevar a cabo en una teoria dada puede ser efectuado
suponiendo que ciertas proposiciones son verdaderas — estas pro-
posiciones, fijadas previamente, dependen de la teorfa y se les lla-
ma “hip6tesis ” de la teoria (o “axiomas” de la teoria, los dos tér-
minos tienen el mismo sentido para nosotros) — y deduciendo
otra proposiciones verdaderas de éstas por medios puramente 16-



gicos, por medio de reglas universales de razonamiento que son
independientes de la teoria bajo consideracién. Supongamos que
todas estas hipétesis estdn escritas en nuestro nuevo lenguaje.
Puede haber un nimero finito de éstas; es esencial hacer notar
que puede haber también una infinidad. Un ejemplo de esto es lo
que se llama “axioma de induccién matematica” en la aritmética
¥y que establece que si una propiedad es verdadera para 0y, cada
vez que es verdadera para x lo es también parax ~ 1, entonces la
propiedad es verdadera para todo nimero. Cuando este axioma
se usa, se usa s6lo para ciertas propiedades; por lo tanto, el axioma
hace surgir tantos axiomas como propiedades alas que puede apli-

carse y por lo tanto es una matriz que incluye una infinidad de’

axiomas y no un axioma propiamente dicho.

Nos quedan por encontrar todas las reglas universales de razo-
namiento. Los autores de Principia Mathematica muestran que és-
tas pueden reducirse a un niimero muy pequeiio y su investiga-
cién nos permite mostrar que todo razonamiento puede ser
llevado a cabo usando sélo las reglas siguientes; todas las demas
pueden deducirse de éstas:

. Regla 1. Las proposiciones verdaderas se obtienen sustituyen-
do p, ¢ y r en las siguientes proposiciones por cualquier otra pro-
posicién:

PVP.-Op.pD.pVqp.V.qVr: D:q.V.pVyg,

gor.O:pvVq.D.pVr

Regla 2. Si P es verdadera y si PD Q es verdadera, entonces Q
es verdadera, donde P y Q denotan proposiciones.

Regla 3. Si f(x) es una proposicién verdadera, donde x es una
variable, entonces (x).f(x) es una proposicién verdadera.

Regla 4. Si f(xy) es una proposicién que contiene a los objetos x
yy (donde x es una variable y y un objeto determinado o una va-
riable) que se vuelve verdadera cuando x es sustituida por y, en-
tonces (Ex).f(xy) es una proposicién verdadera.

Regla 5. Una proposicién sigue siendo verdadera cuando en
ella (Ex).f(x)Vp se cambia por (Ex)f(x).Vp o (Ex).f(x)&p por
(Ex)f(x).8&p o, inversamente, donde p es una proposicién que no
contiene a x y f(x) una proposicién que contiene a x.

Supongamos, por ejemplo, que buscamos las proposiciones que
son verdaderas cuando no hay hipétesis; en cierto sentido, enton-
ces, estas serian las que son verdaderas independientemente de las
proposiciones atémicas de que se formen. Estas se llaman “identi-
dades”; proposiciones que son verdaderas segiin la Regla 1 son
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ejemplos de ello. Se ve que todas las otras identidades se pueden
formar empezando con éstas y haciendo uso de las otras cuatro re-
glas. Una teorfa matematica se caracteriza ahora por sus hipétesis
y todos los teoremas verdaderos en esta teoria se pueden obtener
a partir de las hipétesis y de las identidades dadas por la Regla 1
usando las Reglas 2, 3,4y 5.

Consecuentemente, podemos razonar con los signos de nuestro
lenguaje sin hacer referencia, en cada momento, a su significado
en el lenguaje ordinario. Podemos operar de una manera pura-
mente mecénica sin preocuparnos por ¢l origen de los signos con
que tratamos; llegamos a una especie de dlgebra en la que todas
las matematicas pueden hacerse.

Este es el primer paso que debe tomarse —m4s ain, no se le
debe todo a Hilbert que, en esto, tomé prestado a sus predeceso-
res— para poder plantear los problemas fundamentales de las me-
tamatematicas. Una objecién surge al respecto: podemos pregun-
tarnos como tenemos la seguridad de que todas las oraciones que
pueden formarse en una teoria matematica son combinaciones de
signos y de que todas las reglas de razonamiento que se pueden
usar son las reglas que hemos indicado. Debemos reconocer que
sélo tenemos una certeza experimental de ello y que se debe esen-
cialmente a la existencia de Principia Mathematica — los autores de
este trabajo han tenido éxito en reconstruir todo el fundamento
de las matematicas e, incluso, en desarrollar ciertas teorias de ma-
nera bastante avanzada. Por supuesto, no tenemos ninguna razén
a priori para creer que estas reglas bastan en todo caso; pero tene-
mos la casi absoluta certeza de que todo argumento que hasta aho-
ra ha sido considerado corrrecto en matemidticas puede ser lleva-
do a cabo usdndolas. M4s ain, si algunos matematicos, muy
exigentes o no demasiado exigentes, quieren cambiarlas, el prin-
cipio de los métodos descritos sera siempre aplicable a las teorias
que construye; solamente su uso se modificard. Por el momento,
nos limitamos a teorias que se usan ordinariamente y podemos es-
tar ciertos de que para éstas hemos tenido éxito en la tarea de pro-
veer una traduccién fiel y cierta.

Hasta aqui s6lo hemos reemplazado el lenguaje ordinario con
otro mas conveniente, esto no nos ayuda, en modo alguno, con los
problemas que tienen que ver con los principios de las matemati-
cas. Hilbert buscé resolver las cuestiones que se pueden plantear
dedicandose al estudio de las colecciones de signos que son traduc-
ciones de proposiciones verdaderas en determinada teoria. Pero
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quiso llevar a cabo este estudio satisfaciendo los requerimientos
del mds absoluto rigor. Deseé evitar todas las objeciones que los
mas severos criticos de los métodos matematicos ordinarios ha-
brian levantado. Se restringi6é al empleo de modos de razona-
miento tan inmediatos que fuesen convincentes en todos los casos
€n que se usan.

Elsiguiente es el tipo de razonamieno que debe ser usado: con-
sideremos una teoria matemética determinada y busquemos ase-
gurarnos que todas las proposiciones que son verdaderas en esta
teoria tienen una cierta propiedad A (esta propiedad es diferente
en cada caso particular y caracteriza el caso). Primero habremos
de pedir que siempre seamos capaces de determinar si cierta pro-
posicién tiene o no esta propiedad e incluso debemos tener el cui-
dado de indicar, de hecho, las operaciones que deben efectuarse
para determinarlo. Entonces serd necesario demostrar que todas
las hipétesis de esta teoria y todas las proposiciones que son iden-
tidades segin la primera regla, tienen la propiedad A; esto debe
mostrarse por medio de un argumento que es descrito en detalle
y que puede ser repetido, de hecho, para cualquier proposicién ar-
bitraria. Por éltimo, se mostrara que skciertas proposiciones tie-
nen la propiedad A, la tendrdn también todas las proposiciones
derivables de ellas al aplicar las reglas 2-5; esto también se puede
mostrar por medio de un argumento que puede repetirse en cada
caso particular. Consideremos ahora un argumento hecho en esta
teoria: se empieza en las hipétesis y se llega a una conclusién re-
pitiendo las reglas de razonamiento. Para cada proposicién inter-
media verdadera que se introduzca en la argumentacién, vale la
propiedad A, y esto puede verificarse de hecho en cada paso del
argumento. Al final de cierto nimero de pasos, que depende de la
longitud del argumento, llegamos a una conclusién que, por ende,
tiene tambien la propiedad A. Por lo tanto, todas las proposiciones
verdaderas de esta teoria tienen esta propiedad. Podemos estable-
cer esto para cada argumento definido y esta prueba metamate-
mitica no es otra cosa que un método practico —un manual de
operaciones— que sin duda alguna nos permite llevar a cabo la
verificacién.

Todo el razonamiento metamatematico se hace segin el mode-
lo anterior, escogiendo propiedades adecuadas A. Examinaremos
dos de los problemas principales que surgen en el estudio de las
teorias matematicas a la luz de este método: hablamos de la con-
sistencia y del tercero excluido. En primer lugar, definamos dos
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términos que usaremos con frecuencia. Decimos que una teoria es
inconsistente si es posible probar en ella tanto un teorema como su
negacién; por lo tanto, para alguna proposicién P, Py ~P son
verdaderas en la teoria. Podemos ver con facilidad que si es posi-
ble probar tanto P como ~ P para una proposicién P, entonces, es
posible deducir de ello la verdad de toda vuovommnmob.» Asi,siPes
verdadera en una teoria, afiadiendo ~ P a las hip6tesis de la teoria
obtenemos otra en la que toda proposicién es verdadera. Esto se
traduce frecuentemente diciendo que todo resultado, verdadero o
falso, puede deducirse de un resuitado falso.

Decimos que una teoria es completa si para toda proposicién P
podemos probar P o ~P. Saber que una teoria no es completa
quiere decir que podemos encontrar una proposicion P tal que ni
P ni 7P es verdadera en la teoria. Podemos demostrar, luego, que
dos teorias, ambas consistentes, pueden obtenerse afiadiendo P o
~ P a las hipétesis. Inversamente, si podemos hacer esto, entonces
la teoria en consideracién no es completa. Nos vemos remitidos,
pues, al problema de la consistencia para poder demostrar que
una teoria es completa.,

Para probar que una teorfa es consistente, debemos encontrar
una propiedad A que satisfaga las condiciones que hemos indicado
y, més aun, tal que, si P tiene esta propiedad, entonces ~P no la
puede tener. Entonces no podriamos construir agumentos que
nos permitiesen probar al mismo tiempo P y su negacién ~ P pues
podriamos verificar, como ya se dijo, que Py ~ P tendrian, ambas,
la propiedad A, lo que es imposible.

Por otra parte, si queremos demostrar que una teoria no es
consistente ( 0 que una teoria es inconsistente), tenemos que en-
contrar una proposicién P tal que tanto P como ~ P sean demos-
trables; para probar que una teoria es completa, debemos encon-
trar un procedimiento que nos permita, siempre que sea dada una
proposicién P, probar P o ~P. Por lo tanto, tenemos un método
que nos permite investigar si una teoria es inconsistente o no,
completa o no. Mostraremos en qué condiciones tendremos que
aplicar estos métodos.

Con frecuencia se adopta el punto de vista que afirma que, para
que una teoria matemética no sea un vano juego de simbolos, una
algebra pura, como dijimos antes, debe ser la traduccién de algo
real; debe ocuparse de objetos que puedan ser concebidos, de he-
cho, por el entendimiento. Asi, el estudio de los niimeros di6 lugar
ala aritmética, el del espacio a la geometrfa, el del continuo al an4-
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lisis y el de los conjuntos a la teorfa de conjuntos. En este caso, las
proposiciones atémicas de la teorfa deben corresponder a propie-
dades fundamentales que los objetos considerados puedan tener y
las relaciones fundamentales que existan entre ellos; las hipétesis
deben corresponder a las proposiciones fundamentales que sean
verdaderas para ellos. Sin embargo, es necesario estar alerta pues
nunca podremos estar seguros que esta traduccién no sea infiel y
que no se revelard como insuficiente en algiin momento. La teorfa
de conjuntos nos da un ejemplo bien conocido de ésto y mostré
que es necesario ser prudente antes de afirmar que tal o cual pro-
piedad es intuitivamente cierta para los objetos que se estdn con-
siderando. La cuesti6én del postulado de Euclides ya habia mostra-
do esto un siglo antes pero no de una manera tan urgente. El
primer ejemplo nos da un caso en el que las pruebas de consisten-
cia serfan itiles para disipar las dltimas dudas; el segundo ejemplo
€S UNo €N quE €s necesario mostrar que una teoria no es completa
y que ha sido resuelto sin la ayuda de la metamatemitica,® si bien
de una manera insuficiente al mostrar que las geometrias de Eu-
clides y Bolyai son, o ambas inconsistentes o ambas consistentes.
Nada nos ha mostrado que problemas similares no surgen en teo-
rias que se nos presentan como perfectas, por ejemplo, la aritmé -
tica.

¢Es posible que la aritinética no sea consistente? Sabemos que
Brouwer afirma que es ilegitimo razonar acerca del conjunto de
todos los enteros, le parece que la nocién, en si misma, no es sufi-
cientemente clara ni est4 suficientemente presente en nuestra in-
tuicién. En consecuencia, no es imposible que el razonamiento
que se lleva a cabo usdndolo no nos conduzca a contradiccién. Po-
demos preguntarnos, también, si la aritmética es una teoria com-
pleta. Por ejemplo, consideremos el famoso teorema de Fermat
que afirma que es imposible encontrar cuatro enteros x, y,2 & n
(mayor que 2) tales que

x"+y" = 2" (A)

No serfa absurdo que fuera imposible demostrar este teorema
y que fuera imposible probar que es falso. Esto nos mostrarfa, sim-
plemente, que no tenemos un nocién suficientemente precisa de
la totalidad de todos los enteros y podriamos concluir de ello que
es posible desarrollar dos aritméticas, ambas consistentes, tales
que el teorema de Fermat se suponga verdadero en una y no ver-
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dadero en la otra. Por supuesto, en una de estas teorias nos veria-
mos llevados a suponer que existen cuatro nimeros x, y, z &n tales
que (A) vale para n mayor que dos sin ser capaces de dar los valo-
res de estos cuatro nimeros, pero no seria inconsistente suponer
que existen. Problemas similares surgen en teoria de conjuntos y,
de manera mis urgente que en la aritmética. Hasta ahora, solo los
métodos metamatemdticos han permitido que estas cuestiones
sean tomadas en consideracién y que se pueda empezar a darles
respuesta.

El problema de la consistencia también aparece desde un punto
de vista que es puramente matematico. Consideremos nuevamen-
te el teorema de Fermat; supongamos que lo hemos demostrado
usando argumentos que Brouwer considera ilegitimos y que, sin
embargo, los matemdticos usan todo el tiempo; por ejemplo, tra-
yendo a colacién la coleccién de todos los enteros o de todos los
nimeros racionales o irracionales. Supongamos también que he-
mos podido probar metamatematicamente que la teoria obtenida
usando estas nociones es consistente. Estariamos seguros, enton-
ces que es imposible encontrar de hecho, cuatro niimeros tales que
(A) conn mayor que 2 pues esto implicara la inconsistencia de este
sistema y un argumento que satisface todos los requerimientos de
Brouwer ha mostrado que esto es imposible. Debemos concluir de
ello que tenemos el derecho a utilizar estas nociones prohibidas
pues todo resultado que se ha obtenido usdndolas como pasos in-
termedios no puede ser falso. Solamente estas nociones deben ser
consideradas por Brouwer como elementos sin significado real,
como elementos ideales —como los llama Hilbert. De esta mane-
ra, el fundador de la metamatematica siente que ha reconciliado
los requerimientos del intuicionista que comparte el punto de vis-
ta de Brouwer y los de los matemdticos que no quieren abandonar
ninguno de sus métodos usuales.

La cuestién del tercero excluido se trata también facilmente. El
principio del tercero excluido asegura que, dada una proposicién
P, P es verdadera o ~ P lo es. Es decir, PV~ P es una proposicién
verdadera en toda teoria. De hecho, esto se sigue sin dificultad de
nuestras propias reglas de razonamiento que permiten que el
principio sea usado en toda teoria. En general, €l principio se usa
del siguiente modo: suponemos sucesivamente que P es verdadera
y que P es falsa y mostramos que en cualquier caso podemos de-
ducir una proposicién Q del supuesto. De aqui concluimos que Q
es verdadera en esta teoria. Por lo tanto podemos usar el principio
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en cualquier teoria-en la que nuestras reglas de razonamiento no
conduzcan a una contradiccién. Pero de ello no resulta que P sea
demostrable o que ~ P sea demostrable: la teoria puede ser in-
completa. En otras palabras, es posible que ni P ni ~P sean ver-
dad; sin embargo, podemos suponer, sucesivamente, que P es ver-
dadera y que P es falsa en cualquier argumento. Nos vemos
conducidos a dos sentidos distintos del tercero excluido: uno pu-
ramente matemaético traducido por el hecho de que PV~ P es una
identidad; otro metamatematico que conduce a la cuestién de sa-
ber si una teoria es completa.

Tal es la forma general de esta nueva l6gica. Busca examinar,
solamente, teorias existentes y estudia las caracteristicas de las
proposiciones verdaderas en ellas. No toma parte en las discusio-
nes que estas teorfas hacen surgir y no busca desacreditarlas. Se
limita a indicar que los resultados obtenidos por medio del razo-
namiento conducido de tal y tal manera tienen tales y tales pro-
piedades. Hemos indicado solamente su aplicacién a las teorias
matematicas usuales. Pero supongamos que estamos trabajando
€n una teoria para la que las reglas ordinarias de razonamiento se
han modificado; en ese caso, como hemos apuntado, una vez que
estas reglas han sido formulada, los métodos de la metamatema-
tica siguen siendo aplicables y nos permiten el estudio de tales teo-
rias. La metamatemdtica, en modo alguno, busca saber si una teo-
ria dada describe las propiedades de un objeto particular de
manera conveniente, tampoco si corresponden a algo real; mas
aiin, no lo podrian hacer. Desde el punto de vista metamatemati -
co, todas las teorias tienen el mismo derecho a ser citadas.

Esta posicién agnéstica puede desagradar a muchos pero no de-
be ocultarse que, quiza, el papel de las matemiticas es simplemen-
te proveernos con formas y argumentos y no el de buscar cuéles
de estos se aplican a cules objetos. Asi como el matematico que
estudia la ecuacién de propagacién de onda ya no se pregunta si
hay ondas en la naturaleza que satisfacen esta ecuacién, ya no se
pregunta cuando estudia aritmética o teoria de conjuntos si los
conjuntos o los nimeros en los que piensa intuitivamente satisfa-
cen las hipétesis de la teoria que esta considerando. Debia preocu-
parse con el desarrollo de las consecuencias de estas hipétesis y
con presentarlas de la manera mis sugestiva. El resto es asunto de
fisicos o de fil6sofos.

Los resultados que se han obtenido, hasta ahora, con estos nue-
vos métodos son todavia pocos; hay mas esperanzas que realiza-
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ciones. Podemos atribuirlo sélo a la extrema dificultad de los pro-
blemas que surgen. De todas las teorfas matemiticas usuales, sélo
se ha mostrado la consistencia de la aritmética y ello solamente
con ciertas restricciones en cuanto al uso del axioma de induccién
matematica. Hace cinco afios, Hilbert anuncié que habia probado
la consistencia del analisis e incluso de la teoria de conjuntos con
una hipétesis bien conocida, la hipétesis del continuo, pero estas
demostraciones no fueron publicadas y parecen tener serias difi-
cultades. Hay, sin embargo, otro punto de vista para llevar a cabo
este trabajo y en segin el cual se han obtenido resultados alenta-
dores: el estudio de lo que los alemanes llaman el Entscheidungs-
problem que consiste en buscar un método que nos permita reco-
nocer con certeza (al cabo de un mimero de operaciones que
puede ser determinado de antemano) si una proposicién es una
identidad y, si lo es, encontrar una prueba de la proposicién. La
solucién a este problema nos permitirfa reconocer si una proposi-
ci6n es verdadera en una teoria determinada que tenga un nime-
ro finito de hipétesis pues puede probarse ficilmente que si la
prueba de una proposicién P-hace uso de las hip6tesis Hi,
Hz,...,Hn, entonces H1&H3&...&Hjy. P es una identidad e, inver-
samente, si tal proposicién es una identidad, entonces P es verda-
dera en la teorfa considerada. En particular, serfamos capaces de
reconocer, entonces, si la teoria es o no consistente.® Y, en gene-
ral, podemos maquinar de manera tal que hagamos que todos los
argumentos matematicos usuales en teorias que sélo tengan un
nimero finito de hipétesis. Con ello, podemos ver la importancia
del problema cuya solucién nos permitiria decidir con certeza
acerca de la verdad de una proposicién en una teorfa determina-
da. Esto nos daria un método general para las mateméticas que
permitiria que la 16gica matematica jugara el mismo papel frente
a las matematicas ordinarias que la geometrfa analitica juega vis-
d-vis la geometria euclideana. Este problema est4 lejos de resol-
verse; solamente se ha tratado, hasta el momento, en casos parti-
culares. En todo caso, el problema puede ser reducido a un
problema aritmético y un estudio profundo de esta reduccién nos
da resultados curiosos acerca de la estructura de todas las demos-
traciones mateméticas y las cuestiones relacionadas con las para-
dojas que se obtienen al considerar el “conjunto” de todos los ni-
meros que pueden ser definidos con un ndmero finito de
w»—quwm.q Pero no podemos investigar estas cuestiones aquif sin
rebasar los limites que nos hemos impuesto.
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Estos son los métodos de la metamatemdtica y la direccién en
que apunta. Hasta ahora, s6lo se han dado los primeros pasos; re-
giones inmensas permanece inexploradas. Pero los resultados ya
obtenidos bastan para mostrar el valor inmenso de esta doctrina;
s6lo la metamatematica basta para dar respuestas decisivas a pre-
guntas que hasta ahora parecian escapar a todo tratamiento posi-
tivo. Posiblemente su influencia se extienda poco a poco a todas
las ramas de las matematicas y nos de métodos para ellas. Perca-
tarnos de su gran ambicién, la solucién al Entscheidungsproblem
tendr4 una repercusién considerable, posiblemente tanto por sus
consecuencias practicas como por las cuestiones de principio cuya
solucién permitiria. Sin embargo, no parece que €sta meta pueda
alcanzarse en el futuro cercano; todos los esfuerzos que se han he-
cho en esta direccién s6lo han tenido éxito en plantear la dificul-
tad del problema de una manera més precisa. Pero esta ciencia se
inauguré ayer y sus principios ya nos permiten predecir el papel
que estd llamada a jugar. :

Notas:

* Trabajo que se publica en este volumen. .
** Des Esseintes es el personaje decadente y estético de una novela de J.K.

I:J.Ewbu.

Desearemos hablar de propiedades que pueden o no ser verdaderas para un
objeto determinado. Por ejemplo, la propiedad de un ntmero de ser diferente de 0.
De esta manera, una relacién entre dos objetos es una relacién de esta pareja de

objetos.

woﬂ,oaom los matematicos que se han ocupado de estas cuestiones han usado
diferentes métodos de exposicion de este lenguaje simbdlico y sus reglas de razona-
miento (si bien son equivalentes). Aquf usamos el método que nos parece mds simple.

3 Hemos utlizado Ia notacién presentada en el texto original en francés (N.E).

4 Pues, como Russell y Whitehead demostraron, P:P.Qesuna identidad.
Consecuentemente, basta aplicar 1a segunda regla de razonamiento para llegar ala
concjusién del texto.

Un dierto ndmero de argumentos que ahora consideramos como metamate-
maticos ya habfan sido elaborados de una manera mis 0 menos completa antes de
la invencién de las metamatematicas. Estos consistfan, por lo regular, en mostrar
que ciertas teorfas son consistentes o incompletas si otras teorfas, como la aritméti-
ca,se suponen consistentes. Pero solo las metamatemiticas nos permiten plantear
estos problemas claramente en todos los casos.

6'Sea P una proposicién verdadera en la teorfa. De lo que hemos dicho en 1a

definicién de consistencia, es necesario y suficiente para que la teorfa sea inconsis-
-hnnwm:n P sea verdadera en la teorfa. )

Estamos aludiendo aqui, a la paradoja de Skolem segtn la cual toda teorfa
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matematica puede ser llevada a cabo considerando solame
. ¢ nte I j

MMMWMWOM%”“&F“QO una discusién de la importancia y mﬁ”&ﬂ&.ﬁ“ﬂ@“ﬂﬁbﬂ
o posicidn anmG <w1u muy 58.. Detalles suplementarios sobre esta Cuestién
it poontrars MWM trabajo de Hilbert y Ackerman (1928, P- 80), que contiene
bronte .Mm a bibl %...wc a completa y, en el capftulo 5 de nuestra tesis que ww»_.oonnm
pronto. Esto 2jos y los articulos de Hilbert pueden ser consultad

posicién detallada de las metamatemati pede

ser consultado en relacién al m:aa?&::%\&vkigmn mds atin, nuestro 1929b puede






