La filosofia y el programa de Hilbérf

Carlos Torres A.

INTRODUCCION

Este ensayo tiene como propdsito presentar al lector interesado
en la filosofia y fundamento de las matematicas una sintesis del
pensamiento de Hilbert al respecto. No obstante, seria erréneo
considerarlo una introduccién al tema. Es aconsejable que el lec-
tor tenga cierta familiaridad con los temas que aqui se tratan,
especialmente en lo que atafie a la légica matemAtica. Mas bien,
es una sintesis de lo que considero es el nicleo del pensamiento
de Hilbert en torno al fundamento de las mateméticas junto con
algunas de sus consecuencias. :

Aquellos principios que se consideran fundamentales en la vi-
sibn que Hilbert tiene de las matematicas se presentan en forma
de “tesis”. Esto se hace sélo por economia. No se afirma que Hil-
bert las haya enunciado asi. M4s bien, se les ha extraido de sus
escritos y de los de sus comentaristas, pero no se les encuentra
como tales en sus trabajos. Ellos resumen su opinién respecto de
la esencia del pensamiento matematico. Quiza sean erréneos, pero
reflejan nuestro modo de entender su punto de vista. El texto
subsiguiente se deberd leer teniendo en mente tales principios.
Dicho texto consiste en una serie de fragmentos en los que las te-
sis son desarrolladas, comentadas o explicadas. El programa de
Hilbert se expone como un medio concreto para fundamentar la
matematica en lo que es dable en la percepcién.

En virtud de que los teoremas de Godel desempefian un papel
importante en la respuesta matemética al programa, se incluyen
dos secciones dedicadas a ellos. En ellas se da un bosquejo mo-
derno de dichos teoremas a partir del Lema Diagonal y las Con-
diciones de Derivacién de Hilbert y Bernays. Después de examinar
el efecto que tienen para el programa, nuestro trabajo llega a un
abrupto final. En fin de cuentas, poco queda por decir desde una
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perspectiva matemética: las metas que el programa se habia tra-
zado no se pueden alcanzar, el programa apunta hacia una solu-
cién inasequible. La respuesta es matematica, no filoséfica. Bien
interpretada significa que la intuicién pura del signo, al menos
como Hilbert la entiende, no es suficiente para fundar la mate-
mética.

SiNoPsIS :

Hilbert propuso el siguiente proyecto filoséfico: fundamentar
la matematica en la intuicién pura del signo.
Para realizarlo elaboré un programa matemético.

1;- La naturaleza de la matemdtica

Tests N2 1. La matemética comprende dos tipos de nociones:
descriptivas e ideales. Grosso modo, las nociones descriptivas co-
rresponden a objetos y .construcciones concretas de la experiencia
sensible. Por el contrario, las nociones ideales son ideas de razén
que trascienden toda experiencia. Su funcién es suplementar la
razén matemdtica. Son, en este sentido, indispensables.

Tesis N° 2. Las nociones descriptivas tienen su origen en
cierto tipo de razonamiento intuitivo que se encuentra en la base
del pensamiento matematico. Este razonamiento, que procede sin
presupuestos axiomaticos, consiste en la reflexion directa acerca
de objetos presentes en la intuicién como experiencia inmediata
previa a todo pensamiento. Constituye lo que se llama “matema-
tica finitista”. Muy pronto esta matemaética se extiende mediante
la adicién de nociones y enunciados ideales que tratan con objetos
ficticios no construibles en la percepcién. Ejemplos de ello son los
niimeros transfinites de Cantor y la nocién de infinito actual.

Tesis N° 3. La incorporacién de nociones ideales a una teo-
ria que originalmente se ocupa de objetos y construcciones con-
cretas -estd sujeta a la condicién de no contradiccién. En esto se
estd de acuerdo con Kant,

Tests N° 4. La tnica ‘manera de dar forma a una teoria
‘matemAtica que comprende nociones e inferencias ideales es pro-
cediendo axiomAticamente. De hecho, es «l proceder axiomético
lo que -de suyo es especifico al pensamiento matematico.
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Tesis N° 5. La tnica exigencia para una teoria axiomatica
es la de ser no contradictoria (consistente). En tal caso sus axio-
mas son verdaderos y los objetos por.ellos definidos -existen.
1. Para Hilbert la ocurrencia de .contradicciones en la teoria
transfinita de Cantor no obliga a su abandono. En su opinién, las
antinomias son el resultado del descuido con que se ha extendido
la matemaética finitista con la adicién de nociones ideales.

Su divisa: Nadie serd capaz de expulsarnos del paraiso que
Cantor ha creado para nosotros.

2. En su opinién, los enunciados ideales no se pueden justifi-
car como verdades materiales evidentes. De la misma manera, las
formas transfinitas de deduccién no se justifican a partir de la
intuicién que de ellas se tiene.! Sélo la demostracién de que su
asuncién no conduce a contradicciones cumple tal fin.

3. Hilbert sostiene que en el desarrollo de una teoria axiom4-
tica la naturaleza o caracter de los objetos considerados es irrele-
vante. Sélo importan las relaciones que fijan los axiomas entre
dichos objetos. Es asi que, en su opinién, la matemAtica no es
una forma de acceso a una realidad suprasensible. De hecho, los
objetos .de que trata una teoria no existen al margen de la teorfa
misma.

4. En manos de Hilbert la matematica deviene en la Cxenma
de lo Posible, entendiéndose por “posible” aquello.que no conduce
a contradiccién. En su opinién, una teoria axiomética es signifi-
cativa si se demuestra que ninguna contradiccién es deducible de
sus axiomas. He aqui el problema esencial del fundamento de.las
matematicas segiin lo entiende en su obra tardia,

3. Para desarrollar legitimamente una teoria que comprende
nociones descriptivas e ideales es indispensable demostrar @ prior:
su no contradiccién. Se impone con ello una tarea fundamental:
buscar la garantia de no contradiccién de la. matematica clisica,
incluyendo la teorfa de los nGmeros transfinitos de Cantor. Para
ello es preciso:

. .1 Un caso de nocién ideal es la ley del tercero excluido cuando .se
aplica a conjuntos infinitos. Dada una propiedad P(x) y un conjunto
infinito A, ¢es legitimo afirmar que IxP(x) V ¥x ~ P(x) sin mis? Cual-
Quier respuesta afirmativa que se de carece de una base empirica. No obs-
‘tante, "la mayor parte de los matsméticos aceptan como valida eésta’ Iey
Para’'todos ‘los conjuntos, no sélo’los finitos. Esta nocién se introduce ‘¢on
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19) Axiomatizar la matemética clésica.
29) Demostrar la consistencia de dicho sistema axiomético.

Entre 1908 y 1922 Zermelo y Fraenkel desarrollaron un siste-
ma axiomético para la teorfa de conjuntos que en general cumple
con la primera de estas tareas. Quedo por resolverse el problema
de su consistencia.

6. Hilbert ve en el problema de la consistencia la cuestién
central del fundamento de las mateméiticas. Para resolverlo pro-
pone un nuevo método que tiene como base el sentido literal de
la palabra “consistencia”: a saber, que no es posible deducir una
contradiccién (es decir, no hay dos teoremas uno de los cuales
¢s la negacién del otro).

2. La filosofia del signo

Tests N° 6. La matemética dispone de un contenido que le
es asegurado independientemente de la légica y, por tanto, no pue-
de fundarse sobre la sola légica. Mas bien, la aplicacién de las
operaciones ldgicas requiere que algo esté dado en la representa-
cién (vorstellung) como experiencia inmediata anterior a todo
pensamiento. De acuerdo con esta teoria, el objeto de nuestro exa-
men en la mateméatica son los signos concretos cuya forma es clara
¢ inmediatamente reconocible. Estos objetos son susceptibles de
examinarse a fondo, en todas sus partes; sus propiedades, sus di-
ferencias y su orden estdn dados intuitivamente con ellos mismos
como algo que no puede reducirse a2 nada mas ni requiere en modo
alguno tal reduccién.

Tesis N* 7. La base segura para el pensamiento matematico
es la intuicién del signo. En ella han de sustentarse las demostra-
ciones de consistencia.

Tests N° 8. Fn la esfera de la experiencia sensible no es po-
sible que se produzcan contradicciones. Sélo los enunciados se
contradicen.

Tesis N? 9. La mateméatica finitista es por su misma natura-
leza no contradictoria. Lo justifica el que sus enunciados descri-
ben en forma precisa objetos y relaciones entre objetos concretos.

7. La realidad matematica no se sitda en un mundo ideal sino

el propésito de restablecer la validez. de las reglas de la légica Aristotélica
que, como Brouwer demuestra, se perdieron con la transicién al infinito.
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en la esfera de lo que se percibe o es dable en la percepcién. Sus
objetos, 1os signos, tienen una existencia independiente del pen-
amiento y de las construcciones a través de las cuales se les conoce.

"8, Los signos son, en tanto que objetos concretos,” anterlores
a todo ‘pensamiento e irreductibles a cualquier otra cosa.

9. Para Hilbert el tinico resguardo seguro para la matematlca
es la intuicién del signo (la cual, en palabras de Ladriere, “dis-
fruta de una evidencia privilegiada”). En su opini6n -, la validez
del pénsamiento matemético ha de sustentarse en dos hechos: en
la existencia objetiva e independiente de los signos y en su per-
fecta adecuacién a la realidad (la de los signos concretos) que
pretende estudiar.

10. ‘El retorno a la intuicién del 31gno exige la reducc1on de
la matemética al dominio de la percepcién sensible.

3. El problema de la consistencia. La formalizacién

11, Se colige de lo dicho que, para Hilbert, la solucién final
al problema del fundamento de la matematica clésica se logra
con una demostracién finitista de su consistencia. Para llevar a
cabo esta tarea la axiomatizacién es insuficiente: una teoria axio-
mitica es un objeto mal definido del pensamiento, y es parte esen-
cial del pensamiento finitista el ser s6lo aplicable a entidades defi-
nidas y dadas constructivamente, Ni la representacién de la teoria
en el Ambito de la percepcién, ni el estudio de su estructura de-
ductiva son posibles en este nivel. Para satisfacer estas exigencias
hay un solo recurso: la formalizacién.?

12. Para formalizar por completo la matemética clésica es
preciso (von Neumann, 1931):

1. Enumerar todos los simbolos l4gicos y mateméticos de la
"teorfa. Estos simbolos, llamados gprimitivos, deberin incluir a los
simbolos “—” y “~” que representan, respectivamente, a la impli-
cacién y la negacién.

_.% La formalizacién es un paso involuntario provocado por las exigen-
cias del problema de los fundamentos. Se le introduce para dar-a los
métodos deductivos de la matemitica una forma tan exacta que puedan
ser el objeto de una investigacién matemética (la consistencia es una pro-
piedad relativa a las demostraciones de una teorfa, no a sus enunciados).
Esta dificultad no constituye necesariamente un contratiempo: también
es la culminacién de una ardua labor en el terreno de la axiomética.
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" 2. Caracterizar sin ambigiiedad todas las combinaciones de sim-
bolos primitivos que representan enunciados de la matemética cl-
sica. A éstas se les llama férmulas. .

3. Suministrar un procedimiento que permita construir en forma
sucesiva todas las férmulas que correspondan a enunciados verdade-

7os de la matemitica clasica. A este procedimiento de derivacién
formal se le llama prueba y a las férmulas con el construidas teo-
remas. .

Esto dltimo se logra definiendo la nocién de prueba como sigue:

3.1. Ciertas férmulas, caracterizadas efectivamente y sin ambi-
giiedad, son llamadas axiomas.

3.2. Ciertas reglas, caracterizadas efectivamente y sin ambigiie-
dad, son Namadas reglas de derivacién. Estas indican como se pasa
de un grupo de férmulas llamadas hipétesis a otra férmula llamada
conclusién. Se dice que la conclusién se infiere de sus hipétesis.

3.3. Una prueba o derivacién es una sucesién finita de férmu-
las, cada una de las cuales es un axioma o se infiere de otras férmulas
que le preceden en la sucesibn por la aplicacién de alguna regla
de inferencia. A la Gltima férmula de una prueba se le llama teo-
rema.’

Estas tareas ya fueron realizadas casi por completo por los
logicistas. En Principia Mathematica (1910-1913) Russell y White-
head suministran una enorme evidencia experimental de que la
matemética clasica puede representarse en un sistema formal ¢ que
utiliza un ndmero muy pequefio de simbolos primitivos y de re-
gIas de inferencia. Aunque creado en un contexto diferente (en

3 Hay un estrecho vinculo entre una teoria axioméitica y sus formaliza-
ciones. En una teoria axiomética los enunciados son acerca de ciertos tér-
minos técnicos que permanecen indefinidos. Algunos de estos enunciados
se consideran verdaderos y otros falsos. Los enunciados verdaderos son los
axiomas y los teoremas. Un axioma es un enunciado que deliberadamente
se considera verdadero. En cambio, un teorema es un enunciado que se
infiere de los axiomas por medio de una deduccién ldégica. (una demos-
tracién), mientras que un enunciado falso es aquel cuya negacién es ver-
dadera. Estos elementos posecen un sentido dado intuitivamente y el marco
en el que se .desarrollan es.el del lenguaje natural. En-un sistema formal
se encuentran elementos andlogos, pero su significado esti - rigurosamente
determinado por las reglas del sistema. La nocién de férmula en el sistema
es aniloga a la de enunciado en la teoria axiomitica. La de prueba es
analoga a la de demostracién, La de férmula derivable es aniloga a la
de enunciado cierto, y la de férmula refutable a la de enunciado falso.
Findlmerite, 1os teoremas del sistema formal son anélogos a’los de la teorfa
axiomética.” | )
¢ 4%Gidtema formal”, “célculo” 16gice” y “formalismo” no son sino dis-
tintas " denomiinaciones de un mxsmo concepto. Lo mismo se puede’ decir
de las palabras ‘simbols” y “signo”, aurique en ocasiones esta ultlma puc-
de’ sxgmflcar ‘sucesioén de stinbolos”, Por otra parte, la pdlabra “expre-
sién” quiete decir “sucesién finita de simbolos primitivos”, '
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4] varias expresiones se introducen. con la intencién de comuni-
car), Hilbert lo adapta a sus propésitos eliminando cualquier sig-
nificado atribuible a sus simbolos, declarando que las férmulas del
calculo l6gico de Principia Mathematica son enunciados ideales
que nada significan por si mismas.®

.De este modo, en lugar de la ciencia mateméitica expresada
en lenguaje ordinario se obtiene un inventario de férmulas, un
sistema de signos que se combinan y disocian segin reglas objeti-
vas descritas con toda. precisién. Algunas de estas férmulas corres-
ponden a los axiomas matematicos, y a las inferencias materiales
corresponden reglas conforme a las cuales las férmulas se enca-
denan.

-13. Con la formalizacién Hilbert convierte las demostraciones
matematicas en objetos de examen intuitivo. En ello cifra sus es-
peranzas. de resolver el problema de la consistencia. Considera que
si bien es cierto que en la matemética clasica hay un uso esencial
de las nociones ideales, y que toda teoria formal que la represente
deberd del mismo modo representarlas a ellas, también es cierto
que el caracter constructivo de las derivaciones permite abordar
e] problema desde una perspectiva finitista. En otras palabras:
aun cuando la interpretacién intuitiva de un sistema formal no
sga finitista, el sistema, visto como una totalidad de derivaciones
(i.e. secuencias finitas de férmulas ordenadas conforme a las re-
glas) estd definido constructivamente y puede ser objeto de dis-
cusién finitista. En su opinién nada impedir4 obtener por esta via
la. garantia de la validez del aparato matematico.

14, La formalizacién de la matemAtica clasica ha de ser com-
pleta, es decir, los teoremas de ambas teorfas (la formal) y la
axiomitica) se deben corresponder en un sentido obvio. De lo
contrario serid inadecuada.

4. La metamatemdtica

15.. La formalizacién sitGa al pensamiento matemético en. pre-
sencia de un-sistema de objetos, los signos, en el que los axiomas,
Iy férmulas y las derivaciones formales son tema de un examen
mtumvo Este examen se lleva a cabo dentro de una disciplina

s En un formalismo los signos ya no son representacién de otra eosa,
'lsmas que evocan en el entendimiento la cosa simbolizada.. Por un cambio
rdical de actitud el pensamiento se ve obligado a detenerse en ellos mis-~
Wos a fin de tomarlos como objetos Gltimos.
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en cierto sentido nueva, una metamatemdtica que comprende las
consideraciones intuitivas a que dan lugar los formalismos. Su pro-
pésito es establecer el caracter no contradictorio de los axiomas.

16. La descripcién de los formalismos tiene lugar en la meta-
matematica. En ella los enunciados tienen el propésito de comu-
nicar. Su rudimento es la intuicién del signo.® El leitmotiv de esta
disciplina es el andlisis sintictico de los sistemas formales a fin de
caracterizar, en términos objetivos, la clase de sus teoremas. Hil-
bert, en particular, pretende demostrar que ciertas férmulas no
son teoremas (consistencia) y, de ser posible, determinar un pro-
cedimiento para decidir si una férmula dada es o no un teorema
en el sistema (problema de la decisién).

17. La metamatemética, como Hilbert la entiende, es en esen-
cia sintictica: la verdad o falsedad de sus enunciados depende
Gnicamente de la forma de las expresiones en ellos referidas y no
de su significado. '

18. En la metamatemitica s6lo se admiten argumentos y mo-
dos de razonamiento finitistas. La razén es obvia: si lo que se
pretende es justificar los elementos transfinitos de la matemética
clasica, no tiene sentido que la justificacién haga uso de ellos. La
herramienta debe conservarse pura. En particular, no son permi-
sibles los siguientes modos de razonamiento: demostracién de la
existencia de un objeto por reduccién al absurdo, induccién trans-
finite, uso del axioma de eleccidn y sus equivalentes, de todae
forma del infinito actual, de operaciones que involucren una. infi-
nidad de manipulaciones de férmulas o apelar a una infinidad
de propiedades estructurales del sistema formal. Se trata, en esen-
cia, de proscribir todo paso deductivo que no se encuentre justifi-
cado por una evidencia intuitiva.

19. Para Hilbert comprender el concepto de infinito es enten-
der, desde un punto de vista finitista, el uso que se le da.” Dicho

6 Esta intuicién nos permite, entre otras cosas, reconocer los simboles
del sistema y decidir si un simbolo predeterminado es o no uno de ellos.
También nos permite reconocer aquellas expresiones del. lenguaje que sore
fé6rmulas y, entre éstas, las que son axiomas. Asi mismo, nos faculta para
reconocer cudndo una sucesién finita de férmulas es una prueba y compio-
bar directamente su correccién. ‘ :

7 Hilbert se expresa asi: “Operar con el infinito sélo puede validarse
a través de lo finito”. En su opinién, las nociones ideales (o, en jerga
Kantiana, los conceptos de razén) sélo se entienden razonado en torno de
ellas en un contexto bien definido que es, en este caso, la matemética fi-
nitista.

La filosofia y el programa de Hilbert 41

uso, €n su opinién, consiste en dinamizar el desarrollo de la teo-
ria. Su empleo se justifica al demostrar que cualquier enunciado
finitista que se derive con su ayuda es verdadero. Esto ocurre
segiin él en caso de que la matemdtica clasica sea consistente. Ar-
guye que la deduccién de un enunciado finitista falso ® conduciria
directamente a una contradiccién, al ser su negacién ~ @ verifi-
cuble por métodos finitistas.®? :

20. Hilbert quiere solucionar el problema de la consistencia a
través de la formalizacién. A ésta le asigna el papel de simple ins-
trumento en la investigacién de la estructura deductiva de las
teorias matemdticas preexistentes. En este sentido es erréneo pen-
sar que sblo quisiera referirse a los signos, que fuese un defensor
del formalismo a ultranza: la formalizacién es sélo un medio para
eliminar la maquinaria transfinita, una representacién.

21. No hay una definicién precisa de los conceptos de “demos-
tracién finitista” y “formalizacién”. No obstante, la reduccién fini-
tista no necesita ser clarificada. Una vez hecho el trabajo, el
examen de los métodos utilizados descubrira si son o no satisfac-
torios.

5. El programa
22. El Programa de Hilbert se resume asi:

1¢) Formalizar la Matematica Clasica.

22) Demostrar que la formalizacién es (seménticamente) completa.?

39) ]?emostrar con métodos finitistas que la formalizacién es con-
sistente. '

8 Lo cugl presupone que los métodos de demostracién finitista estan
t0d9s ellos incorporados en el sistema. Tal demostracién de consistencia
dana. la razén a Hilbert cuando afirma que los elementos transfinitos no
]son sino nociones ideales cuyo {inico propésito es agilizar el desarrollo de
a teoria. ‘

® S’efna’.ntica‘mente completa: que a cada enunciado verdadero de Ia
mate.m.a’txca clésica corresponda una férmula derivable en el sistema. Esta
COmzhcwn. suele reemplazarse por la siguicnte: demostrar que el formalismo
e sintdcticamente completo, es decir, que para toda férmula @ sin variables

/li .
bres se cumple que o ella o su negacibn ~ @ es derivable en el sistema.

aElfta. definicién tiene la vex}taja de ser enteramente sintictica (sélo alude

sistema formal, no a sus interpretaciones) y por ello és preferible. Dichas
cond1c§ones son equivalentes en caso de que el sistema sea correcto: si ()
es derivable en el sistema, entonces el enunciado que le corresponde en

la. matemética clésica es verdadero.
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,.23. Hilbert. reduce el problema de la consistencia a demostrax
que hay una férmula que no es derivable en el sistema.’® Este
Gltimo problema.es materia de un tratamiento intuitivo: se trata
de demostrar la imposibilidad de producir una derivacién de cier-
ta. clase.. La situacién es similar a la que se presenta en la teoria
elemental de los nimeros cuando se demuestra que V2 es irra-
cional. En este caso el problema consiste en demostrar que es
imposible encontrar dos enteros positivos @ y b tales que 242 = b?
(es decir, se trata también de una imposibilidad: la de producir
dos simbolos. numéricos con cierta propiedad. Una prueba formal,
al igual que un simbolo numérico, es-un objeto concreto, visible,
y la condicién de que la Gltima férmula de la prueba no sea una
férmula predeterminada es algo que se puede verificar por ins-
peccién directa. Como expresa Cavaillés:. “Un razonamiento es-
crito no nos puede engafiar, pues en su disefio aparecerian las
figuras excluidas”.

24. El programa de Hilbert es un examen matemético de
la légica en su aplicacién a las matemiticas con el fin de justificar
sus métodos. En este sentido podemos repetir, con Cavaillés, que
la posicién filos6fica de Hilbert es més bien la que propone una
filosofia derivada de las mateméticas, una filosofia matemdtica y
no la de una filosofia de las matemdticas que buscaria ajustar el
trabajo concreto de los matematicos a posiciones decididas fuera
de este quehacer.

El programa es, a la vez, expresién matematica de un proyecto
filoséfico que busca fundamentar la matematica en lo que se per-
cibe o es dable:en la percepcién.

25, El programa era prima facie razonable, pues las demostra-
ciones de consistencia parecian depender exclusivamente del exa-

10 Los formalismos considerados por Hilbert son inconsistentes si- y
sélo si todas sus férmulas son derivables ahi. La razén es que toda tau-
tologia de la forma ~A-—>(A—>B) es un teorema y la regla A,
A —> B/B (modus ponens) es una de las reglas de inferencia. Por otra par-
te,.si los nimeros naturales estin representados en el sistema, la férmula

puede especificarse con antelacién. Hilbert elige una particularmente sim-

ple:. ~(1 =1). En consecuencia, la consistencia del sistema se sigue de
la_demostracién de que “~(1 =1)” no es un teorema, Esta demostracién
es, a la vez, justificacién del método de los elementos ideales. .
© .11 El Programa tiene un sentido bien definido dentro de la matema-
tica. Esto es asi a pesar de.la imprecisibn de algunas nociones que. en él
intervienen, coma, por ejemplo, la de “demostracién finitista” o la de
“formalizacién”. : ‘
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men de configuraciones simbélicas directamente ligadas a la intui-
ci6én sensible.

¥ 6. Godel

26. La meta de la teoria de la demostracién * era “eliminar
para siempre los problemas de fundamentacion”. Como paso pre-
liminar a la demostracién de consistencia de la matemAtica cli-
sica, Hilbert y sus seguidores pusieron a prueba su herramienta
aplicando el método a la légica misma y a algunos fragmentos de
la Aritmética. Lo primero fue formalizar la légica de primer orden
y demostrar su consistencia con métodos finistas. Realizada esta
tarea dirigieron su atencién a la teoria de los niimeros. En este
caso la formalizacién se realizé por etapas, considerando fragmen.
tos sucesivos de la aritmética de Peano. En cada situacién una
prueba de consistencia finitista fue elaborada para el fragmento.
En 1930 habia razones para esperar que en poco tiempo el pro-
grama se verfa coronado por el éxito. Escuchemos a Herman Weyl:

Pero tan brillantes esperanzas fueron borradas con un descubrimiento
debido a Kurt Gddel, en 1931, que ponfan en duda todo el progra-
ma. Desde entonces la actitud prevaleciente ha sido de resignacién.
Los fundamentos Gltimos y el sentido de las matematicas permane-
cen como problema abierto; no sabemos en qué direccién se encuentra
la.solucién, ni siquiera sabemos si puede esperarse una respuesta
objetiva final. “Hacer matemiticas” puede que sea una actividad
creadora del hombre, como la misica, cuyos productos en forma y
sustancia estin condicionados por la historia y por ello impiden una
racionalizacién objetiva completa.

Godel demostré que en el formalismo de Hilbert, de hecho en
cualquier sistema formal M que no sea demasiado restringido, su-
c:eden dos cosas raras; 1) se pueden encontrar proposiciones aritmé-
ticas @ de naturaleza relativamente elemental que son evidentemente
clertas pero no deducibles dentro del formalismo. 2) La férmula v
que expresa la consistencia del sistema M, no es deducible en M.
Més precisamente, una deduccién de ¢ o ¥ dentro del formalismo M

. Hevarfa directamente a una contradiccién en M, es decir a una de-
duccién de la férmula ~(1 = 1). Del primer hecho deducimos que
los campos de las proposiciones accesibles al entendimiento y el de las
accesibles a la deduccién se traslapan, sin que ninguno de ellos con-

2 En un sentido estricto, la teoria de la demostracién es mis general
que la metamatemitica, pues ésta Wltima restringe voluntariamente sus
métodos a métodos finitistas. No obstante, para Hilbert se trata de dos nom-
TeS para una misma teoria como lo serd para nosotros en este trabajo.
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tenga al otro. ... Aunque la idea de un mundo trascendente existen-
te y completo en si mismo es el principio sobre el que construimos
el formalismo, este Gltimo en cualquier etapa fija tiene un caricter
incompleto, ya que siempre habri problemas, aun de simple natu-
raleza aritmética, que pueden formularse dentro del formalismo y
verificarse por discernimiento, pero no verificarse por deduccién den-
tro del formalismo.

El segundo teorema de Giédel es aun mis inquietante, ya que
nos confronta con esta alternativa: o bien el razonamiento por me-
dio del cual se establece la consistencia del formalismo debe conte-
ner algiin argumento que no posee contraparte formal dentro del
sistema... o la idea de una demostracién estrictamente “finitista”
de consistencia debe descartarse por completo. (Herman Weyl, 1965).

27. Con asombrosa originalidad, Gédel nos muestra que la
metamatematica, al igual que la mateméatica misma, es susceptible
de ser tratada formalmente. Su mérito consiste en observar que,
desde un punto de vista general, la naturaleza de los objetos con-
siderados en la construccién de un sistema formal (simbolos, férmu-
las, pruebas, etc.) es irrelevante. En consecuencia, éstos pueden
reemplazarse por néimeros naturales. El cédigo de sustitucién pue-
de arreglarse de modo que las reglas del sistema, aquellas que
rigen la formacién de férmulas y la derivacién de teoremas, queden
expresadas por simples operaciones aritméticas entre los ntimeros
que las representan. De este modo los enunciados metamateméticos
se convierten en enunciados aritméticos y son, a su vez, suscepti-
bles de formalizaci6n.®

Al procedimiento ideado por Gidel se le conoce bajo el nom-
bre de Aritmetizacién de la sintaxis. Cuando se le aplica a una
formalizacién de la aritmética se crea una situacién peculiar: la
metamatemitica es ahora de la misma indole que la teoria for-
malizada y sus enunciados se pueden expresar en el sistema. De
este modo el formalismo contendrd una representacién de su meta-
teoria.}

13 La fase del formalismo que perdura hasta 1930 es una etapa un
tanto ingenua aunque sumamente creativa. Si bien es cierto que en ella se
forjan los conceptos y las técnicas fundamentales para el trabajo ulterior,
también es cierto que es un tanto acritica e ignorante de sus limitaciones,
Dicha fase llega a su fin en 1931 con la publicacién de los teoremas de
Godel, donde se conduce a la metamatemitica a una segunda fase mis
critica y reflexiva.

34 Este término no es utilizado por Hilbert. De hecho el {inico que él
usa con el prefijo “meta” es “metamatemitica”. No obstante, el sentido
de la palabra “metateoria” es anilogo al de la anterior y significa “teorfa
matemdtica que versa sobre un sistema o lenguaje formal”.
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7. Los teoremas

28. No podemos dejar de lado una exposicién mas detallada
de los teoremas de Godel. Su demostracién para un sistema for-
mal M tiene como base la posibilidad de codificar (es decir, repre-
sentar a través de un cédigo) parte de la metateorfa de M en M,
con lo cual se descubre el siguiente ciclo:

1. A través de la aritmetizacién, las propiedades metateéricas
de M (formuladas primeramente en espaiiol) se expresan en forma
aritmética.

2. A través de la codificacién, los enunciados aritméticos que
expresan propiedades de M quedan formalizados en M.

3. A través de la aritmetizacién, ciertas férmulas de M que
originalmente se interpretan como enunciados aritméticos, también
se interpretan como enunciados metatedricos.

Se produce con ello la posibilidad de encontrar férmulas que,
a través de la aritmetizacién, se interpretan como referidas a cier-
tas expresiones formales que coinciden con ellas mismas. En otras
palabras, se establece la posibilidad de encontrar (via la aritme-
tizacién) férmulas autorreferentes.

En la demostracién del Lema Diagonal se indica cémo se cons-
truyen tales férmulas y en los teoremas subsiguientes (es decir, los
teoremas de Godel) se muestra qué se puede hacer con ellas.

29. No pretendemos detallar la demostracién de estos teore-
mas. En consecuencia, no vamos a pormenorizar la descripcién
del sistema M, ni a explicar cémo es que se lleva a cabo la codifi-
cacién de su metateoria. En vez de ello supondremos que el sistema
formal M satisface las condiciones que a continuacién se enuncian,®

Condicién primera. Hay una funcién inyectiva g:C — N con
las siguientes propiedades:

1) Para todo ceC, el valor g(c) es calculable a través de un pro-
cedimiento finitista.

2¢?) Hay un procedimiento finitista para decidir si un niimero natu-
ral n es la imagen de alguna componente de M. En caso de que
haya una componente ¢ cuya imagen es n, el procedimiento
permite determinarla de un modo efectivo.

15 Se llama componentes de M a sus simbolos primitivos, términos,
férmulas y pruebas formales, Al conjunto de componentes de M se le de-
nota con la letra “C”.

. Se supone que el sistema formal M incluye los axiomas y las reglas de
inferencia del calculo de predicados. Quien esté familiarizado con dicho
célculo no tendré dificultad para entender los temas que aqui tratamos.
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De g se dice que es una correspondencia de Gédel y al ntimero
g(c) asociado a cada componente de M se le llama nimero de
Godel de c. A través de la correspondencia de Godel las proposi-
ciones metamatematicas relativas a las componentes de M se con-
vierten en proposiciones aritméticas relativas a sus ntmeros de
Godel. Esta es la base para la aritmetizacién de la sintaxis de M.

Condicién segunda. M estd provisto de numerales (términos
cerrados) 0, 1, 2 etc. que representan a los nlmeros naturales
0, 1, 2 etc,2®

Si ¢ es una componente de M con nimero de Gédel g, enton-
ces ‘c’ denota al numeral g (es decir, ' =g)c). En lo que
sigue la expresién 'c’ sirve como un cédigo (un nombre) para
c en M. En particular, a cada férmula de M le corresponde un
término cerrado "A” al que nos referiremos como el cédigo de A.

Condicidn tercera. M es consistente.!?

Condicién cuarta. Hay un término sb(x,y) en M con la pro-
piedad siguiente: si A(x) es una férmula cuya tnica variable libre
es x y t es un término de M, entonces |—s b("A(x)7, 'f') =
A(t)" (es decir, se prueba en M que sb("A(x)’, "t") es el cédigo
de la férmula que se obtiene al substituir en A(x) las presencias
libres de x por t).

Condicién quinta. Hay un predicado binario PR(x,y) en M
que cumple lo siguiente:

1°) Si h es el nimero de Godel de una prueba de la férmula con
nimero de Gédel k, entonces |— PR(h, k).

1 M es, por lo general, una formalizacién de la aritmética de Peano
en un lenguaje de primer orden, su lenguaje contiene una constante O
que representa al nimero natural O y un simbolo funcional s que repre-
senta a la funcién sucesor. En tal caso los numerales son las expresiones
“0”, “s0”, “ss0” etc. que se forman anteponiendo un nimero finito de
veces el simbolo “s” a la constante “O”,

17 Algunas definiciones utiles:
M es consistente «> hay una férmula A que no es derivable en M,
M ‘es consistente «> ninguna contradiccién A A ~ A es derivable en M
M es completo <> para todo enunciado E de M |—E o |—~E.
La férmula A es indecible en M « ni A ni ~ A son teoremas de M.
M es w-inconsistente <> para algiin predicado P(x) se tiene que |—~P(0)..
|—~P(1), |—~P(2) etc. (es decir, |—~P(k) para cada keN y
|— 3xP(x).

es @-consistente <> no es w-inconsistente.

(Nota: La expresibn “|— ¢” se lee “¢” es un teorema de M7y,
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2¢) Si h no es el nimero de Gidel de una prueba de la férmula
con nimero de Gidel k, entonces |— ~PR(h, k).18

Condicién sexta. El predicado Teo(y) = 3xPR(x,y) satisface
las siguientes condiciones de derivacién de Hilbert y Bernays:

D, Si |—A, entonces |— Teo("A").
D, |—Teo("A") — Teo("Teo("A")").
D; |-—-Teo("A") A Teo("A — B’) - Teo('B’).

Donde A y B son enunciados de M.

La férmula “Teo(y)” representa en M a la propiedad sintic-
tica “y es un teorema de M”. No obstante, no siempre es el caso
que |—A & |—Teo("A"). La razén es que el cuantificador exis-
tencial que figura en ella la convierte en un enunciado ideal, y

-puede suceder que el sistema, atn siendo consistente, pruebe enun-

ciados ideales falsos (es decir, que se tenga |—Teo("A") y |-<A
para algiin enunciado A).

Lema 1. Si M es o-consistente y |—Teo([A]), entonces |— A.

Demostracién

Supéngase que }>¥A. En tal caso los enunciados

“0 no es una prueba de la férmula con nimero de godel g(A)”.
“1 no es una prueba de la férmula con niimero de godel g(A)”.
“2 no es una prueba de la férmula con niimero de godel g(A)”.

(uno para cada ke N) son todos verdaderos. Como PR(x,y) codi-
fica pruebas de M en M, se tiene que

|— ~ PR(D, A").
|— ~ PR(T, "AY).
I— ~ PR(2,"A").

(una férmula ~ PR(k,'A’ para cada ke N) y como el sistema
es ®-consistente, entonces [>IPR(x,"A") (es decir, |4 Teo("A").
.".si |—Teo("A"), entonces |— A.

18 Se dice en este caso que el predicado PR(x,y) codifica pruebas
de M en M .
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Lema 2 (Lema diagonal). Sea A(x) una férmula cuya Gnica
variable libre es x. Existe un enunciado B con la propiedad de
que |—A('B") & B (es decir, hay un punto fijo B de A(x)).

Demostracién
Sea D(x) =A(sb(x,x)) la diagonalizacién de A(x), d =

D(x)" y B=D(d).

—B e D(d) Por definicién de B

[—D(d) & A(sb(d,d))

—A(sb(d,d)) «> A(sb("D(x)",
d)) Por definicién de d

[—A(sb(D(x)", d)) & A('B")
y l—Bo A(B)

Por definicién de D

I—sb(D(x), d) = D(d)"
por la condicién cuarta.

Primer teorema de Godel. Si |—G < ~ Teo("G),2° entonces:
1. G

2. |~ G (esto ltimo bajo la hipétesis de w-consistencia).

De;no:tracién de 1

1. G teorema por hipétesis.

2. G ~ Teo('GY) teorema por definicién de G.

. ~ Teo("G") consecuencia inmediata de 1
y 2.

4. Teo("G") de 1 por D,.

5. ~ Teo("G’) A Teo("G") consecuencia légica de 3 y 4.

y M seria inconsistente.

1 En cierto sentido el enunciado B es autorreferente, pues resulta
“equivalente” a una férmula que “habla de éI”. Cabe sefialar que dicha
autorreferencia sélo se da a través de la aritmetizacién, interpretando al
numeral "B’ como un cédigo de B.

20 La existencia del enunciado G est4 garantizada por el lema diago-
nal. A G se le llama ¢nunciado de Gidel. Es equivalente (en M) a una
férmula que, interpretada en la metateoria de M, afirma: “E! enunciado
G es inderivable en M”,

,‘ 3. ~ G- Teo("G")
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. ~G teorema por hipétesis.
teorema por definicién de G.

contrapositiva de 2.

4. Teo('G") consecuencia inmediata de 1 y 3.

5 G de 4 por el lema 1.
g 6. GA~G consecuencia légica de 1y 4.

"y M seria w-inconsistente.

Sea €ON la férmula ~ Teo('G A ~ G'). Metamatemati-

. camente la férmula CON asevera la consistencia de M al afirmar

“la contradiccién G N\ ~ G no es un teorema de M”.
Lema 3. |— G < CON.

Demostracién de |— G — CON
I. G— ~ Teo('G") teorema por definicién de G.

2. GV ~G teorema: ley del tercero ex-
’ cluido

3. (GV~G)>(GA~G

-G) teorema: tautologia
A> (~A->B).
4. GA~G>G consecuencia inmediata de 2
y 3.
5. Teo('GA~G->G") de 4 por D,.
6. Teo('G A ~G -
Teo("G") de 5 por Ds,.
7. ~Teo('G) . ‘
>~ Teo ('GA ~G) contrapositiva de 6.
8. G- CON de 7: Ge> ~Teo('G") y
CON & ~ Teo("G N
~ G".
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Demostracién de |— CON —» G

1. Teo("G") - Teo
("Teo(("G")")

2. G- ~ Teo("G)
3. Teo('G") - ~G

4. "Teo("Teo("G")")
- Teo(" ~ G")

5. Teo("G") — Teo("~G )
6. ~G> (G>GA ~G)

7. Teo("~G-> (G>G
N ~G)Y)

8. Teo(" ~ G") > Teo('G

9. Teo(G>G A ~G)
- (Teo([G]) >
Teo("G A ~ G"))

10, Teo(" ~ G') = (Teo('G")
- Teo('G A ~G"))

11. Teo("G") - (Teo("G")
- (Teo('G A ~G))

12. Teo("G") » Teo('G A
~ G")

13. ~Teo('G A ~G")
~> ~ Teo("G")

4. CON->G

teorema por D,.
teorema por definicién de G.

contrapositiva de 2.

de 3 por D, y D,.
transitividad de > a 1 y 4.
teorema: tautologia

A-> (~A->B).
de 6 por D,.

de 7 por D,.

D..
transitividad de >a 8 y 9.
transitividad de—a 5 y 10.
consecuencia légica de 11.
contrapositiva de 12.

Go ~Teo('G) y

CON & ~ Teo("G A
~G).

Segundo teorema de Gédel. | < CON.

El lema 3 deja ver que el enunciado de G&del es equivalente
a la férmula CON que afirma la consistencia de M. La inderiva-
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bilidad de CON se sigue de la inderivabilidad de G, lo cual se
demostré en el primer teorema. Cabe sefialar que CON puede ser

- cualquier formula de la forma ~ Teo(" ~ H'), donde H es un
¢ " teorema de M.

30. El primer teorema de Godel fue modificado por Barkley

Rosser en 1936 de modo que la existencia de enunciados indeci-
I dibles se sigue de la sola hipétesis de consistencia. Con ello se
E. demuestra que la més poderosa hipétesis de w-consistencia es inne-
cesaria.

31. El teorema de Godel-Rosser nos hace ver que ningin sis-

. tema formal M para la aritmética puede ser consistente y completo

a la vez. En cada uno de ellos se puede construir un enunciado G

' que es verdadero (en la aritmética) pero que no puede derivarse

ni refutarse en M en caso de que M sea w-consistente. La demos-

k. tracién es efectiva en el sentido de que en ella se indica como se

construye el enunciado indecidible G.

32. La incompletud es un defecto en tanto que el sistema es
incapaz de probar todas las verdades que son enmarcables en él.
Esta limitacién es inherente a todo sistema formal con cierta fuer-
za expresiva y no se puede remediar.**

8. Consecuencias para el programa

33. La primera tarea que debia cumplir el programa era la
de formalizar la matematica clasica en un sistema en el que a todo
enunciado mateméatico verdadero correspondiese una férmula de-
rivable, A esta propiedad corresponderia la completud sintictica
del sistema. Como demuestra Godel en el primero de sus teore-
mas, dicha tarea es irrealizable. L.a creencia de Hilbert en la exis-
tencia de un sistema de tal naturaleza fue infundada.??

21 No podemos dejar de lado el siguiente comentario, no exento de
tintes dramAiticos, de H. Weyl “No nos sorprende que un trozo concreto
de naturaleza, considerado en su existencia fenomenolégica aislada, desafie
nuestro andlisis por su inexhaustibilidad y su incompletacién; ...“Pero es
sorprendente que algo creado por la mente misma, la sucesién de enteros,
la cosa més simple y didfana para la mente constructiva, tome un aspecto
similar de misterio y deficiencia cuando se le ve desde el punto de vista
axiomdtico”. (H. Weyl, 1949).

22 Asf mismo, Hilbert crey6 que toda verdad aritmética tenia una de-
mostracién aritmética. Esto también lo desmiente el primer teorema de
Géodel si por “aritmético” se entiende “expresable en la aritmética clasica”.
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34. El segundo teorema de Godel nos hace ver que la consis-
tencia de la aritmética formal sélo se puede demostrar con métodos
que no son formalizables en el sistema. Esta dificultad se erige
como un obsticulo pricticamente insalvable para el programa, pues
los métodos finitistas propuestos por Hilbert son, en esencia, arit-
méticos: tienen como principio la consideracién intuitiva de com-
binaciones elementales de signos y son, por ello, expresables en la
aritmética. Esto hace que la posibilidad de encontrar una demos-
tracién finitista de consistencia para la matemética clésica sea poco
probable: no es claro cémo podria ser una demostracién finitista
del tipo que Hilbert reclama que no fuese formalizable en un
sistema para la matemé4tica clésica.

35. La posibilidad de una demostracién finitista no queda ex-
cluida con el segundo teorema de Godel. Asi lo hace saber él
mismo en su trabajo de 1931:

Quiero sefialar expresamente que el teorema... no contradice el
punto de vista formalista de Hilbert. Dicho punto de vista presupone
tan sélo la existencia de una demostracién de consistencia en la que
nada sino métodos de demostracién finitistas sean utilizados, y es
concebible la existencia de una demostracién finitista de consistencia
que no pueda expresarse en el formalismo P. (Gédel, 1931),

Si bien el teorema no es concluyente respecto a la imposibilidad
de una demostracién finitista de consistencia, cabe sefialar que
nada en concreto se ha hecho en este terreno.- En todo caso, esta
discusi6n se sucita a causa de la imprecisién de la nocién de “de-
mostracién finitista” y sélo puede resolverse favorablemente exhi-
biendo una demostracién de consistencia que sea a todas luces
finitista.

36. Godel trata de ofrecer otras salidas a Hilbert, al menos en
lo que respecta a las pruebas de consistencia. En un trabajo que
titula Sobre una ampliacién todavia no utilizada del punto de vista
finitista, sefiala la necesidad de ampliar el punto de vista finitista
de Hilbert:

P. Bemays ha indicado en repetidas ocasiones que, en vista del hecho
de la indemostrabilidad de la consistencia de un sistema formal con
medios de demostracién mis reducidos que los del sistema mismo,
es necesario —para demostrar la consistencia de la matemAtica cli-
sica e incluso la de la teoria de los néimeros— traspasar el marco
de la matemitica finitista de Hilbert. Puesto que la matematica
finitista se define como la matemitica de la evidencia intuitiva, esto
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gignifica . .. que para demostrar la consistencia de la teoria de los
pameros necesitamos ciertos conceptos abstractos. Aqui hay que en-
tender por conceptos abstractos (o no-intuitivos) aquellos que son
esencialmente de segundo (o mayor) orden, es decir, que no con-
tienen propiedades y relaciones de objetos concretos (por ejemplo,
de combinaciones de signos), sino que se refieren a construcciones del
pensamiento (por ejemplo, demostraciones, enunciados significativos,
etc.) y donde en las demostraciones se utilizan intuiciones sobre es-
tas Gltimas que no se desprenden de las propiedades combinatorias
(espacio-temporales) de las combinaciones de signos que las repre-
sentan, sino solamente de su significado. (Godel, 1958).

[

k- Basindose en tal ampliacién, Godel ofrece una demostracién de
- Ia consistencia de la aritmética intuicionista y, por tanto, de la
- aritmética clasica (Ia cual demostré en 1932 que es equivalente
" a aquella). ;Qué valor puede otorgarse a tales demostraciones de
~ consistencia Evidentemente, uno inferior al que se le darfa a una

demostracién finitista. En particular, la demostracién de Godel no
jes finitista en la medida en que trata con objetos no concretos
(las lamadas funciones calculables de tipo finito). El que sus mé-
todos se consideren satisfactorios es una cuestién subjetiva. Tal es
el precio que se debe pagar por toda demostracién de consisten-
cia: el de un nivel sustancialmente menor de evidencia. Como
sefiala H. Weyl, “La frontera de lo que es intuitivamente acep-
table se ha hecho otra vez muy vaga” (H. Weyl, 1949).

37. En lo concerniente a la consistencia de la matemAtica cla-
sica, no hay ninguna esperanza de que con los métodos conocidos

* se pueda demostrar, Pese a todo, Hilbert alberg6 hasta su muerte

la ilusién de alcanzarla. Juzgdé que si bien era necesario recurrir
a conceptos externos al sistema, éstos serfan finitistas, intuitiva-
mente concretos y aceptables. Su actitud nos muestra el desmedido
optimismo que siempre le acompafié, su confianza ilimitada en el
poder del entendimiento humano.

¥ Epilogo

En relacién al programa de Hilbert, Kreisel escribe:

En tanto que comprensién filos6fica global, el programa original de
Hilbert ha fracasado y, como es usual con los grandes esquemas, no
deja entrever qué podria ocupar su lugar. Ante la pregunta “de qué
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trata la matematica?”, Hilbert podria haber dicho: de los hechos
aritméticos y combinatorios de las matemaiticas finitistas. Aun cuan-
do esto de suyo puede sucitar problemas, tal “reduccién” habria
sido satisfactoria. La respuesta de Hilbert es simplemente falsa, aun
para el débil sentido de “equivalencia de contenido” que se expresa
en enunciados de deducibilidad e indeducibilidad formal. Ademas,
no tenemos idea de en qué clase de investigacién podriamos encon-
trar una respuesta satisfactoria a dicha pregunta. (G. Kreisel, 1958).

La respuesta de Hilbert es falsa en virtud de que el razona-
miento matemdtico no es reducible al razonamiento finitista. Como
Godel demuestra, no es posible inscribir el cuadro de las matema-
ticas existentes en el marco de un formalismo adecuado, ni dar
cuenta de algunas propiedades de los sistemas formales cuando
los métodos de demostracién se restringen a los finitistas. Esto plan-
tea el problema de precisar si el programa de Hilbert es parcial-
mente realizable, i.e. de determinar si alguna porcién de la mate-
matica transfinita puede justificarse a través de una demostracién
finitista de consistencia. También sefiala la necesidad de recurrir
a otros métodos que los finitistas para atacar el problema del fun-
damento.?® Ante la imposibilidad de una reduccién finitista surge
la pregunta: ;a qué teorias constructivas se puede reducir la ma-
temitica clasica? La bisqueda de un programa reduccionista de
tal indole es materia de investigacién en la actualidad (W. Siege,
1988). Empero, a diferencia de Hilbert, no se ve en ello un camino
para “eliminar para siempre los problemas de fundamentacién®.
Se trata, mas bien, de una investigacién en torno a los fundamen-
tos en la que se explora a la relacién entre la matemitica cons-
tructiva y la no constructiva.

En lo que atafie a la filosofia hemos de observar que el recurso
a la intuicién pura del signo fue insuficiente. La tentativa de Hil-
bert, a saber fundamentar la matemdtica en lo que se percibe o
es dable en la percepcion, fue una quimera. Quedé como proble-
ma abierto el saber si hay un principio epistemolégico sobre el
que la mateméitica se pueda fundamentar.

23 G. Kreisel sugiere que en lugar de comprender e! uso de los sim-
bolos transfinitos con una sola clase de razonamiento elemental, habri una
jerarquia de métodos progresivamente menos elementales aunque construc-
tivos, i.e. una jerarquia de programas de Hilbert.
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