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RESUMEN

La ecuacion de seno Gordon (sG) es una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica que involucra el operador de
d’Alembert y el seno de la funcion desconocida. La importancia de la ecuacion crecié en 1970 cuando condujo
a los llamados solitones kink y antikink. En el desarrollo de la teoria de solitones, las soluciones multionda se
han convertido paulatinamente en un campo de estudio de la ciencia no lineal. Este tipo de soluciones de
multionda puede ser obtenido mediante el método de la funcién exp propuesto por He and Wu en el 2006,
método utilizado en la solucidon de diversas clases de ecuaciones diferenciales no lineales como la ecuacion
KdV, mKdV y sG. En este trabajo describimos el método de la funciéon exp en la solucién multionda de la
ecuacion sG, los resultados presentados son para soluciones soliténicas de un, dos y tres ondas. Elegimos el
signo positivo en las soluciones y, encontramos que para valores negativos Z la amplitud de la solucion es
practicamente cero, mientras para valores positivos Z es cercana a 2.
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SOLUTIONS OF SINE GORDON EQUATION BY GENERALIZED EXPONENTIAL FUNCTION METHODS

ABSTRACT

The sine Gordon equation (sG) is hyperbolic partial differential equation involving the d’Alembert operator and
the sine of the unknown function. The importance of the equation grew from 1970, when led to kink and
antikink solitons discovery. In the development of soliton theory, the multiwave solutions have gradually
become a field of study of nonlinear science. Such multiwave solutions can be obtained by the exp function
method proposed by He and Wu in 2006, the method is used in solving different classes of nonlinear
differential equations such as KdV, mKdV and sGs. In this paper we describe the exp-function method in the
solution of the sG equation, the results presented are for soliton solutions for single, two and three wave. We
chose the positive sign in the solution and found that for negative values Z the amplitude of the solution is
close to zero, while for positive values Z it is close to 2.

Keywords: Sine Gordon equations, exp-function methods, multiwave solutions.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales lineales al tomar en
cuenta solamente una respuesta lineal de un
sistema a una perturbaciéon externa (ecuaciones de
Newton, Maxwell, Schrddinger, etc.), son la base
para describir diversos fenémenos mecanicos,
electromagnéticos y cudanticos. Sin embargo, la
mayoria de sistemas fisicos reales son no lineales.
Es mas, en los modelos tedricos se hace una
descripcion lineal donde las no linealidades se
tratan como pequefias perturbaciones. Un claro
ejemplo de sistemas lineales y no lineales, son las
ondas: desde el punto de vista lineal ellas se
caracterizan por la condicion de amplitudes
pequefias, esto hace que su forma y velocidad
sean independientes de su amplitud, la velocidad
es determinada por las propiedades del medio
donde se propaga y es valido el principio de
superposicion, donde la suma de dos ondas
lineales es también una onda lineal [1]. Esto se
observa en la repeticion peridédica espacial de
elevaciones y valles sobre una superficie de agua,
condensacion y rarefacciones de una densidad, o
desviaciones desde un valor medio de varias
cantidades fisicas. Caso contrario sucede con las
ondas no lineales, en ellas existe una distorsiéon en
la forma de las ondas, ondas de amplitud grande
pueden ser no lineales, el principio de
superposicion no es valido y, sumado a ello, debe
tenerse en cuenta el problema de la dispersion, Los
efectos combinados de la no linealidad y dispersion
dan origen a las ondas solitarias.

En fisica lineal tienen importancia las excitaciones,
es decir, soluciones del problema que tienen una
energia superior al estado fundamental de energia
mas baja. Asi, en la aproximacion lineal surgen las
llamadas cuasi particulas como fonones,
magnones, plasmones, polaritones, excitones, etc.
Estas excitaciones son del tipo oscilador arménico.
En fisica no lineal aparecen los llamados solitones.
La transformaciéon y movimientos de los solitones
son descritos por ecuaciones no lineales de la fisica
matematica. La historia de las ondas solitarias fue
hecha por Russell en 1834 en la superficie del
agua. Solamente en 1965 fueron las ondas
solitarias entendidas. N. Zabusky y M. Kruskal
solucionaron la ecuacién de Korteweg de Vries
(KdV) que modela el comportamiento de una
superficie de fluido [2]. Las interesantes soluciones
de estas ecuaciones las denominaron solitones.
Una caracteristica de estas excitaciones es la
localizacion de la energia en una region finita del
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espacio. Con la energia inicial se forman los
solitones que interactdan entre si, sin perder la
forma y al cabo de un cierto tiempo recuperan su
estado inicial [3, 4].

Las soluciones localizadas no sélo estan presentes
en la ecuacion KdV, otro ejemplo es la ecuacion
diferencial no lineal hiperbdlica seno Gordon (sG)
[5]. La ecuacién sG tiene diversas aplicaciones en
un amplio rango de la fisica, no solamente en la
teoria de campos relativistas, sino también en la
fisica del estado sélido y éptica no lineal, entre
otras. La ecuacién sG fue tratada por primera vez
por Backlund en 1783, pero no como una teoria de
campos no lineal, sino en el campo de la geometria
diferencial de las superficies de curvatura negativa
constante [6]. La importancia de las soluciones de
la ecuacion de sG creci6 en 1970 cuando se
encontraron soluciones del tipo soliton (llamados
kink y antikink). En el 2003 utilizan la ecuacion sG
para describir pulsos ultracortos de pocos ciclos, en
la aproximacion de onda corta para un medio
descrito por el Hamiltoniano de dos niveles cuando
no se puede utilizar la aproximacion de envolvente
lentamente variable [7]. En el campo del estado
sélido, entre una de las multiples aplicaciones de la
ecuacion sG se encuentra en la superconductividad
[8, 9]. Si se tienen dos piezas de superconductor
separados por una capa delgada de aislante o
conductor normal y si esta capa es suficientemente
delgada los pares de Cooper superconductores
pueden atravesarla mediante efecto tlnel cuantico.
Este dispositivo es lo que se denomina unién
Josephson [10]. Si se aplica un campo magnético
paralelo a la capa de separacién, éste puede
penetrar en la union, pero en cantidades discretas
bien definidas que se llaman cuantos de flujo o
fluxones. La ecuacion que describe la fisica de la
union Josephson es la ecuacion de sG y un fluxén
es un soliton.

Existen varios métodos para encontrar las
soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales,
entre los que podemos destacar la transformacion
de Backlund, soluciones de ondas viajeras, el de
similaridad, el de dispersién inversa y el método de
separacién de variables [11-14]. Recientemente un
nuevo método fue propuesto por He y Zhang [15],
el cual ha atraido la atencion en la fisica
matemética, es el denominado método de la
funcion exp. Este método ha sido ampliamente
utiizado por muchos autores para obtener
soluciones de ondas viajeras y no viajeras, como
también soluciones periddicas de ecuaciones de
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onda no lineales. En este articulo estamos
interesados en describir la solucion de la ecuacion
diferencial sG por el método generalizado de la
funcion exponencial, el cual puede utilizarse en la
solucién de otros tipos de ecuaciones diferenciales
no lineales [16-18].

2. MATERIALES Y METODOS

Hemos dividido el articulo esencialmente en tres
partes: en la primera parte, seccion 2.1, se hace
una introduccion a la ecuacion de seno Gordon
(sG). A partir de una cadena de péndulos
acoplados se hace la aproximacién al continuo,
esto es, si el nimero de péndulos aumenta y la
distancia de separaciéon entre ellos disminuye,
logramos deducir la ecuacién sG. En la segunda
parte, seccion 2.2, solucionamos la ecuacion sG
para un caso particular, mostramos la existencia de
los llamados solitones kink y antikink. En la tercera
parte, seccidon 2.3, siguiendo el método de la
funcion exp propuesto por S. Zhang [16],
obtenemos las soluciones multionda para la
ecuacion sG. La eficacia del método radica en que
una ecuacion diferencial no lineal, puede resolverse
solucionando ecuaciones lineales algebraicas
mediante una transformacion adecuada de la
funcion de onda incégnita.

2.1 Ecuaciéon de seno Gordon (sG) en un
conjunto de péndulos acoplados

Consideremos un conjunto de N péndulos acoplados
idénticos de longitud [, masa m y separados a una
distancia d como se observan en la Fig.1. El angulo
de rotacion de cada uno de los péndulos se describe
por la variable ¢. Imponemos la condicion de que
los extremos de los péndulos son fijos. La situacion
de energia minima es la de todos los péndulos
abajo. El modelo discreto planteado anteriormente
es la version discreta de la ecuacion sG o modelo de
Frenkel Kontorova. Este modelo apareci6 en el
estudio del movimiento y estructura de dislocaciones
en sélidos sometidos a deformaciones plasticas, en
este caso la variable ¢ corresponde a la posicion
relativa del &atomo respecto a la posicion de
equilibrio de la estructura ordenada. Pero ¢ también
puede ser el angulo de la imanacion respecto al
estado ordenado en un material magnético, en este
caso el soliton corresponde a lo que se llama pared
de dominio magnético [19].
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Fig.1. Representacion de un conjunto de N péndulos
idénticos de longitud [, masa m y separados a una
distancia d.

El lagrangiano del sistema para el conjunto de
péndulos acoplados viene dado por la suma de la
energia cinética y potencial gravitatoria, es decir

n+1
i=0

¢’i2 —mgl Z?:ol(l — Cosg;) —
1
EKZ?:ol(‘PHl - ‘Pi)z (1)

L=21mi?
2

En la ecuacioén (1), K es la constante de deformacion
y g es la aceleracion de la gravedad. De acuerdo
con las ecuaciones de Lagrange

d (aL)
dt \d¢;

al reemplazar en (2) el lagrangiano dado por (1),
obtendremos las ecuaciones de movimiento del
sistema

oL
L -0,
op;

()

n+1 -

i=0 i = —wf Z?:ol Seng; — wtz) Z?:ol(fpi - ®i+1) (3)

En la ecuacion (3), hemos definido las constantes

2
1

(4)

wf =7
Como los extremos del sistema de péndulos son
fijos, esto implica que la sumatoria va desde i=1
hasta i=n. Segun lo anterior, (3) puede reescribirse
de la siguiente forma:
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> (1 + 0Seng 03[9 — P + (@11 = 9O} = 0

i=1
(5)

La velocidad de la onda sobre la varilla viene dada

por ,32 = v2. Ahora realizamos una aproximacion al

continuo, esto es, al considerar que tenemos un
numero muy grande de N péndulos, la distancia d de
separacion entre ellos se hace muy pequefia. Es asi
que podemos aplicar:

82
(Piv1— @) — (@i — @i1) = d? ,-,qu) (6)
Al reemplazar (6) en (5), obtenemos
92 92
a—tf— 2% w2Seng =0 (7

Ahora hacemos un cambio de variable para escribir
(7) de forma adimensional:

ZI%X Yy T=wt (8)
Al efectuar las primeras y segundas derivadas de

(8), y reemplazar en (7) finalmente se obtiene:

(9)

La ecuacién (9), se denomina ecuacion de seno
Gordon (sG), ecuacion que se resolvera a
continuacion.

2.2 Primer método de solucién de la ecuacion sG
Supongamos una solucion de onda viajera
o(t,Z) =u(Z —vr) =u(e), siendo v la velocidad
del soliton. La ecuacién (9), se escribe en términos

de la nueva variable &, para ello las primera
derivadas vienen dadas por:
4 _ded _d d_ded 4 (10
dz dzZ de de’ dt dt de de
Al reemplazar (10) en (9), obtenemos:
1- vz)— =sinu (12)

Dividimos el resultado dado por (11), entre 1-v* y
multiplicamos por Z—:,

d?u du
de? de

sinu du __
(1-v2)de

(12)
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d (cosu

sinu du

(1-v?)de
), por lo tanto (12), toma la siguiente forma:

b+ -0
de |2 \de de \1-v
Integramos el resultado anterior, para obtener:
1(d_u)2
2 \de
siendo A una constante de integracién. Resolviendo

du .. . .
ahora para e obtenemos una ecuacion diferencial

ordinaria de primer orden. Se resuelve facilmente la
ecuacion diferencial (14),

Es necesario tener en cuenta que —

de \1-v2

(13)

cosu
1-v2

=A, (14)

du 2cosu
==t fZA — oz (15)
Haciendo B = A(1 — v?), (15) se reescribe:
Z—: = +,/2(B — cosu) (16)
Por separacion de variables se resuelve (16),
u du
qu m 1— 1]2 f dS (17)

El resultado de la ecuacion (17) depende de dos
parametros; de la velocidad del soliton v y de la
constante A de integracion. Asi, la solucion estable
representa ondas solitarias, ondas periédicas o
funciones mondétonamente crecientes de e,
dependiendo del signo y la magnitud de v y B.

Cuando B=1, una solucién de onda solitaria existe
para cualquier valor de la velocidad, asi que
0<|v|<1. Teniendo en cuenta la relacién

trigonométrica 1 — cos 8 = 2sin? g, la ecuacion (17)
se simplifica:

u du

b T2
0 Zsng

En definitiva, resolviendo las integrales (18) y
teniendo en cuenta que ¢(z,1) = u(e), tan (%) =

1y para ¢, = 0, concluimos que la solucién de la
ecuacion sG es:

f de (18)

1172

(19)

_ Z-vT—Xg
@(z,7) = 4arctan [exp (i i )]
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La ecuacion (19), es la solucion de onda solitaria
para la ecuacion diferencial de seno Gordon (9);
representa una onda solitaria localizada viajando
con una velocidad |v|<1. El signo + corresponde a
las soluciones localizadas que son llamadas soliton
(6 kink) y antisoliton (6 antikink), respectivamente.

A continuacion describiremos las soluciones
multionda de la ecuacién sG, siguiendo el
formalismo de S. Zhang [16]. A diferencia de los
resultados presentados anteriormente donde la
solucién es para un solitdn, el método de Zhang
permite obtener soluciones multionda.

2.3 Solucion de la ecuacién sG por el método
generalizado de la funcién exponencial
Consideremos en primer lugar una transformacion
de la forma

@(t,Z) = 4arctamp(t, Z) (20)

Las segundas derivadas de (20), respecto a ty Z
son:

e _ _ E 3 (1) (24 2L ) ¥
7 = —8sen (39) Cos® (30) (57) +4Cos"Go) T
(21)
e _ _ 1 3(1 ay\? 2,1 %%
az2 BSen (4 (P) Cos (4 (p) (az) +4Cos (4 ®) 872
(22)

Teniendo en cuenta que:

1 1 ap(1-y?

cos? (Zqo) = Y sen(p) = % (23)

Reemplazamos en (9) las derivadas dadas por (21)
y (22), junto con las relaciones dadas por (23) y
obtenemos asi:

621.0 621.0 ) 2 ) 2 2621/) zazll’
ot () —w (B) v v
=13 =0(24)

La solucion de (24) por el método generalizado de la
funcién exp permitird obtener la solucién de la
ecuacion sG. Para ello debe tenerse en cuenta que
en general una ecuacién diferencial no lineal de dos
variables z y 7, puede representarse como:

P(l/), Yo, Wy Wiz Wirs Yz ) =0 (25)

Donde P es un polinomio de ¢ y sus derivadas. El
método de la funcién exp, se centra en obtener la

25

soluciéon de N ondas asumiendo soluciones de la
forma:

PN

_ Liy_o Haiz.iy
lp(T' 2) = aN ZN—ljgfg
Xjy Pitja-in€797

ezg: 1ig fg

(26)

En la ecuacion (26) &, = kyZ + ¢4T + wgy, siendo w,
una constante; a;,;, i, Y b son constantes que
deben ser determinadas.

1Jj2-JN

2.3.1 Solucién para N=1

Para el caso de una onda se expande (26)
obteniendo una solucién de (24) de la forma:
eé1
Y2 = e (27)

Donde &, = k,Z + ¢;7 + w,. Efectuamos las primeras
y segundas derivadas en (27):

W _ akeft

9z (1+b,€%1)2 (28)
% — alclefl (29)
It (1+b,€%1)2

% — alclefl (30)
It (1+b,€%1)2

62_1/; — alclzefl(l_blefl) (31)
8tz (1+bef1)3

Al reemplazar en (24) las ecuaciones desde la (27)
hasta (31), obtenemos

ezl(alcf - alk% - al) + ezzl(alblcf - alblk%
—4a;b,) + €351 (—a,;b?c? — ajc? + adk? — 6a,b?) +

e%1(—a,;bjc? + a;b3k? — ab,c? + adb,k? — 4a,b} +

2a3b;) + €%1(—a;bt +a}b?) =0  (32)
Igualando a cero cada uno de los coeficientes €%
de (32), obtendremos un sistema de ecuaciones
para a;, by, c; Y K, cuyas soluciones son:

Clzi klz_].

y by=0 (33)

Obtenemos asi la solucion de la ecuacion
diferencial (24) por el método generalizado de la
funcion exp. Especial interés en nuestro caso es la
solucién de la ecuacién sG (9), ya que al tener en



Revista Politécnica ISSN 1900-2351(Impreso), ISSN 2256-5353 (En linea), Volumen 11, Afio 11, Numero 20, paginas 21-29, Enero-Junio 2015

cuenta los resultados dados por (33) en (27), se
obtiene la solucion para una onda:

2_
¢(t,Z) = 4arctan (aleklziV fa 1T+w1> (34)

2.3.2 Solucion para N=2
Siguiendo el mismo procedimiento para una onda,
en el caso de N=2, expandimos (26):

_ a10e$1+a01e$2
Y(t,Z) = 1+b,,€81+82 (35)
En la ecuacion (35), los coeficientes &, y &, vienen
dados por:

El = k]_Z + ClT + (Ul y 52 = kzZ + CzT + (1)2 (36)
Efectuamos las segundas derivadas de (35) y
reemplazamos en (24); luego al igualar potencias
obtendremos un sistema de ecuaciones con
coeficientes a determinar by,, ¢; y ¢,. Después de
efectuar las operaciones algebraicas se obtienen las
siguientes soluciones:

C1=i’k12_1, C2=i k22_1

Y ademas,

(37)

by = a10001 My (38)

En la ecuacién (38), el coeficiente M;, viene dado

por:

_ (k1—kz)*—(c1—c2)?
(k1+k2)?=(c1+¢2)?

M, (39)

Segun lo anterior, la solucion de la ecuacién sG
para dos ondas viene dada por:

¢o(t,2) =
P 2
agoX1 7k 1oy gzt kP Tty >
P P
1+810301M129k12i\]k1 —1T+w1+k22i\jk2 —1ttwy

(40)

4arctan (

Presentamos ahora los resultados obtenidos, para
ello hacemos uso del software Mathematica.

3. RESULTADOS Y ANALISIS

A continuacion se grafican las soluciones de un
soliton (kink), se escoge la solucién con signo
positivo de (19):

26

¢(1,Z) = 4arctan [exp (ZEO)] (41)

En la Fig.1. se muestran las tres soluciones para el
caso en que la que la velocidad del solitén es v=0.8

7

Fig. 1. Solucién soliténica (41) para una velocidad
de v=0.8. La curva continua gruesa corresponde a
un tiempo de t=3, la curva a trazos discontinuo para
t=2 y la curva a continua delgada para t=1.

Estas soluciones han sido llamadas kink puesto
que representan un giro (anti horario) en la variable
¢(1,Z), la cual toma al sistema desde de la
solucién ¢ = 0 a una solucion adyacente ¢ = 2m.
Los estados con ¢ =0 son conocidos como
estados vacios con soluciones constantes de
energias nulas. De la anterior figura se observa que
el perfil es continuo con ¢ - 0Si Z - —o0, y ¢ = 27
SiZ > oo.

Al escoger el signo negativo de (19) se obtiene la
solucién antisolitén (antikink):

Z-v1—Xg
=) e
En la Fig. 2. se presentan las soluciones para el
caso en que la que la velocidad del antikink es
v=0.8. En este tipo de soluciones se presenta un
giro en sentido opuesto al de un kink. El perfil de
esta solucién es continuo con ¢ » 27 Si Z > —w0 y
@ - 0 si Z—- . En general las soluciones de la
ecuacion sG kink y antikink, se denominan como
solitones topoldgicos.

¢(t,Z) = 4arctan [exp (—
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Fig. 2. Solucién soliténica (42) para una velocidad
de v=0.8. La curva continua gruesa corresponde a
un tiempo t=1, la curva a trazos discontinuo para
t=2 y la curva a continua delgada para t=3.

Fig. 3. Evolucién espacial de la solucion de la
ecuacion sG (34) para N=1. Se eligieron los
pardmetros a; = 1,k; =1y w; = 0, [16].

Presentamos ahora los resultados obtenidos para
las soluciones de la ecuacion sG por el método de
la funcién exp. A diferencia del método descrito por
(41) y (42), el método de la funcién exp nos permite
obtener soluciones de multionda para diferentes
valores de N.

Para el caso de una sola onda (N=1) escogiendo el
signo positivo en la solucion de la ecuacién sG (34),
cualitativamente se obtiene la solucién de una onda
solitbnica kink como el descrito en la Fig.1. Lo
anterior claramente se puede observar en la Fig.3.

En el caso de dos ondas (N=2), la Fig.4. representa
los perfiles de evolucion de la soluciéon de la

Se observan en la Fig. 4 dos solitones kink viajando
en direcciones opuestas para Z.

La interaccién entre los solitones kink para
diferentes tiempos y sus propiedades asintoticas en
diferentes posiciones Z se representa en la Fig. 5.

Como una extension a los resultados obtenidos por
el método generalizado de la funcion exp, en la Fig.
6 presentamos la solucion de la ecuacion sG para
tres ondas (N=3). En la Fig. 6 se muestran tres
solitones viajando a su encuentro en una posicién y
tiempo variable. Debemos tener en cuenta que si
seguimos el método descrito por (26), en el caso de
N=3:

—4f '

sl

-15 -10 -5 0 5

Fig. 4. Evolucién de la solucién de la ecuacion sG
(40), para a;g = —2,a9; =3, k; =2k, = -3, 0, =0
y w, = 0. La curva de linea continua corresponde a
t=-5, la curva a trazos delgados es para t=0 y la
curva a trazos gruesos para t=5, [16].

10

o=
e
S e

\ X Xs rp»«f‘;;&;%;:‘*
SN

Fig. 5. Evolucién espacial de la solucion de dos ondas
(40) para A9 = _2, Ao = 3, kl = 2, k2 = _3, wq = 0 y
(1)2 = 0.

ecuacion sG (40) a medida que el tiempo aumenta.

27
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W= a100€%1+a010€%2+ag01€%3 +a,,,€5182483
14b110€%1+82 4D, o, ©51%83 +p,,©52+83

(43)

Donde 51 = klz + 1T + w1, Ez = kzZ + CT + ([OF) y
&3 = k3Z + c3T + w;. Las constantes a determinar
vienen dadas por:

c1=i/k12—1,c2=i/k22—1, 63=i/k32—1

(44)
bi10 = 100010412, D101 = Q100%001413 (45)
b101 = @100@001413: bo11 = Ao10@001423 (46)
bo11 = 9100001423+ @111 = A1000001%010412413423
(47)
Hemos definido:
(ki=kj)®=(ci=cp)? o
A =—F—= ; 1<i]|< 3 (48)

Y (ki+kj)2—(ci+Cj)2 !

En definitiva, la soluciéon de la ecuacion sG para
N=3 es:

@(t, Z)=4arctan (

a100€%1 +a910€52 +ag1 €53 +3111e51+€2+53>

1+b110€51%824b g, ©51183 +by,€52183

(49)

Fig. 6. Evolucion espacial de la solucién de tres ondas
con A0 = _2, Ap10 = 5, Apo1 = _3, kl = 2, k2 =

—2, ks =§,w1 =0,w, =0,y ws =0, [16].

4. CONCLUSION

En este articulo se obtuvo la solucibn multionda de
una ecuacion diferencial no lineal como es la de
seno Gordon mediante el método de la funcion exp.

Las soluciones obtenidas fueron representadas
para una, dos y tres ondas. El método propuesto es
mas simple y permite describir sus posibles
aplicaciones en otro tipo de ecuaciones
diferenciales no lineales como la ecuacion KdV. Los
resultados concuerdan con resultados conocidos
reportados en la literatura para solitones kink y
antikink.

5. AGRADECIMIENTOS

Los estudios preliminares presentados en el
presente trabajo fueron realizados gracias a la
Universidad Surcolombiana por su apoyo en la
financiacion del proyecto titulado: Masas y mezclas
de los neutrinos a partir de operadores
autoadjuntos positivos asociados a espacios de
Hilbert.

6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] P.G. Drazin and R. S. Johnson. Solitons: an
Introduction. Cambridge University Press,
Cambridge, 1996.

[2] N. J. Zabusky and M. D. Kruskal. Interaction of
solitons in a collisionless plasma and the recurrence
of initial states. Phys. Rev. Lett., 15, 240-243, 1965.

[3] M. Toda, Nonlinear waves and solitons.
Springer, Berlin, 1989.

[4] Y. Kivshar and G. Agrawal, Optical solitons,
Academic Press, USA, 2003.

[5] M. Segev, Solitons: A Universal Phenomenon of
Self-Trapped Wave Packets, Opt. Photonics news,
13, 27-29, 2002.

[6] A. Scott, Nonlinear science. Emergence and
dynamics of coherent structures, Oxford University
Press, 1999.

[7] M. A. Matias y J. Guemez, Stabilization of chaos
by proportional pulses in the sistema variables,
Phys. Rev. Lett. 72, 1455-1462, 1994.

[8] E. Trias, J. J. Mazo and T.P. Orlando, Discrete
breathers in nonlinear lattices: Experimental
detection in a Josephson-junction array, Phys. Rev.
Lett. 84, 741-744, 2000.



Revista Politécnica ISSN 1900-2351(Impreso), ISSN 2256-5353 (En linea), Volumen 11, Afio 11, Numero 20, paginas 21-29, Enero-Junio 2015

[91 P. Binder, Observation of breathers in
Joshepson Ladders, Phys. Rev. Lett. 84, 745, 2000.

[10] C. Pooles, H. Farach and R. Creswick,
Superconductivity, Academic Press, Columbia,
1995.

[11] W. J. Pierson, M. A. Donelan and W. H. Hui,
Linear and nonlinear propagation of water wave
groups, J. Geophys. Oceans, 97, 5607-5621, 1992.

[12] C. S. Gardner, J. M. Green, M. D. Kruskal and
R. Miura, Methods for solving the Korteweg de
Vries equation, Phys. Rev. Lett. 19, 1095-1097,
1967.

[13] S. P. Burstev , V. E. Zakharov and A. V.
Mikhailov, The inverse scattering methods with
variable spectral parameter, Theor. Math. Phy. 70,
232-241, 1987.

[14] R. K. Dodd and R. K. Bullough, Polinomial
conserved densities for the sine Gordon equation,
Proc. R. Soc. Lond. A 352, 481-503, 1977.

[15] J. He and L. Zhang, Generalized solitary
solution and compacton-like solution of the Jaulent—
Miodek equations using the Exp-function method,
Phys. Lett. A 372, 1044, 2008.

[16] S. Zhang, J. Wang, A. Peng and B. Cai, A
generalized exp-function method for multiwave
solutions of sine Gordon equation, J. Phys.
Pramana, 81, 763-773, 2013.

[17] S. Zhang, W. Wang and J. Tong, The Exp-
Function Method for the Riccati Equation and Exact
Solutions of Dispersive Long Wave Equations, Z.
Naturfosch, 63, 663 — 670, 2008.

[18] A. Ebaid, Application of the exp function
method for solving some evolution equations with
nonlinear terms any orders, Z. Naturfosch, 65,
1039-1044, 2010.

[19] J. Saletan, Classical dynamics a contemporary

approach, Cambridge University Press, Cambridge,
1998.

29





