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Este es un trabajo de revisi donde se estudia el problema de Kepler y se plantea a partir de las propias leyes de Kepler, se construy
solucbn por los nétodos del vector de Hamilton y del vector de Laplace-Runge-Lenz, y se concluye al expresar las coordenadas en fun
de la anomah ex&ntrica.
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This is a review paper where the Kepler's problem is studied starting from the Kepler’s laws; the solution is constructed from the Hamilto
vector and the Laplace-Runge-Lenz vector methods, and is concluded when the coordinates are expressed in terms of the eccentric anc
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1. Introduccion dondea y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, res-
pectivamentes = ¢/a es la excentricidad de la elipse s la
Este trabajo, déendole educativa, trata del problema raee  distancia del centro a cualquiera de los focos. La segunda nos
co del movimiento de dos cuerpos que interaccionan con ldice que el radio vector (segmento que une el centro del Sol al
fuerza gravitacional de Newton. Nuestro objetivo en este tracentro del planeta) recoréeas iguales en tiempos iguales.
bajo es presentar algunas facetas de dicho problema desge decir efirea de un sector entre dos radios vectores, uno de
perspectivas poco frecuentes en muchos textos damieec  |os cuales se toma como referencia, tiene velocidad constante
En la primera secon seguimos el procedimiento contra- de crecimiento. En coordenadas polares la derivada de dicha
rio al tradicional: en lugar de obtener las leyes de Kepler d@rea respecto al tiempo es la mitaddé, (donde el punto
partir de las ecuaciones de Newton [1], partimos de suponesobre una letra denota la derivada respecto al tiempo), por lo
las leyes de Kepler [2] y obtenemos informfatirelevante cual dicha velocidad constante debe ser igudrah de la
al tratamiento posterior de Newton. Sin embargo, hacemoslipserabd, dividida por el tiempdl” que tarda en recorrerla,
desde ahora hincgpien que usamos ehlculo diferencial e tiempo que se llama el gedo de labdrbita:
integral inventado por Newton.
En la segunda sedm resolvemos el problema como se r2) = 2mab ) @)
hace en cualquier curso tradicional, aunque usamosaio-m T
do de soludin iniciado por Hamilton [3] y seguido por el uso En lo que sigue necesitamos la derivada respecto al tiem-
del vector de Laplace [4]. Nuestro enfoque no es desde luegso de la segunda ley de Kepler, [Ec. (2)], que resulta en
original, si bien es directo y poco usado [5]. ) }
En la tercera secdn escribimos las mismas ecuaciones 2rif 4+ 12 =0,
en &rminos de la anomia ex@&ntrica. De nuevo caemos en o ) _
temas conocidos para muchas personas, aunque no para totfo§ual usaremos dividida por la distaneia
los maestros y estudiantes. %+ 1 — 0. 3)

De forma semejante, se requiere derivar la primera ley de

2. Un acercamiento de las leyes de Kepler a la :
Kepler dos veces respecto al tiempo para darnos

gravitacion universal
) ) (1 — ecosf) + refsen§ = 0
En esta secon suponemosalidas las tres leyes de Kepler [2]
para el movimiento de los planetas alrededor del Sol y obteny
dremos sus consecuencias directas. _ ) ]
Iniciamos con las primeras dos: los planetas se muevenen (1 — ecos®) + (276 + rf)esen 6 + r6%ecosf = 0.

orbitas eipticas, uno de cuyos focos ocupa el Sol. La ecua- o o
cion de la elipse en coordenadas polar@ses Pero el segund@tmino de esta ecudgi tiene un factor nulo,
g

igual al de la Ec. (3), por lo que encontramos tanbi
b? .
r(l —ecosf) = = (1) #(1 — ecos ) + rf%ecos = 0. (4)
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Queremos para lo que sigue tener al fadter ecosf (que  de acuerdo a las ecuaciones de Newton, en presencia de una
tambén aparece en la ecuéni de la elipse) como factor fuerza conservativa derivable de un potencial gravitacional

comiin en el miembro izquierdo de esta ecoaciPara ello P
agregamos ekrmino—r92 en ambos miembros V= ol (11)
(# — r6?)(1 — ecos ) = —r6? . (5) dondex = Gmims y G es la constante de la gravitaai
) ) ] o universal.

Despejamos el primer factor, que despescribimos en Conviene cambiar a las coordenadas del centro de masa
funcion del radio vector; con ayuda de las Ecs. (1) y (2), de R y posicbn relativar, mediante la transformami de coor-
las dos primeras leyes de Kepler, se tiene denadas

ma
- =R- —>— 12
. 42 —rf? 4m2a3 ©6) 1 my + ma (12)
r—ro° = = — .
1—ecosf T2 r2 y
my
- - rp=R+ —"—r, (13)
La tercera ley de Kepler dice que la constante en el miembro my + ms
derecho (la cual estdividida porr?) es la misma para todos porque entonces el centro de ma&ase mueve con veloci-
los planetas. dad constante y la posan relativar satisface la ecuawn de

Consideramos ahora al vector de pdsicde la elipse en  movimiento

coordenadas polares: e S (14)
dt? [r]3 7
cos dondet es el tiempo yn es la masa reducida
r=r| senf | . 7 POy
0 m= 12 (15)

. . . ml + m2 .
La velocidad del planeta, derivada respecto al tiempo de este

vector, es igual a Comparando las dos Ecs. (10) y (14) se encuentra una pe-

queha diferencia porque el cociemtg¢m = G(m; + msg) NO

cos —sen 6 es una constante, como lo afirma la tercera ley de Kepler, si-
=7 senf | +1r6 cos ) (8) nodepende de la masa, del planeta, que aparece sumada a
0 0 la masa del Sai;. Como la masa del Sol es mucho mayor

. ] ) _que la de cualquier planeta, dicha suma no cambia mucho de
Su aceleradin, derivada respecto al tiempo de la velocidad,yg|or de planeta a planeta.

€s Para integrar la ecudm de movimiento se acostumbra
cos 6 —senf encontrar primero la conservaai de ener@ (interna, sin
i=(F—rf?) | send | +(2i6+r6)| cose |.(9) laenerga del movimiento del centro de masa), la cual es
0 0 resultado de tomar el producto escalar de ambos miembros

de la ecuadn (14) con el vector velocidad. Ambos miem-
De los dos vectores en el miembro derecho el segundo &sfios resultan iguales a una derivada total respecto al tiempo,

cero por estar multiplicado por el factor nulo (3) y el otro vaecuacbn que se integra. La constante de integmadi es la
en la direcadbn radial. Como la Ec. (3) es una consecuencianerga buscada:

directa de la segunda ley de Kepler, se concluye tamgue

esta ley implica el cacter radial de la acelera@ri. El vec- E = lth S (16)
tor en la direcdn radial tiene un factor conocido dado en la 2 r]
Ec. (6) por lo que llegamos al resultado Encontramos en segundo lugar la conseadel vector
r xr. La derivada temporal de este vector tiene dos sumandos
o ag2gs [ cos? 4n2q3 que ambos son cero, debido a la propiedad de que el produc-
t=—Tma | snl | =-—7 3T (10) {6  de dos vectores paralelos es cero, se usa en uno de ellos

0 el paralelismo entre la aceleréniy el vector de la Ec. (14).

donde de nuevo hacemos notar que de acuerdo a la tercera El vectorr x i es entonces un vector constante, perpen-

ley de Kepler el factor constante en el miembro derecho es élicular a sus dos factorasy 1. Elegimos la direcdn del

mismo para todos los planetas. vector constante en la del eje de coordenadgsesulta en-
Este resultado nos permite hacer un acercamiento a la Idpnces que los vectoresy r se encuentran en el plano coor-

de gravitaddn universal a partir de las tres leyes de la Keplerdenado perpendicularlade las coordenadas cartesianas
ey. Escogemos estas coordenadas o las coordenadas polares

. correspondientes de acuerdo a las ecuaciones
3. Una solucon al problema de Kepler P

0 T rcosf
El problema me&nico de Kepler es el estudio del movimien- k= | 0 |, r=| y | = rsemd |. (@17
to de dos partulas de masas; y mo y posicionesry, ra 1 0 0
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El vectorr x r toma en estas coordenadas las formas que tambgn se encuentra en el plano détaita. Por como-
didad lo elegimos en la dired@m del primer eje coordenado

rx 1 =120k = (2 — yi)k. (18)
1
Este vector es constante. La magnitud es constante. En su se- e=¢| 0 |. (25)
gunda forma-26 se reconocedciimente como el doble de la 0

velocidad areolar (con la cual recorreaeta el radio vector), i o

de acuerdo a la segunda ley de Kepler. Este resultado de New- -& €cuaddn de |adrbita viene de tomar el producto esca-
ton engloba la segunda ley de Kepler y la propiedad de tend@’ & ambos miembros de la Ec. (24) por el veetdg| pro-

al movimiento de cada planeta en un plano perpendicular Ucto con el segundo sumando del miembro derecho de (24)

este vector. Esta idea se puede demostrar porque el proddt2ce aparecer (al intercambiar el producto escalar con el pro-
to x de dos vectores es igual al doble de¢a del t@ngulo ducto x) al vector constante (18) de magnitud (19). Se en-

formado por los dos factores que multiplica a un vector uniuentra

4m%mab?
tario perpendicular a ambos. En este caso los dos vectores se €T =T = (26)
pueden elegir compy r + dr = r + rdt, y tomar en cuenta ) . _’i o
que el producto< de vectores paralelos es cero. Esta es la ecuamn de una 6énica cuya excentricidad es

Si anticipamos que estamos interesados en el caso en qf#PSe cuando estdimero se encuentre en el intervalo (0, 1).
la solucbn de (14) es unarbita perbdica elptica, de acuer- L@ constante en el segundo sumando del miembro derecho

do a la primera ley de Kepler, podemos escribir esta constanfebe ser igual al llamado lado recto, igual a la distabitia.

como en (2): Igualando ambas expresiones se encuentra la propiedad
. 2ma b 2mab K 4r’d®
25 - . . 7 27
re0 =xy —yi = T rxr= T k. (19) m T2 (27)
De la cual viene tambin la cual se reconoce como la tercera ley de Kepler puesto

quek/m = G(mi + ms). Sin embargo, mientras que la

6 = 2mab 1 ) (20)  primeray segunda leyes de Kepler soé@riticas con el trata-
T o miento de Newton, observamos que la tercera ley de Kepler
Del cociente miembro a miembro de las Ecs. (14) y (20)¢sUnicamente aproximada para Newton, con un error igual a
se encuentra la ecuaci en coordenadas polares despreciar la masa del planeta con respecto a la del Sol.
Elevando al cuadrado ambos miembros de la Ec. (24) se
di F T w T cos 0 obtiene el cuadrado de la excentricidéda?, pero del cua-
m—=m-=———-—r=———| senf |, (21) drado del miembro derecho encontramos
do 0 2mabr 2mab 0
c? 1_’_21)2(m,2 /<;) 1_'_szE
. _—= —_—(—1r° - —) =
la cual podemos integrar [3] respecté para obtener la ecua- a? ak - 2 r ak
cion de Hamilton y utilizando la identidad? = b2 + ¢2, se encuentra
T —sen 6 P
mi = cosf +p, (22) E=—-. (28)
2mab 0 2a

El vectorp es ortogonal a los vector&sy e de magnitud
dondep es un vector constante de integéacen el plano de  igual a2zwmac/bT.

la brbita (porque los otros dos vectores en la misma ebnaci Observamos que los tres vectores constantes, p y €
esfn en dicho plano). forman una base ortonormal donde se describe de manera na:
Reescribimos esta ecuéanidespejandp, y con otra no-  tural el movimiento gravitacional de dos cuerpos. Eséton
tacion para el vector funon ded: do de soludn unifica los tratamientos de Hamilton y de La-
place y se encuentra con poca frecuencia en la literatura. Sin
. kT r . . , .
p =mi — k x —. (23) embargo para un tratamiento similar al de esta sedgease
2mab T la Ref. 5).
Multiplicamos con el productex a ambos miembros de este
vector constante por el vector constante 4. Elproblema de Kepler en funcbn de la ano-
. 2mab malia ex@&ntrica
rxr/k= T k,
K

Escribimos en forma paratrica la ecuacin de una elipse en
cuyo producto es el vector constante [4,6] de Laplace-Rung&oordenadas cartesianas en féncile la anoméah exéntri-

Lenz rxr r 2mmab ca 6]
€= Xp=-— rxk, (24) x=c+acosy (29)
K r KT
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YA exeentricay:
2mab . N d
e’ :r29:xy'fy;'y:1/j (mdi ydi>
= Y[(c+ a cos) b cos ) 4 absen?y]
:¢b(a+ccosw):7j}br, (34)
la cual dividida pow b nos da
2 . .
i:zpfzw(ufcow) . (35)
R T a a
X Estaesla segunda ley de Kepler emtinos de y v, la cual
se integra para obtener la llamada ecoade Kepler [4,6]
gue relaciona al tiempobcon la anomah exé&ntrica:
27t
"~y + Ssenep. (36)
T a
Se escribe la Ec. (35) en la forma
. 2mal 2ma 1
= Z = 37
v T r T a+ccost)’ (37)
y las velocidades de las componentes cartesianas emfunci
FIGURA 1. Significado georatrico de la anom& ex&ntrica. des) son
. 2wa®  sentp
t=— =— _ 38
y o ayseny T a+4ccosy (38)
y = bsent, (30) vy
b _ 2mab  cos 39
dondey es la llamada anonial ex@ntrica. En la Fig. 1 se ha y=>bycostp=——— Tccosd (39)
dibujado esta anomial como resulta de la Ec. (29). Si pro- La enerda potencial en funéin dev es
yectamos la posién del planeta P sobre uirculo que tiene K K
como dametro al eje mayor de la elipse, entonces la anamal V=--= QP (40)
exaentrica es ehngulo visto desde el centro con respecto q .
X L a constante de endmyes entonces
dicho dametro.
. , . . 1 . . k  mdr3a®
De (29) y (30) viene la ecuami de la elipse al eliminar E=-m@E®+%) -~ ==
entre ellas adnguloy: 2 roo2 17
, " a’sen?y + (a? — %) cos® K
(CU—C) _'_(3;)2:1; 31) (a+ ¢ costp)? a+ ¢ costp
“ ~m 47262 a® — c? cos? K
el origen de coordenadas &g el foco izquierdo de la elip- 2 T? (a+ccosyp)® a+ccostp
se. _ mAn?a® a— c cost K
De (29) y (30) obtenemos en fuidci dew T2 T2 a+ccosty a+ccost (41)
s o 9 5 o Para que el miembro derecho sea constante, es decir, que no
2” +y” =c" +2ac cosy +a”cos” Y sea funddn de la variabley, se usa la tercera ley de Ke-
pler (27): Y
+(a? — c®)sin? ¢ = (a + ¢ cos)?, (32) o — 47TT772w ’ (42)
por lo cual la distancia de un punto de la elipse al origen d¢ S€ eéncuentra nuevamente que
coordenadas se escribe de forma simple en fumde la ano- Am2ma? K
malia ex@ntrica: E=- o2 94" (43)

La Ec. (36) conserva una importanciagtica considera-
r=+\a*+y*=a+ccosy. (33)  ble para aquellos interesados en conocer la posidel pla-
neta en fundn del tiempo. Esto requiere la inveigide la
A continuacon recordamos la segunda ley de Kepler queEc. (36) que se hace nu@micamente por distintos @odos.
asegura es constante la velocidad areolar. En coordenadas [R®r ejemplo, en la Ref. 5 se usa ettodo iterativo de New-
laresr, 6, esta ley de Kepler se transforma a coordenadas caten, el cual convergeapidamente aun para valores aprecia-
tesianas y se expresa enseguida en mde la anom&  bles de la excentricidad.
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5. Comentarios finales cido como el vector de Hamilton, el cual se conserva. Este

vector es perpendicular al vectar, por lo cual yace sobre el
Despies de una introduogh muy breve al problema de Ke- pjano de Izbrbita. Con ambos vectores se construye el vector
pler, en la Sec. 2 analizamos las consecuencias que se dedlye Laplace-Runge-Lenz, el cual es proporcional al produc-
cen del @lculo diferencial inventado por Newton cuando seyg A x p, obteniendo dsuna base de vectores ortogonales
aplica al aalisis de las tres leyes de Kepler que satisfacemysociada al problema. La primera ley de Kepler se obtiene al
de forma aproximada los planetas del Sistema Solar; encofgymar el producto escalar entre el vectate posicdn rela-
trando que la segunda ley de Kepler implica dpda con-  tya y el vectore. La magnitud de: esé relacionada con la
servacbn de la velocidad areolar, sino taréhique la acele-  gnerga y tal relachn permite expresar a la eneagen ermi-
racion es paralela a la diredwi radial. Cuando se incorpora nos del eje mayor de la elipse.

la primera ley de Kepler se encuentra que la magnitud de la En la Gltima secdbn se encuentra urilirido donde se

aceleradn es inversamente proporcional al cuadrado de I%ombinan los puntos de vista kepleriano y newtoniano. Las

I(QStZZCII(ae eg?i::nsﬁgrg eLg'?g&;;ﬂi:nég q:JOe g?clizr:zlri((:g ordenadas en que se estudia ahora al sistema son la distan
esyla mi rﬂa ara todos?os lanetas del S'stzmg Solar iar Sol-planeta y la anomia ex&ntricay. Se expresan las
Isma p P S ! ' gos primeras leyes de Kepler en estas coordenadas y se hac
. P . er que la ecuadin de Kepler que relacionay el tiempot es
tpi)gndler:te al aa:l:j&sl ne\c/jvtoglavcf),nenldc;nd% el Fr)uvrg; qr?i P na forma integral de la segunda ley de Kepler. Hastaelqu
a es la segunda ley de Newton y la ey de grauiatini- enfoque es puramente kepleriano. El punto de vista hewtonia-

versal. nos llev I lepacdel movimient . .

elatuo 1 tene componemte radialy ex inversamente prol® P31ECE con 1a ey de conserdcle a energ fa cua
. 5. P Y . € PrO%s una primera integral de las ecuaciones de movimiento de

porcional ar<; si bien la constante de proporcionalidad es ewton

diferente para todos los planetas, por lo que la tercera ley de L ) .

Kepler es @lida en la medida que se puede aproximar la su- La hibridizacbn tiene lugar al introducir en la ley de con-

ma de la masa del Sol y del planeta por la masa del Sol. ~ S€rvVacon de enerta las dos primeras leyes de Kepler, con lo

Una consecuencia directa de las ecuaciones de movﬁ:-uaI se obtiene a la enegycomo una funan dev), la cual
miento a la Newton es la conservéaidel vectorA = r x § para poder ser constante exige que se cumpla la tercera ley de

lo cual engloba la segunda ley de Kepler, aderde prede- KePler.

cir que ladrbita esh contenida en un plano perpendicular a  El problema de Kepler acepta otras facetas3liais que

este vector. Se sigue unétodo poco habitual, en donde se N0 se han incluido en este trabajo, pero las que presentamos
muestra que al incorporar la conserdgacileA dentro de las aqu no agotan todas las que se conocen que son de mucho
ecuaciones de movimiento, se encuentra otro vgstoono-  interes.
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