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Éste es un trabajo de revisión donde se estudia el problema de Kepler y se plantea a partir de las propias leyes de Kepler, se construye la
solucíon por los ḿetodos del vector de Hamilton y del vector de Laplace-Runge-Lenz, y se concluye al expresar las coordenadas en función
de la anomalı́a exćentrica.
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This is a review paper where the Kepler’s problem is studied starting from the Kepler’s laws; the solution is constructed from the Hamilton’s
vector and the Laplace-Runge-Lenz vector methods, and is concluded when the coordinates are expressed in terms of the eccentric anomaly.
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1. Introducción

Este trabajo, déındole educativa, trata del problema mecáni-
co del movimiento de dos cuerpos que interaccionan con la
fuerza gravitacional de Newton. Nuestro objetivo en este tra-
bajo es presentar algunas facetas de dicho problema desde
perspectivas poco frecuentes en muchos textos de mecánica.

En la primera sección seguimos el procedimiento contra-
rio al tradicional: en lugar de obtener las leyes de Kepler a
partir de las ecuaciones de Newton [1], partimos de suponer
las leyes de Kepler [2] y obtenemos información relevante
al tratamiento posterior de Newton. Sin embargo, hacemos
desde ahora hincapié en que usamos el cálculo diferencial e
integral inventado por Newton.

En la segunda sección resolvemos el problema como se
hace en cualquier curso tradicional, aunque usamos un méto-
do de solucíon iniciado por Hamilton [3] y seguido por el uso
del vector de Laplace [4]. Nuestro enfoque no es desde luego
original, si bien es directo y poco usado [5].

En la tercera sección escribimos las mismas ecuaciones
en t́erminos de la anomalı́a exćentrica. De nuevo caemos en
temas conocidos para muchas personas, aunque no para todos
los maestros y estudiantes.

2. Un acercamiento de las leyes de Kepler a la
gravitación universal

En esta sección suponemos v́alidas las tres leyes de Kepler [2]
para el movimiento de los planetas alrededor del Sol y obten-
dremos sus consecuencias directas.

Iniciamos con las primeras dos: los planetas se mueven en
órbitas eĺıpticas, uno de cuyos focos ocupa el Sol. La ecua-
ción de la elipse en coordenadas polaresr, θ es

r(1− ε cos θ) =
b2

a
, (1)

dondea y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, res-
pectivamente,ε = c/a es la excentricidad de la elipse yc es la
distancia del centro a cualquiera de los focos. La segunda nos
dice que el radio vector (segmento que une el centro del Sol al
centro del planeta) recorréareas iguales en tiempos iguales.
Es decir eĺarea de un sector entre dos radios vectores, uno de
los cuales se toma como referencia, tiene velocidad constante
de crecimiento. En coordenadas polares la derivada de dicha
área respecto al tiempo es la mitad der2θ̇, (donde el punto
sobre una letra denota la derivada respecto al tiempo), por lo
cual dicha velocidad constante debe ser igual alárea de la
elipseπab, dividida por el tiempoT que tarda en recorrerla,
tiempo que se llama el perı́odo de laórbita:

r2θ̇ =
2πab

T
. (2)

En lo que sigue necesitamos la derivada respecto al tiem-
po de la segunda ley de Kepler, [Ec. (2)], que resulta en

2rṙθ̇ + r2θ̈ = 0 ,

la cual usaremos dividida por la distanciar,

2ṙθ̇ + rθ̈ = 0 . (3)

De forma semejante, se requiere derivar la primera ley de
Kepler dos veces respecto al tiempo para darnos

ṙ(1− ε cos θ) + rεθ̇sen θ = 0

y

r̈(1− ε cos θ) + (2ṙθ̇ + rθ̈)ε sen θ + rθ̇2ε cos θ = 0.

Pero el segundo término de esta ecuación tiene un factor nulo,
igual al de la Ec. (3), por lo que encontramos también

r̈(1− ε cos θ) + rθ̇2ε cos θ = 0. (4)
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Queremos para lo que sigue tener al factor1 − ε cos θ (que
tambíen aparece en la ecuación de la elipse) como factor
común en el miembro izquierdo de esta ecuación. Para ello
agregamos el término−rθ̇2 en ambos miembros

(r̈ − rθ̇2)(1− ε cos θ) = −rθ̇2 . (5)

Despejamos el primer factor, que después escribimos en
función del radio vectorr; con ayuda de las Ecs. (1) y (2), de
las dos primeras leyes de Kepler, se tiene

r̈ − rθ̇2 =
−rθ̇2

1− ε cos θ
= −4π2a3

T 2 r2
. (6)

La tercera ley de Kepler dice que la constante en el miembro
derecho (la cual está dividida porr2) es la misma para todos
los planetas.

Consideramos ahora al vector de posición de la elipse en
coordenadas polares:

r = r




cos θ
sen θ

0


 . (7)

La velocidad del planeta, derivada respecto al tiempo de este
vector, es igual a

ṙ = ṙ




cos θ
sen θ

0


 + rθ̇



−sen θ
cos θ

0


 . (8)

Su aceleración, derivada respecto al tiempo de la velocidad,
es

r̈ = (r̈−rθ̇2)




cos θ
sen θ

0


+(2ṙθ̇+rθ̈)



−sen θ
cos θ

0


 . (9)

De los dos vectores en el miembro derecho el segundo es
cero por estar multiplicado por el factor nulo (3) y el otro va
en la direccíon radial. Como la Ec. (3) es una consecuencia
directa de la segunda ley de Kepler, se concluye también que
esta ley implica el carácter radial de la aceleración. El vec-
tor en la direccíon radial tiene un factor conocido dado en la
Ec. (6) por lo que llegamos al resultado

r̈ = −4π2a3

T 2 r2




cos θ
sen θ

0


 = −4π2a3

T 2 r3
r, (10)

donde de nuevo hacemos notar que de acuerdo a la tercera
ley de Kepler el factor constante en el miembro derecho es el
mismo para todos los planetas.

Este resultado nos permite hacer un acercamiento a la ley
de gravitacíon universal a partir de las tres leyes de la Kepler.

3. Una solucíon al problema de Kepler

El problema mećanico de Kepler es el estudio del movimien-
to de dos partı́culas de masasm1 y m2 y posicionesr1, r2

de acuerdo a las ecuaciones de Newton, en presencia de una
fuerza conservativa derivable de un potencial gravitacional

V = − κ

|r1 − r2| , (11)

dondeκ = Gm1m2 y G es la constante de la gravitación
universal.

Conviene cambiar a las coordenadas del centro de masa
R y posicíon relativar, mediante la transformación de coor-
denadas

r1 = R− m2

m1 + m2
r (12)

y
r2 = R +

m1

m1 + m2
r , (13)

porque entonces el centro de masaR se mueve con veloci-
dad constante y la posición relativar satisface la ecuación de
movimiento

m
d2r
dt2

= − κ

|r|3 r , (14)

dondet es el tiempo ym es la masa reducida

m =
m1 m2

m1 + m2
. (15)

Comparando las dos Ecs. (10) y (14) se encuentra una pe-
quẽna diferencia porque el cocienteκ/m = G(m1 + m2) no
es una constante, como lo afirma la tercera ley de Kepler, si-
no depende de la masam2 del planeta, que aparece sumada a
la masa del Solm1. Como la masa del Sol es mucho mayor
que la de cualquier planeta, dicha suma no cambia mucho de
valor de planeta a planeta.

Para integrar la ecuación de movimiento se acostumbra
encontrar primero la conservación de enerǵıa (interna, sin
la enerǵıa del movimiento del centro de masa), la cual es
resultado de tomar el producto escalar de ambos miembros
de la ecuacíon (14) con el vector velocidad. Ambos miem-
bros resultan iguales a una derivada total respecto al tiempo,
ecuacíon que se integra. La constante de integración E es la
enerǵıa buscada:

E =
1
2
mṙ2 − κ

|r| . (16)

Encontramos en segundo lugar la conservación del vector
r×ṙ. La derivada temporal de este vector tiene dos sumandos
que ambos son cero, debido a la propiedad de que el produc-
to× de dos vectores paralelos es cero, se usa en uno de ellos
el paralelismo entre la aceleración y el vectorr de la Ec. (14).

El vectorr × ṙ es entonces un vector constante, perpen-
dicular a sus dos factoresr y ṙ. Elegimos la direccíon del
vector constante en la del eje de coordenadask y resulta en-
tonces que los vectoresr y ṙ se encuentran en el plano coor-
denado perpendicular ak de las coordenadas cartesianasx
e y. Escogemos estas coordenadas o las coordenadas polares
correspondientes de acuerdo a las ecuaciones

k =




0
0
1


 , r =




x
y
0


 =




r cos θ
r sen θ

0


 . (17)
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El vectorr× ṙ toma en estas coordenadas las formas

r× ṙ = r2θ̇k = (xẏ − yẋ)k . (18)

Este vector es constante. La magnitud es constante. En su se-
gunda formar2θ̇ se reconoce fácilmente como el doble de la
velocidad areolar (con la cual recorre elárea el radio vector),
de acuerdo a la segunda ley de Kepler. Este resultado de New-
ton engloba la segunda ley de Kepler y la propiedad de tener
al movimiento de cada planeta en un plano perpendicular a
este vector. Esta idea se puede demostrar porque el produc-
to × de dos vectores es igual al doble delárea del tríangulo
formado por los dos factores que multiplica a un vector uni-
tario perpendicular a ambos. En este caso los dos vectores se
pueden elegir comor y r + dr = r + ṙdt, y tomar en cuenta
que el producto× de vectores paralelos es cero.

Si anticipamos que estamos interesados en el caso en que
la solucíon de (14) es unáorbita períodica eĺıptica, de acuer-
do a la primera ley de Kepler, podemos escribir esta constante
como en (2):

r2θ̇ = xẏ − yẋ =
2πa b

T
, r× ṙ =

2πa b

T
k . (19)

De la cual viene también

θ̇ =
2πa b

T

1
r2

. (20)

Del cociente miembro a miembro de las Ecs. (14) y (20)
se encuentra la ecuación en coordenadas polares

m
dṙ
dθ

= m
r̈

θ̇
= − T

2πa b

κ

r
r = − κT

2πa b




cos θ
sen θ

0


 , (21)

la cual podemos integrar [3] respecto aθ para obtener la ecua-
ción de Hamilton

mṙ =
κT

2πa b



−sen θ
cos θ

0


 + p , (22)

dondep es un vector constante de integración en el plano de
la órbita (porque los otros dos vectores en la misma ecuación
est́an en dicho plano).

Reescribimos esta ecuación despejandop, y con otra no-
tación para el vector función deθ:

p = mṙ− κT

2πa b
k× r

r
. (23)

Multiplicamos con el producto× a ambos miembros de este
vector constante por el vector constante

r× ṙ/κ =
2πab

κT
k,

cuyo producto es el vector constante [4,6] de Laplace-Runge-
Lenz

ε =
r× ṙ

κ
× p =

r
r
− 2πmab

κT
ṙ× k , (24)

que tambíen se encuentra en el plano de laórbita. Por como-
didad lo elegimos en la dirección del primer eje coordenado

ε = ε




1
0
0


 . (25)

La ecuacíon de laórbita viene de tomar el producto esca-
lar de ambos miembros de la Ec. (24) por el vectorr. El pro-
ducto con el segundo sumando del miembro derecho de (24)
hace aparecer (al intercambiar el producto escalar con el pro-
ducto×) al vector constante (18) de magnitud (19). Se en-
cuentra

εx = r − 4π2ma2b2

κT 2
. (26)

Ésta es la ecuación de una ćonica cuya excentricidad esε;
elipse cuando este número se encuentre en el intervalo (0, 1).
La constante en el segundo sumando del miembro derecho
debe ser igual al llamado lado recto, igual a la distanciab2/a.
Igualando ambas expresiones se encuentra la propiedad

κ

m
=

4π2a3

T 2
, (27)

la cual se reconoce como la tercera ley de Kepler puesto
que κ/m = G(m1 + m2). Sin embargo, mientras que la
primera y segunda leyes de Kepler son idénticas con el trata-
miento de Newton, observamos que la tercera ley de Kepler
esúnicamente aproximada para Newton, con un error igual a
despreciar la masa del planeta con respecto a la del Sol.

Elevando al cuadrado ambos miembros de la Ec. (24) se
obtiene el cuadrado de la excentricidadc2/a2, pero del cua-
drado del miembro derecho encontramos

c2

a2
= 1 +

2b2

aκ
(
m

2
ṙ2 − κ

r
) = 1 +

2b2E

aκ

y utilizando la identidada2 = b2 + c2, se encuentra

E = − κ

2a
. (28)

El vectorp es ortogonal a los vectoresk y ε de magnitud
igual a2πmac/bT .

Observamos que los tres vectores constantesr× ṙ, p y ε
forman una base ortonormal donde se describe de manera na-
tural el movimiento gravitacional de dos cuerpos. Este méto-
do de solucíon unifica los tratamientos de Hamilton y de La-
place y se encuentra con poca frecuencia en la literatura. Sin
embargo para un tratamiento similar al de esta sección (véase
la Ref. 5).

4. El problema de Kepler en funcíon de la ano-
malı́a exćentrica

Escribimos en forma paraḿetrica la ecuación de una elipse en
coordenadas cartesianas en función de la anomalı́a exćentri-
ca [6]:

x = c + a cosψ (29)
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FIGURA 1. Significado geoḿetrico de la anomalı́a exćentrica.

y

y = b sen ψ, (30)

dondeψ es la llamada anomalı́a exćentrica. En la Fig. 1 se ha
dibujado esta anomalı́a como resulta de la Ec. (29). Si pro-
yectamos la posición del planeta P sobre un cı́rculo que tiene
como díametro al eje mayor de la elipse, entonces la anomalı́a
exćentrica es eĺangulo visto desde el centro con respecto a
dicho díametro.

De (29) y (30) viene la ecuación de la elipse al eliminar
entre ellas aĺanguloψ:

(
x− c

a

)2

+
(y

b

)2

= 1 ; (31)

el origen de coordenadas está en el foco izquierdo de la elip-
se.

De (29) y (30) obtenemos en función deψ

x2 + y2 = c2 + 2ac cosψ + a2 cos2 ψ

+(a2 − c2)sin2 ψ = (a + c cosψ)2 , (32)

por lo cual la distancia de un punto de la elipse al origen de
coordenadas se escribe de forma simple en función de la ano-
maĺıa exćentrica:

r =
√

x2 + y2 = a + c cosψ . (33)

A continuacíon recordamos la segunda ley de Kepler que
asegura es constante la velocidad areolar. En coordenadas po-
laresr, θ, esta ley de Kepler se transforma a coordenadas car-
tesianas y se expresa enseguida en función de la anomalı́a

exćentricaψ:

2πab

T
= r2θ̇ = xẏ − yẋ = ψ̇

(
x

dy

dψ
− y

dx

dψ

)

= ψ̇[(c + a cosψ) b cosψ + a b sen2ψ]

= ψ̇b (a + c cosψ) = ψ̇ b r , (34)

la cual dividida pora b nos da
2π

T
= ψ̇

r

a
= ψ̇

(
1 +

c

a
cosψ

)
. (35)

Ésta es la segunda ley de Kepler en términos der y ψ, la cual
se integra para obtener la llamada ecuación de Kepler [4,6]
que relaciona al tiempot con la anomalı́a exćentrica:

2πt

T
= ψ +

c

a
sen ψ . (36)

Se escribe la Ec. (35) en la forma

ψ̇ =
2π a

T

1
r

=
2π a

T

1
a + c cos ψ

, (37)

y las velocidades de las componentes cartesianas en función
deψ son

ẋ = −a ψ̇ sen ψ = −2πa2

T

sen ψ

a + c cos ψ
(38)

y

ẏ = b ψ̇ cosψ =
2πa b

T

cos ψ

a + c cosψ
. (39)

La enerǵıa potencial en función deψ es

V = −κ

r
= − κ

a + c cos ψ
(40)

La constante de energı́a es entonces

E =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)− κ

r
=

m

2
4π2a2

T 2

× a2sen2ψ + (a2 − c2) cos2 ψ

(a + c cosψ)2
− κ

a + c cos ψ

=
m

2
4π2a2

T 2

a2 − c2 cos2 ψ

(a + c cos ψ)2
− κ

a + c cosψ

=
m

2
4π2a2

T 2

a− c cos ψ

a + c cos ψ
− κ

a + c cos ψ
. (41)

Para que el miembro derecho sea constante, es decir, que no
sea funcíon de la variableψ, se usa la tercera ley de Ke-
pler (27):

κ =
4π2ma3

T 2
, (42)

y se encuentra nuevamente que

E = −4π2ma2

2T 2
= − κ

2a
. (43)

La Ec. (36) conserva una importancia práctica considera-
ble para aquellos interesados en conocer la posición del pla-
neta en funcíon del tiempo. Esto requiere la inversión de la
Ec. (36) que se hace numéricamente por distintos ḿetodos.
Por ejemplo, en la Ref. 5 se usa el método iterativo de New-
ton, el cual converge rápidamente aun para valores aprecia-
bles de la excentricidad.
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5. Comentarios finales

Despúes de una introducción muy breve al problema de Ke-
pler, en la Sec. 2 analizamos las consecuencias que se dedu-
cen del ćalculo diferencial inventado por Newton cuando se
aplica al ańalisis de las tres leyes de Kepler que satisfacen
de forma aproximada los planetas del Sistema Solar; encon-
trando que la segunda ley de Kepler implica no sólo la con-
servacíon de la velocidad areolar, sino también que la acele-
ración es paralela a la dirección radial. Cuando se incorpora
la primera ley de Kepler se encuentra que la magnitud de la
aceleracíon es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre el Sol y el planeta. En tanto que de la tercera
ley de Kepler se infiere que la constante de proporcionalidad
es la misma para todos los planetas del Sistema Solar.

Otro aspecto del problema se estudia en la Sec. 3, corres-
pondiente al ańalisis newtoniano, en donde el punto de par-
tida es la segunda ley de Newton y la ley de gravitación uni-
versal., que nos lleva a que la aceleración del movimiento
relativo śolo tiene componente radial y es inversamente pro-
porcional ar2; si bien la constante de proporcionalidad es
diferente para todos los planetas, por lo que la tercera ley de
Kepler es v́alida en la medida que se puede aproximar la su-
ma de la masa del Sol y del planeta por la masa del Sol.

Una consecuencia directa de las ecuaciones de movi-
miento a la Newton es la conservación del vectorA = r× ṙ,
lo cual engloba la segunda ley de Kepler, además de prede-
cir que laórbita est́a contenida en un plano perpendicular a
este vector. Se sigue un método poco habitual, en donde se
muestra que al incorporar la conservación deA dentro de las
ecuaciones de movimiento, se encuentra otro vectorp, cono-

cido como el vector de Hamilton, el cual se conserva. Este
vector es perpendicular al vectorA, por lo cual yace sobre el
plano de láorbita. Con ambos vectores se construye el vector
ε de Laplace-Runge-Lenz, el cual es proporcional al produc-
to A × p, obteniendo ası́ una base de vectores ortogonales
asociada al problema. La primera ley de Kepler se obtiene al
formar el producto escalar entre el vectorr de posicíon rela-
tiva y el vectorε. La magnitud deε est́a relacionada con la
enerǵıa y tal relacíon permite expresar a la energı́a, en t́ermi-
nos del eje mayor de la elipse.

En la última seccíon se encuentra un hı́brido donde se
combinan los puntos de vista kepleriano y newtoniano. Las
coordenadas en que se estudia ahora al sistema son la distan-
cia r Sol-planeta y la anomalı́a exćentricaψ. Se expresan las
dos primeras leyes de Kepler en estas coordenadas y se hace
ver que la ecuación de Kepler que relacionaψ y el tiempot es
una forma integral de la segunda ley de Kepler. Hasta aquı́ el
enfoque es puramente kepleriano. El punto de vista newtonia-
no aparece con la ley de conservación de la enerǵıa, la cual
es una primera integral de las ecuaciones de movimiento de
Newton.

La hibridizacíon tiene lugar al introducir en la ley de con-
servacíon de enerǵıa las dos primeras leyes de Kepler, con lo
cual se obtiene a la energı́a como una función deψ, la cual
para poder ser constante exige que se cumpla la tercera ley de
Kepler.

El problema de Kepler acepta otras facetas y análisis que
no se han incluido en este trabajo, pero las que presentamos
aqúı no agotan todas las que se conocen que son de mucho
inteŕes.
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