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de la electrodińamica cúantica
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Presentamos la derivación detallada de las ecuaciones de Schwinger-Dyson en la electrodinámica cúantica y esbozamos la utilidad de estas
ecuaciones en estudios de fenómenos no perturbativos como la generación dińamica de masas para los fermiones fundamentales.
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We present the detailed derivation of the Schwinger-Dyson Equations in Quantum Electrodynamics and we comment on the usefulness of
these equations in the study of nonperturbative phenomena, like the dynamical generation of fermion masses.
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1. Introducción

El estudio de la f́ısica a nivel de los constituyentes funda-
mentales del Universo ha representado un reto al intelecto.
La clasificacíon de estos objetos por sus propiedades nos fa-
cilita el entendimiento de las interacciones entre ellos. De
esas propiedades, su masa permanece como una de las más
intrigantes, pues, hasta ahora, no existe teorı́a alguna capaz
de explicar su origen. La manera en la que concebimos las
interacciones a nivel fundamental es a través del intercam-
bio de part́ıculas mediadoras en el llamado modelo estándar
(ME) de part́ıculas elementales [1–4]. Todos los procesos se
describen entonces en términos de diagramas de Feynman,
y para contrastarlas predicciones teóricas con las mediciones
de los laboratorios se calculan las amplitudes para un evento
dado, sumando las contribuciones de todas las posibles ma-
neras en las que se puede dar el proceso. Si bien este modelo
da cuenta satisfactoriamente de la dinámica de las partı́cu-
las mediante las simetrı́as del lagrangiano correspondiente,
en éste se supone que todas ellas, supone que ellas son no
masivas. En contraparte, en los diferentes laboratorios de al-
tas enerǵıas alrededor del mundo se han logrado medir, con
bastante precisión en algunos casos, los valores para las ma-
sas de los constituyentes fundamentales, lo que se traduce en
una ruptura de simetrı́a. Para conciliar esta discrepancia entre
la teoŕıa y el experimento, se ha emprendido la búsqueda de
un modelo téorico autoconsistente y su corroboración expe-
rimental para explicar el origen de las masas de las partı́culas
fundamentales.

El más famoso y popular de estos modelos es el llamado
mecanismo de Higgs [5], que explica la masa de las partı́cu-
las a partir de su interacción con el llamado bośon de Higgs,
fenómeno que involucra una ruptura espontánea de la sime-
trı́a del modelo estándar. La b́usqueda de esta partı́cula en

los aceleradores de Europa y Estados Unidos ha impulsado
el desarrollo tecnológico, por las dificultades técnicas y de
presupuesto para producirlo y detectarlo; y el avance teórico,
que ofrezca canales más simples para su descubrimiento. A
la vez, ha promocionado el incremento del número de estu-
diantes y cientı́ficos dedicados a esta rama de la fı́sica. pese a
la indudable eficiencia con la que el modelo estándar descri-
be la fenomenoloǵıa de las partı́culas fundamentales, existen
todav́ıa algunos problemas.

El bośon de Higgs no ha sido descubierto experimental-
mente. El ME supone que este bosón es fundamental, pero
no existe en la naturaleza una partı́cula escalar fundamental,
al menos no se ha observado. Por otro lado, cuando tratamos
de extender el ME para incorporar otras fuerzas construyen-
do una teoŕıa de gran unificación, nos enfrentamos al proble-
ma de jerarqúıas, que requiere para su solución un no natural
sintonizado fino de los parámetros del Higgs. Supersimetrı́a o
SUSY [6] resuelve este problema a expensas de incrementar
al doble el espectro de partı́culas. Los escalares fundamenta-
les áun estan ah́ı y SUSY contińua eludíendonos.

En contraparte, han surgido modelos en los que no se ha-
ce necesaria la existencia de una partı́cula escalar para tener
la ruptura de simetrı́a, sino quéesta se da en presencia de
condensados. Algunos de estos modelos son el de tecnicolor
y sus versiones extendidas, los de condensados de top y los de
color de top (una excelente revisión de estos modelos puede
encontrarse en la Ref. 7). Las predicciones de estos mode-
los se obtienen por cálculos no perturbativos, que incluso en
los casos ḿas simples son difı́ciles de realizar y se basan en
simplificaciones severamente incorrectas. Por ejemplo, en los
estudios del modelo de condensado de top en el contexto de
las ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) –de las que habla-
remos a continuación–, las correcciones de la cromodinámica
cuántica (QCD de sus siglas en inglés) se calculan sólo en la
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norma de Landau. En un intento de repetir el mismo ejercicio
en otras normas, uno encuentra que la masa del top exhibe
dependencia en la norma, una conclusión que f́ısicamente no
tiene sentido. Tratar de solucionar esta situación en teoŕıas
complicadas como QDC es un problema formidable.

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson [8] son un conjunto
infinito de relaciones integrales entre las funciones de Green
de una teoŕıa cúantica de campos y proporcionan la estructu-
ra anaĺıtica que dichas funciones poseen. Su uso se extiende
tanto a la f́ısica de altas energı́as como a la fı́sica nuclear (ver
por ejemplo las Refs. 7 a 11), por lo que las soluciones a estas
ecuaciones son de interés para un sector amplio de fı́sicos en
el mundo. Feńomenos no perturbativos como el confinamien-
to y la ruptura dińamica de la simetrı́a quiral son abordados
de manera natural en este contexto.

La solucíon a las ESD se obtiene al realizar un trunca-
miento inteligente de esta torre infinita de relaciones integra-
les y el objetivo fundamental para resolver estas ecuaciones
en cualquier teorı́a consiste en incorporar todas las identi-
dades de norma para que las cantidades fı́sicas observables
calculadas sean independientes del parámetro de norma. Para
ello se conducen estudios analı́ticos, hasta donde la compleji-
dad de las ecuaciones lo permite, utilizando conjeturas sobre
la forma de las funciones de Green u otorgándoles una repre-
sentacíon espectral. También se est́a intentando con bastante
éxito describir la dińamica de las partı́culas elementales dis-
cretizando el espacio-tiempo, es decir, suponiendo una red
donde suceden los eventos. Luego, los diferentes procesos se
calculan con la inevitable ayuda de las computadoras, que
mientras ḿas potentes, son ḿasútiles en este formalismo.

En este artı́culo estamos interesados en obtener las ESD
en la electrodińamica cúantica o QED, de sus siglas en inglés,
donde por la naturaleza abeliana de la teorı́a, no existen tan-
tas complicaciones matemáticas (Una simplificación adicio-
nal se obtiene de definir QED en 2+1 dimensiones o QED3,
lo que ha permitido al autor un estudio minucioso de estas
ecuaciones y las implicaciones de su truncamiento [12–15]).
Por ello, se encuentra organizado de la siguiente manera : Co-
menzamos en la Sec. 2 escribiendo la acción electromagńeti-
ca, con la cual construimos la funcional generatriz. De las
derivadas funcionales de esta generatriz, obtenemos las ESD
relevantes para el fenómeno de la generación dińamica de
masas en la Sec. 3. En la Sec. 4 presentamos los diferentes
esquemas y truncamientos conocidos para resolver las ESD
y en la 5 estudiamos el fenómeno de la generación dińami-
ca de masas para fermiones a través de sus autointeraccio-
nes electromagńeticas en el plano. Finalmente presentamos
un sumario del artı́culo en la Sec. 6.

2. La accíon electromagńetica

Como cualquier otra teorı́a, la dińamica electromagńetica
puede obtenerse, en dimensiones arbitrarias, del lagrangiano

y su correspondiente acción:

S =
∫

ddxL(φ(x), ∂µφ(x)) . (1)

La ecuacíon de movimiento para el campoφ se obtiene tras
imponer la condicíon de estaticidad de la acción:

δS = 0 . (2)

De tal condicíon obtenemos las ecuaciones de Euler-
Lagrange para este campo

∂µ
δL

δ(∂µφ)
− δL

δφ
= 0 . (3)

La cuantizacíon electromagńetica puede obtenerse bien
sea de la formulación cańonica, o mediante la integral de ca-
mino de Feynman. Preferimos esteúltimo esquema de apro-
ximación, pues la formulación integral nos permite obtener
de modo muy claro las ESD. La idea de Richard Feynman era
que para conocer la amplitud de transición entre dos estados
cuánticos, debemos sumar sobre todas las posibles historias
en las cuales se puede dar tal transición, es decir,

U(tf , xf ← ti, xi) =
∫
DxDpeiS , (4)

dondeDx y Dp son las medidas.
La dinámica electromagńetica se obtiene de la ecuación

de Dirac

(iγµ∂µ −m) ψ = 0 .

Esta ecuación puede obtenerse de la densidad lagrangiana li-
bre

Llibre = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ . (5)

Debemos considerar la interacción entre los fermiones y el
campo electromagnético, dada por el término eγµAµ. Pa-
ra asegurar que la densidad lagrangiana sea invariante bajo
transformaciones globales de norma, debemos cambiar las
derivadas ordinarias por derivadas covariantes al usar el prin-
cipio de sustitucíon ḿınima :

∂µ → Dµ = ∂µ − ieAµ . (6)

De este modo, la densidad lagrangiana se escribe

Lint = ψ̄(iγµDµ −m)ψ . (7)

Aún nos falta considerar la interacción del campo electro-
magńetico consigo mismo.́Esta se obtiene del término

−1
4
FµνFµν . (8)

Colectando los t́erminos, la accíon de QED es

S[ψ̄, ψ, Aµ]

=
∫

ddx




N∑

f=1

ψ̄f (iγµDf
µ−mf )ψf − 1

4
FµνFµν

]
, (9)

Rev. Mex. F́ıs. 50 (2) (2004) 104–113



106 A. RAYA

dondef representa una etiqueta de sabor yN es el ńumero
de sabores fermiónicos distintos. Aunque estamos conside-
rando cantidades desnudas, los resultados que obtengamos
son v́alidos tambíen para cantidades renormalizadas cuando
este proceso se realiza de forma adecuada. En cuanto a las
funciones de Green, su desnudez se mostrará expĺıcitamente
para distinguirlas de las correspondientes funciones comple-
tas.

Volteemos nuestra atención a la funcional generatriz

Z[η̄, η, Jµ] =
∫

dµ(ψ̄, ψ, A)

e(iS[ψ̄,ψ,Aµ]+i
∫

ddx[∑f(ψ̄f ηf+η̄f ψf)+AµJµ]) , (10)

dondeη̄f , ηf y Jµ son las fuentes de los fermiones, antifer-
miones y fotones, respectivamente, y donde se define, como
en la Ref. 9,

dµ(ψ̄, ψ, A) = ΠfDψ̄fDψfΠµDAµ . (11)

Para completar la definición operacional de QED, notemos
que la accíon es invariante bajo las trasformaciones locales
Abelianas

ψ(x) → ψλ(x) = e−ieλ(x)ψ ,

ψ̄(x) → ψ̄λ(x) = eieλ(x)ψ̄ (12)

Aµ(x) → Aλ
µ(x) = Aµ(x)− ∂µλ(x)

dondeλ(x) es una funcíon escalar arbitraria y, por el momen-
to, hemos suprimido lośındices de sabor. Bajo tales circuns-
tancias, la funcional generatriz no tiene mayor sentido, pues
para cada configuración de campos{ψ̄(x), ψ(x), Aµ(x)},
por la invariancia de norma existen un número inconta-
ble de configuraciones relacionadas{ψ̄λ(x), ψλ(x), Aλ

µ(x)},
que tienen la misma acción

S[ψ̄, ψ, Aµ] = S[ψ̄λ, ψλ, Aλ
µ] . (13)

La integracíon de Grassman sobrēψ y ψ da el mismo resul-
tado, independientemente deλ(x), ya que el jacobiano co-
rrespondiente es uno. Entonces, existe una divergencia en la
integracíon funcional sobre el campoAµ. La definicíon co-
rrecta de la medida debe asegurar que la integración sobre el
campo de norma se extienda sólo a las configuraciones ine-
quivalentes bajo transformaciones de norma.

Este problema puede resolverse al introducir el determi-
nante de Fadeev-Popov. El efecto neto de este procedimiento
en QED es simplemente introducir un término que fija la nor-
ma en la accíon. Una eleccíon coḿunmente usada para este
término que fija la norma es

S[ψ̄, ψ, Aµ] → Sξ[ψ̄, ψ,Aµ]

= S[ψ̄, ψ, Aµ]− 1
2ξ

∫
ddx(∂µAµ)2 , (14)

dondeξ es el paŕametro que fija la norma. Debe notarse que
la dificultad para fijar la norma cuando hay ambigüedades

de Gribov no se hace presente en teorı́as abelianas. Puede de-
mostrarse que las cantidades fı́sicas observables son indepen-
dientes del parámetro de normaξ y, de hecho, son también
independientes de la forma del término que fija la norma.

3. Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD)

Es bien sabido desde hace algún tiempo que de las ecuacio-
nes de campo para una teorı́a cúantica de campos se puede
derivar un sistema de ecuaciones integrales acopladas que re-
lacionan las funciones de Green de la teorı́a entre śı. Esta
torre infinita de ecuaciones se conoce como las ecuaciones
de Schwinger-Dyson (ESD) [8]. Usaremos la formulación de
integrales funcionales para derivar las ESD siguiendo los tra-
bajos en las Refs. 9 y 16.

Comenzamos de la ecuación (14) y la funcional genera-
triz (10). Tomemos en cuenta que los campos fermiónicos
{ψ̄, ψ} y sus fuentes{η̄, η} son elementos deĺalgebra de
Grassman, es decir, todos esos campos anticonmutan entre
śı; y queAµ y su fuenteJµ sonc-números. Tomamos además
las convenciones y notaciones estándar, donde

6A = Aµγµ = gµνAµγν , {γµ, γν} = 2gµν , etc .

Notemos que para un electrón la carga f́ısica debe ser
efis = −e, donde, por definición e = |e| es la magnitud de
la carga del electrón.

La funcional generatriz es el análogo téorico de la teoŕıa
de campos a la función de particíon para un sistema meca-
noestad́ıstico y tiene el mismo proṕosito, a saber, que to-
das las cantidades fı́sicas de la teorı́a pueden obtenerse de
Z[η̄, η, Jµ]. Operacionalmente, la integral descrita representa
una integral sobre todos los valores posibles para cada uno
de los campos en todos los puntos del espacio-tiempo. Aho-
ra procederemos a la derivación de las ESD, que son sim-
plemente las ecuaciones de Euler-Lagrange para una teorı́a
cuántica de campos.

3.1. ESD para el propagador del fot́on

Consideremos la funcional generatriz (10). Puede mostrarse
que la funcional generatriz para funciones de Green conecta-
dasG[η̄, η, Jµ] est́a definida por

Z[η̄, η, Jµ] = eG[η̄,η,Jµ] . (15)

Para obtener la ESD correspondiente al fotón uno simple-
mente parte del hecho de que la integral funcional de una
derivada funcional total se anula con las condiciones de fron-
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tera apropiadas. Por ejemplo,

0 =
∫

dµ(ψ̄, ψ, Jµ)
δ

δAµ(x)

e{i(Sξ[ψ̄,ψ,Aµ]+
∫

ddx[ψ̄f ηf+η̄f ψf+AµJµ])}

=
∫

dµ(ψ̄, ψ, Jµ)
{

δSξ

δAµ(x)
+ Jµ(x)

}

e{i(Sξ[ψ̄,ψ,Aµ]+
∫

ddx[ψ̄f ηf +η̄f ψf+AµJµ])}

=
{

δSξ

δAµ(x)

[
− δ

iδη
,

δ

iδη̄
,

δ

iδJµ

]
+ Jµ(x)

}
Z .(16)

Diferenciando la acción (14) inmediatamente obtenemos

δSξ

δAµ(x)
=

[
∂ρ∂

ρgµν −
(

1− 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν

+
∑

f

ef ψ̄fγµψf , (17)

de donde se sigue que, tras dividir porZ, uno puede escribir
la Ec. (16) como

−Jµ(x) =
[
∂ρ∂

ρgµν −
(

1− 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
δG

iδJν(x)

+
∑

f

ef

(
δG

δηf (x)
γµ δG

δη̄f (x)
+

δ

δηf (x)

[
γµ δG

δη̄f (x)

])
.(18)

Esta ecuación representa una forma compacta del equivalente
no perturbativo a las ecuaciones de Maxwell, lo cual esto nos
es útil para obtener una expresión para la polarización del
vaćıo del fot́on. Ahora podemos tomar la transformada de
Legendre introducir la funcional generatriz para las funcio-
nes de green conectadas de una partı́cula irreducible [1-PI],
Γ[ψ̄, ψ, Aµ] :

G[η̄, η, Aµ] ≡ iΓ[ψ̄, ψ, Aµ]

+ i

∫
ddx

[
ψ̄fηf + η̄fψf + AµJµ

]
.(19)

De la integracíon grasmaniana se sigue queZ[ψ̄, ψ, Aµ] y
consecuentementeG[η̄, η, Jµ] depende śolo de potencias pa-
res deη̄ y η, lo que implica que al hacer̄η = η = 0 despúes
de derivarG (o Z) tendremos resultados no nulos para el mis-
mo número de derivadas con respecto aη̄ y η. Similarmente,
en ausencia de las derivadas con respecto a los campos fer-
miónicos se puede ver que sólo números pares de derivadas
deZ y G con respecto aJ sobreviven cuando hacemosJ = 0,
lo que inmediatamente nos conduce al teorema de Furry para
QED. Tenemos de láultima ecuacíon :

Aµ(x) = δG
iδJµ(x) , ψf (x) = δG

iδη̄f (x)
,

ψ̄f (x) = − δG
iδηf (x)

, Jµ(x) = − δΓ
δAµ(x) ,

ηf (x) = − δΓ
δψ̄f (x)

, η̄f (x) = δΓ
δψf (x)

.

(20)

De aqúı obtenemos expresiones paraψ̄, ψ y Aµ en t́erminos
de η̄, η y Jµ y viceversa; por ejemplo,

ψ̄f
α(x) = ψ̄f

α[η̄, η, Jµ] = i
δG[η̄, η, Jµ]

δηf
α

,

con los ı́ndices espinoriales mostrados explı́citamente. Es
ahora f́acil de ver que haciendoJ = 0 tras diferenciarΓ obte-
nemos resultados no nulos sólo cuando hay el mismo número
de derivadas dēψ y ψ en analoǵıa al caso deG. Haciendo uso
de las expresiones (20), observemos el siguiente término :

i

∫
ddz

δ2G
δηf

α(x)δη̄h
γ (z)

δ2Γ
δψh

γ (z)δψ̄g
β(y)

∣∣∣∣∣
η,η̄,ψ,ψ̄=0

=
∫

ddz
δψh

γ (z)

δηf
α(x)

δηg
β(y)

δψh
γ (z)

∣∣∣∣∣
η,η̄,ψ,ψ̄=0

=
δηg

β(y)

δηf
α(x)

∣∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

= δαβδfgδ
d(x− y) . (21)

De aqúı se sigue que, cuando las fuentes fermiónicas(η̄, η)
son nulas, podemos escribir la Ec. (18) como

δΓ
δAµ(x)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

=

[
∂ρ∂

ρgµν−
(

1− 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

−i
∑

f

efTr[γµSf
F (x, x, [Aµ])] , (22)

donde hemos identificado el término

Sf
F (x, y, [Aµ]) = i

δG
δηf (y)δη̄f (x)

= −i
δG

δ ¯η(x)δηf (y)
(23)

como el propagador del fermión de saborf en un campo
magńetico externoAµ. Una consecuencia de la ecuación (21)
es que el inverso de esta función de Green de dos puntos
est́a dada por

Sf
F (x, y, [Aµ])−1 =

δ2Γ
δψf (x)δψ̄f (y)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

. (24)

Claramente, la función de Green completa para el fermión
SF (x, y) se obtiene al tomarAµ = 0 en la Ec. (24).

Para obtener la ESD correspondiente al tensor de polari-
zacíon del fot́on, śolo nos resta actuar conδ/δAν(y) sobre la
Ec. (22) y hacerJµ(x) = 0. Veamos,

δ2Γ
δAµ(x)δAν(y)

∣∣∣∣
Aµ,ψ,ψ̄=0

=
[
∂ρ∂

ρgµν −
(

1− 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
δd(x− y)− i

∑

f

ef

Tr


γµ

δ

δAν(y)

(
δ2Γ

δψf (x)δψ̄f (x)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

)−1

 . (25)

Rev. Mex. F́ıs. 50 (2) (2004) 104–113



108 A. RAYA

El lado derecho de esta ecuación se puede interpretar de una
mejor manera observando que

δ

δAν(y)

(
δ2Γ

δψf (x)δψ̄f (x)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

)−1

=

−
∫

ddu ddw

(
δ2Γ

δψf (x)δψ̄f (w)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

)−1

δ

δAν(y)
δ2Γ

δψf (u)δψ̄f (w)
(

δ2Γ
δψf (w)δψ̄f (x)

∣∣∣∣
ψ,ψ̄=0

)−1

, (26)

un resultado ańalogo a

0 =
d

dx
[A(x)A−1(x) = I]

=
dA(x)

dx
A−1(x) + A(x)

dA−1(x)
dx

⇒ dA−1(x)
dx

= −A−1(x)
dA(x)

dx
A−1(x) , (27)

válido para matrices de dimensión finita. La ecuacíon (26)
involucra al V́ertice fermíon-bośon propio de [1-PI]

efΓf
µ(x; y, z) =

δ

δAµ(x)
δ2Γ

δψf (x)δψ̄f (y)

∣∣∣∣
Aµ,ψ,ψ̄=0

, (28)

que no debe confundirse con la funcional generatrizΓ. Si-
milarmente al caso fermiónico, se puede mostrar que la se-
gunda derivada deΓ con respecto deAµ genera el inverso
del Propagador del fotón (∆−1)µν(x, y) (lado izquierdo de
la Ec. (25)). Entonces, de las Ecs. (22), (25) y (26) obtene-
mos la ESD para el inverso del propagador del fotón

(∆−1)µν(x, y) =
δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)

∣∣∣∣
Aµ,ψ,ψ̄=0

=
[
∂ρ∂

ρgµν −
(

1− 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
δd(x− y)

+ Πµν(x, y) , (29)

donde hemos identificado el tensor de polarización del fot́on,
Πµν :

Πµν(x, y) = i
∑

f

(ef )2
∫

ddz1d
dz2

Tr[γµSf
F (x, z1)Γf

ν (y; z1, z2)S
f
F (z2, x)] . (30)

Hacíendo uso de la invariancia traslacional podemos escribir
el propagador del fotón en espacio de momento (Aunque los
argumentos de las funciones de Green son los cuadrados de
los momentos, por simplicidad de notación escribiremos que

G(p2) = G(p).)

∆µν(q) =
−gµν + (qµqν/(q2 + iε))

q2 + iε

1
1 + Π(q)

−ξ
qµqν

(q2 + iε)2
, (31)

donde, de forma usual, se define el escalar de polarización
Π(q) como

Πµν(q) ≡ (−gµνq2 + qµqν)Π(q) .

Notemos queΠ(q) es independiente del parámetro de nor-
maξ en QED como resultado de la conservación de corrien-
te. Al orden ḿas bajo en teorı́a de perturbaciones tenemos
Π(q) = 0, del mismo modo que

Γf
ν (y; z1, z2) = γνδd(y − z1)δd(y − z2) (32)

y

(i6∂ −mf )Sf
F (x, y) = δd(x− y) . (33)

Se debe notar que una vez factorizadoef , no existe depen-
dencia expĺıcita en el sabor para el V́ertice propio, ya que la
misma suma de diagramas de Feynman contribuirá en cada
caso. Hemos visto que de la segunda derivada de la funcional
generatrizΓ[ψ̄, ψ,Aµ] se obtienen los inversos de los Pro-
pagadores del Fermión y del fot́on y de la tercera el V́ertice
propio de la interacción fermíon-bośon. Generalmente, todas
las derivadas ḿas altas de la funcional generatrizΓ[ψ̄, ψ, Aµ]
dan las correspondientes funciones de Green propias, donde
el número y el tipo de derivadas da el número y el tipo de
piernas en las funciones de Green propias. La ESD para el
Propagador del fotón se muestra en la Fig. 1.

La representación de la ESD en espacio de momentum
se obtiene de manera inmediata al transformar de Fourier las
expresiones en espacio de coordenadas o, más f́acilmente, u-
sando las reglas usuales para los diagramas de Feynman ba-
sados en la contribución perturbativa al orden ḿas bajo de las
cantidades no perturbativas. Por ejemplo, para el tensor de
polarizacíon del fot́on obtenemos

iΠµν(q) = (−1)
∑

f

(ef )2
∫

ddk

(2π)d

Tr[(iγµ)(iSf
F (k))(iΓf

ν (k, k + q))(iSf
F (k + q))] , (34)

donde el factor(−1) surge del lazo de fermiones de manera
usual.

FIGURA 1. ESD para el propagador del fotón.
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3.2. ESD para el propagador del fermíon

Siguiendo un precedimiento similar, uno puede derivar la
ecuacíon integral para el propagador del fermión comenzan-
do con

0=
∫

dµ(ψ̄, ψ,A)
δ

δψ̄(x)

×e{i(Sξ[ψ̄,ψ,Aµ]+
∫

ddx[ψ̄f ηf+η̄f ψf+AµJµ])}

=
{

δSξ

δψ̄(x)

[
− δ

iδη
,

δ

iδη̄
,

δ

iδJ

]
+ηf (x)

}
Z[η̄, η, Jµ]

=
[
ηf (x)+

(
i6∂−mf+efγµ δ

iδJµ(x)

)
δ

iδη̄(x)

]
Z. (35)

La última ĺınea de esta expresión es un equivalente funcional
no perturbativo a la ecuación de Dirac.

Al igual que antes, actuamos conδ/δηf (y) sobre esta ex-
presíon para obtener

0 = δd(x− y)Z[η̄, η, Jµ]
∣∣
η,η̄=0

−
(

i 6∂ −mf + efγµ δ

iδJµ(x)

)

× Z[η̄, η, Jµ]|η,η̄=0 Sf
F (x, y; [Aµ]) (36)

con obvia notacíon. Ahora, utilizando las Ecs. (15) y (20),
podemos reescribir

0=δd(x−y)−
(

i6∂−mf+ef 6A(x; [J ])+efγµ δ

iδJµ(x)

)

×Sf
F (x, y; [Aµ]), (37)

que define la función de Green conectada de dos puntos no
perturbativa.

El potencial electromagnético se anula en ausencia de una
fuente externa, es decir,Aµ(x; [J = 0]) = 0, de forma que
sólo permanece para exhibir el contenido de la derivación
funcional restante para la ecuación (37), lo que se puede ha-
cer explotando la identidad en la Ec. (26) :

δ

iδJµ(x)
Sf

F (x, y; [Aµ])

=
∫

ddz
δAν(z)
iδJµ(x)

δ

δAν(z)

(
δ2Γ

δψf (x)δψ̄f (y)

∣∣∣∣
ψ=ψ̄=0

)−1

= −ef

∫
ddz ddu ddw

δAν(z)
iδJµ(x)

Sf
F (x, u)Γν(u,w; z)Sf

F (w, y)

= −ef

∫
ddz ddu ddw

i∆µν(x, z)Sf
F (x, u)Γν(u,w; z)Sf

F (w, y) , (38)

donde en láultima igualdad tomamosJ = 0. De aqúı que en
ausencia de fuentes externas, la Ec. (37) es equivalente a la

expresíon :

δd(x− y)− (i6∂ −mf )Sf
F (x, y)

= −i(ef )2
∫

ddz ddu ddw

∆µν(x, z)γµSf
F (x, u)Γν(u,w; z)Sf

F (w, y) .(39)

Es habitual escribir la ESD correspondiente al inver-
so del propagador del fermión. As’i, multiplicando por
Sf −1

F (y, y′), integrando respecto ay y reetiquetandoy′ = y :

Sf −1
F (x, y)−(i6∂−mf )δd(x−y)

=−i(ef )2
∫

ddz ddu∆µν(x, z)γµSf
F (x, u)Γν(u, y; z) . (40)

El propagador del fotón acopla las Ecs. (40) y (30). De es-
ta forma, uno observa que las ecuaciones para las funciones
de dos puntos se acoplan entre sı́ y que ambas dependen de
la función de tres puntosΓfµ. Esta es la primera indicación
de la regla general que dice que la ESD para una función de
n puntos est́a acoplada con otras del mismo orden uórdenes
más bajos y a funciones de orden(n + 1). La Fig. 2 muestra
la ESD correspondiente al Propagador del Fermión.

Vale la pena comentar otra manera de entender la natu-
raleza no perturbativa de las ESD. Por ejemplo, en teorı́a de
perturbaciones, tenemos que el propagador del fermi’on se
puede expandir como se muestra en la Fig. 3.

En ella se observa que el propagador completo del fer-
mión es el el propagador desnudo más correcciones. En la
expansíon perturbativa, las correcciones 2, 3 y 4 son al pro-
pagador mismo del fermión a primero, segundóordenes, res-
pectivamente habiéndo una infinidad de correcciones de es-
te tipo por considerar; las siguientes dos correcciones son al
propagador del fotón a segundo y tercerórdenes, con las infi-
nitas correcciones análogas por considerar, mientras lasúlti-
mas dos son correcciones al vértice al segundo y tercerórde-
nes tambíen, ḿas correcciones similares. Cuando estos tres
tipos de correcciones se suman, estamos consideramos las
funciones de Green completas, como se ilustra en la Fig. 2.
Esta es una descripción pict́orica útil para obtener las ESD
en cualquier teorı́a. Por ejemplo, para la teorı́a escalarφ4, la
ESD para el Propagador escalar [17] se muestra en la Fig. 4.

FIGURA 2. ESD para el propagador del fermi’on.
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FIGURA 3. Propagador del fermi’on en teorı́a de perturbaciones.

FIGURA 4. Propagador del escalar en la teorı́aφ4.

FIGURA 5. ESD para el v́ertice.

3.3. ESD para el v́ertice fermión-bośon

La ecuacíon correspondiente al vértice de tres puntos se pue-
de obtener de forma similar. Por completez, la presentamos
en espacio de momento, donde se escribe de forma más con-
cisa :

iΓf
µ(p′, p) = iγµ +

∑
g

∫
ddl

(2π)d
Kgf (p + l, p′ + l, l)

(iSg
F (p′ + l))(iΓg

µ(p′ + l, p + l))(iSg
F (p + l)) . (41)

K es el kernel de dispersión fermíon-antifermíon. La repre-
sentacíon diagraḿatica de esta ecuación se muestra en la
Fig. 5.

Claramente,Γµ se acopla a las funciones de dos pun-
tos del fermíon SF , a la amplitud de dispersión fermíon-
antifermíon M , una funcíon de cuatro puntos que satisface
ella misma una ecuación integral, lo que nuevamente ilustra
la regla general.

Para resolver las ESD para el propagador del fermión, la
aproximacíon más sencilla para el vértice que se ha utilizado
es la llamada aproximación arcoiris o de escalera, que con-
siste en aproximarM al iterar la contribucíon perturbativa al
orden ḿas bajo para el kernelK conjuntamente con la susti-
tución de los propagadores fermiónicos con sus contrapartes
desnudas,S0f

F (p) = 1/[ 6p−mf ]. Esta y otras aproximaciones
las discutiremos a continuación aboliendo el uso de etiquetas
de sabor.

4. Resolviendo las ESD

4.1. Aproximación apagada

En QED3 no masivo en la aproximación apagada [18–20],
que corresponde a despreciar contribuciones de lazos de fer-
miones a la polarización del vaćıo, es decir, a tomar

Π(q) = 0 (42)

en el propagador del fotón, se llega a divergencias infrarro-
jas con la teoŕıa de perturbaciones ordinaria. Un remedio
comúnmente usado para este problema es suavizar el com-
portamiento infrarrojo del propagador del fotón incluyendo
contribuciones de lazos de fermiones en la polarización del
vaćıo. al orden ḿas bajo para un fermión de masam esta
contribucíon al escalar de polarización es

Π(k)=
α

k2

[
2m+

k2−m2

k
arc sen

(
k√

k2+4m2

)]
. (43)

En una teoŕıa conN fermiones no masivos el escalar de po-
larizacíon es entonces

Π(k) =
α̃

k
, (44)

donde

α̃ =
Ne2

8
,

de forma que el propagador del fotón se comporta como1/q
paraq2 → 0, es decir, la divergencia infrarroja se ha suaviza-
do significativamente sin alterar las propiedades ultravioleta.

La aproximacíon apagada en la ESD para el Propagador
del Fermíon corresponde a la Fig. 6. A nivel de un lazo en la
teoŕıa de perturbaciones no hay distinción entre la aproxima-
ción apagada y la no apagada.

FIGURA 6. ESD para el propagador del fermión en la aproximación
apagada.
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4.2. Aproximación de arcoiris o de escalera

En estudios de generación dińamica de masas, una aproxima-
ción coḿunmente usada es establecer [9]

Γµ(k, p) = γµ , (45)

lo que se conoce como aproximación de arcoiris o de escale-
ra, si esta aproximación se conjunta con la apagada, la ESD
para el propagador del fermión se desacopla de aquellas para
el Vértice y para el Propagador del fotón. La Fig. 7 describe
esta conjuncíon de aproximaciones.

4.3. Más allá de la aproximacíon de arcoiris

Uno de los problemas con la aproximación de arcoiris es
la violación de covariancia de norma. La forma correcta para
el Vértice fermíon-bośon es crucial para reestablecer la cova-
riancia de norma de las ESD y debe ser tal que las identidades
que surgen de la invariancia de norma de la teorı́a sean v́ali-
das, entre otros requisitos. Ball y Chiu [21] han estudiado la
estructura de este V́ertice y han propuesto su ahora famosa
conjetura. La restauración de la covariancia de norma de las
cantidades fı́sicas observables es una de las motivaciones fun-
damentales para la construcción del V́ertice fermíon-bośon.
El trabajo de Ball y Chiu [21] han sido generalizado en el
contexto de QED3 considerando la ruptura explı́cita de la si-
metŕıa quiral [13].

4.4. Expansíon 1/N

La teoŕıa de perturbaciones ordinaria en términos del
acoplamiento parece romperse debido a las divergencias in-
frarrojas de las funciones de Green. Esas divergencias pue-
den evadirse usando otro parámetro de expansión. Pode-
mos tomarN sabores fermiónicos diferentes y expandir en
1/N [22]. Se ha demostrado que QED3 en el caso no masi-
vo es finita orden por orden en esta expansión y adeḿas el
comportamiento infrarrojo del propagador del fotón se sua-
viza, como lo sẽnalamos antes. Ası́ tenemos una teorı́a con
N fermiones no masivos y uno usa el lı́mite deN grande,
manteniendoNe2 fijo en el ŕegimen de acoplamiento débil.
Si escribimos

e2 =
8
N

, (46)

la nueva expansión perturbativa para el propagador del fotón
est́a dada en la Fig. 8, y tras su evaluación da un escalar de
polarizacíon del fot́on

Π(q) = q , (47)

que conduce a un comportamiento del propagador del fotón
de1/q en el dominio infrarrojo.

La ESD para el propagador del fermión en este esquema
est́a dada por

SF (p)−1= 6p− 8i

N

∫
d3k

(2π)3
γµSF (p)Γν(p, k)∆µν(p− k). (48)

FIGURA 7.ESD para el Propagador del fermión en la aproximación
arcoiris.

FIGURA 8. ESD para el propagador del fermión en la expansión
1/N .

Existe una controversia respecto a si en el estudio de esta
ecuacíon (ver, p. ej., Penningtonet al. [23] y Atkinson et
al. [24]), la RDSQ toma lugar para un número arbitrario de
sabores, o si existe un número cŕıtico para el cual las fases
quiralmente siḿetrica y asiḿetrica est́an separadas en la ver-
sión no apagada de QED. Sin embargo, esta controversia es
irrelevante para el objetivo de este trabajo.

4.5. Técnica de Norma

Existe un esquema para resolver las ESD que difiere sus-
tancialmente en el ḿetodo con los estudios antes menciona-
dos: la t́ecnica de norma [25–33]. Este esquema, basado en
el espacio de Minkowski, supone que los elementos de las
ESD (propagadores y vértices) tienen una representación es-
pectral en t́erminos de las cuales se reformulan las ESD y
se resuelven directamente. Por ejemplo, se supone que existe
una funcíon espectralρψ tal que el propagador del fermión se
puede escribir como

SF (p) =
∫ ∞

−∞
dω

ρψ(ω)
6p− ω

, (49)

y el vértice fermíon-bośon tiene una forma similar. De hecho,
una conjetura en esta aproximación es

SF (p)ΓGT
µ (p, q)SF (q) =

∞∫

−∞
dωρψ(ω)

1
6p−ω

γµ
1

6q−ω
, (50)

Insertando esas expresiones en las ESD uno obtiene una ecua-
ción lineal para la densidad espectral. Esta es una caracte-
rı́stica de la t́ecnica de norma: reduce las ESD a ecuaciones
lineales.

5. Generacíon dinámica de masas en QED3

En QED3, la ESD para el propagador del fermión en es-
pacio de Minkowski puede escribirse como

S−1
F (p) = S0−1

F (p)

−ie2

∫
d3k

(2π)3
Γν(k, p)SF (k)γµ∆µν(q) ,(51)

dondeq = k − p, e es el acoplamiento electromagnético,
Γν(k, p) es el v́ertice fermíon-bośon completo,∆µν(q) el
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propagador completo del fotón yS0
F (p) es el propagador des-

nudo del fermíon. Para conocer entonces el propagador com-
pleto del fermíon, es necesario hacer algunas suposiciones
sobre el Propagador del Fotón y al v́ertice mismo, como des-
cribimos en la sección anterior. El escenario ḿas sencillo para
estudiar el feńomeno de la generación dińamica de masas es
utilizar la aproximacíon arcoiris, es decir, sustituir

Γν(k, p) = γν ,

∆µν(k − p) = ∆0
µν(k − p) . (52)

Entonces, en la Ec. (51), sustituimos los propagadores desnu-
dos del fermi’on y del fot́on, definidos como

S0
F (p) = 1/ 6p , ∆0

µν(q) = −gµν

q2
+(1−ξ)

qµqν

q4
, (53)

dondeξ es el paŕametro de norma covariante usual, y escribi-
mos al propagador completo del fermiónsf (p) , en su forma
más general, de la siguiente manera :

SF (p) =
F (p)

6p−M(p)
. (54)

F (p) es llamada la Renormalización de la Funcíon de Onda,
M(p) la función de masa.

La Ec. (51) es una ecuación matricial. Consiste de dos
ecuaciones independientes, las cuales pueden desacoplarse al
tomar su traza después de haberla multiplicado por 1 y6p res-
pectivamente. Haciendo uso de las Ecs. (53) y (54), escribi-
mos esas ecuaciones como

1
F (p)

= 1 +
α

2π2p2

∫
d3k

F (k)
k2 +M2(k)

1
q4

× [−2(k · p)2 + (2− ξ)(k2 + p2)k · p− 2(1− ξ)k2p2
]

,

M(p)
F (p)

=
α(2 + ξ)

2π2

∫
d3k

F (k)M(k)
k2 +M2(k)

1
q2

, (55)

dondeα = e2/(4π) de la manera usual. Realizando ahora
la integracíon angular despúes de la rotación de Wick hacia
el espacio Euclideano, las ecuaciones anteriores adquieren la
forma

1
F (p)

= 1− αξ

πp2

∫ ∞

0

dk
k2F (k)

k2 +M2(k)

×
[

1− k2 + p2

2kp
ln

∣∣∣∣
k + p

k − p

∣∣∣∣
]

, (56)

M(p)
F (p)

=
α(ξ + 2)

πp

∫ ∞

0

dk
kF (k)M(k)
k2 +M2(k)

ln
∣∣∣∣
k + p

k − p

∣∣∣∣ .(57)

Si elegimos la norma de Landau(ξ = 0) para resolver este
sistema de ecuaciones, vemos queF (p) = 1, por lo que śolo
tenemos que resolver la ecuación

M(p) =
2α

πp

∫ ∞

0

dk
kM(k)

k2 +M2(k)
ln

∣∣∣∣
k + p

k − p

∣∣∣∣ . (58)

FIGURA 9. Funcíon de masa en la aproximación arcoiris en la nor-
ma de Landau.

Una solucíon trivial a la Ec. (58) esM(p) = 0, que
corresponde a la solución perturbativa usual. El fenómeno de
la generacíon dińamica de masas se observa de la solución no
trivial obtenida al resolver las ecuación anterior (o el sistema
de Ecs. (56) y (57) en una norma covariante arbitraria [14]).
La integracíon nuḿerica de la Ec. (58) se muestra en la Fig. 9.

Tal solucíon paraM(p) est́a relacionada con la masam
y el condensado quiral〈ψ̄ψ〉. Suponiendo una continuación
anaĺıtica simple del espacio de Minkowski al euclideano, des-
preciando la rotación del contorno de integración, definimos
la masa (euclideana) con la expresión m = M(p = m).
Por otro lado, en la referencia [18], Burden y Roberts demos-
traron que la definición est́andar del condensado fermiónico
(Ec. (3.9) en la Ref. 18) en términos de una integral sobre
la función de masa está en excelente concordancia numérica
con la prediccíon de la expansión de producto de operado-
res [34], que permite escribir

〈ψ̄ψ〉 = 4p2 M(p)
(2 + ξ)

, (59)

(en unidades dee4) en el ĺımite cuandop2 →∞.
Vemos de la Fig. 9, que aún cuando comenzamos con un

Fermíon no masivo (53), la resumación de todas las autointe-
racciones de dicho fermión dan origen a su masa (euclidea-
na), y que esta masam se puede inferir del comportamien-
to infrarrojo de la funcíon de masaM(p). En este dominio,
M(p) se comporta como una constante. Esta masa se origina
en presencia del condensado quiral〈ψ̄ψ〉, que es precisamen-
te el paŕametro de orden para la transición entre la fase qui-
ralmente siḿetrica y la asiḿetrica de QED, y que se puede
inferir del comportamiento asintótico de la funcíon de masa.
La relacíon (59) advierte que en la región p → ∞, M(p) se
comporta como1/p2.

En resumen, áun en el escenario ḿas sencillo de un mo-
delo simple pero con relevancia fı́sica directa como QED3,
la Aproximacíon arcoiris ilustra claramente la naturaleza del
fenómeno no perturbativo de la generación dińamica de ma-
sas, el cual se obtiene en presencia de un condensado quiral;
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de las cantidades fı́sicas relevantes, la masa euclideana y el
condensado mismo; y de las dificultades matemáticas que se
tienen que sortear en teorı́as ḿas complicadas.

6. Sumario

Hemos visto la derivación de las ecuaciones de
Schwinger-Dyson, que son las ecuaciones de Euler-Lagrange
para una teorı́a de campos. Esta derivación se realiza al to-
mar derivadas funcionales de la funcional generatriz, la cual
se construye a partir de la acción electromagńetica. Este con-
junto infinito de relaciones integrales entre las funciones de
Green de QED es de suma utilidad para comprender fenóme-
nos no perturbativos como la generación dińamica de masas
para los fermiones. En los estudios de dichos fenómenos, es
necesario un truncamiento de esta torre de ecuaciones, el cual
se puede hacer haciendo una conjetura sustentable sobre una
o más de las funciones de Green relevantes al estudio. Para
estudiar la ruptura dińamica de la simetrı́a quiral, necesita-
mos conocer la forma analı́tica del Propagador del Fermión,
lo que implica resolver su ESD correspondiente. Para ello,
se hace una conjetura sobre el propagador del fotón y so-
bre el v́ertice de la interacción electromagńetica. Las apro-

ximaciones coḿunmente utilizadas consisten en sustituir el
propagador completo del fotón por su contraparte desnuda,
y modelar aśı la forma que el v́ertice debe tener. Existen va-
rios esquemas en los que se pueden resolver estas ecuaciones,
por ejemplo, resolver directamente la ESD correspondiente
al propagador del fermión considerando una forma para las
otras funciones de Green relacionadas, o bien, utilizando una
representación espectral para dichas funciones.

La naturaleza no perturbativa de las ESD nos conduce a
estudiar este tipo de fenómenos en escenarios plausibles, lo
que en muchas teorı́as representa una complejidad matemáti-
ca formidable. Sin embargo, aún en los escenarios más senci-
llos, como es QED3 en la aproximación arcoiris, se puede ob-
tener valiosa información sobre la naturaleza de las partı́culas
fundamentales, especialmente sobre el origen de sus masas.
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