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Presentamos la derivéxi detallada de las ecuaciones de Schwinger-Dyson en la eleé@naidancé@ntica y eshozamos la utilidad de estas
ecuaciones en estudios de demenos no perturbativos como la genebadaliramica de masas para los fermiones fundamentales.
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We present the detailed derivation of the Schwinger-Dyson Equations in Quantum Electrodynamics and we comment on the usefulness of
these equations in the study of nonperturbative phenomena, like the dynamical generation of fermion masses.
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1. Introduccion los aceleradores de Europa y Estados Unidos ha impulsado
el desarrollo tecnaigico, por las dificultadesstnicas y de

El estudio de laikica a nivel de los constituyentes funda- presupuesto para producirlo y detectarlo; y el avanoede,
mentales del Universo ha representado un reto al intelectélue ofrezca canalesas simples para su descubrimiento. A
La clasificacbn de estos objetos por sus propiedades nos fda vez, ha promocionado el incremento déhrero de estu-
cilita el entendimiento de las interacciones entre ellos. Déliantes y cierificos dedicados a esta rama deitida. pese a
esas propiedades, su masa permanece como una dasas & indudable eficiencia con la que el modeldaestar descri-
intrigantes, pues, hasta ahora, no existeitealguna capaz be la fenomenoldg de las paftulas fundamentales, existen
de explicar su origen. La manera en la que concebimos ldedava algunos problemas.
interacciones a nivel fundamental es a &svel intercam- El bon de Higgs no ha sido descubierto experimental-
bio de pariculas mediadoras en el llamado modeldadar  mente. El ME supone que este bases fundamental, pero
(ME) de partculas elementales [1-4]. Todos los procesos s@o existe en la naturaleza una jeuta escalar fundamental,
describen entonces eariminos de diagramas de Feynman,al menos no se ha observado. Por otro lado, cuando tratamos
y para contrastarlas prediccioneérieas con las mediciones de extender el ME para incorporar otras fuerzas construyen-
de los laboratorios se calculan las amplitudes para un eventip una tedia de gran unificaéin, nos enfrentamos al proble-
dado, sumando las contribuciones de todas las posibles mma de jerargias, que requiere para su sofutiun no natural
neras en las que se puede dar el proceso. Si bien este modsintonizado fino de los pametros del Higgs. Supersimieto
da cuenta satisfactoriamente de la&iinca de las pau-  SUSY [6] resuelve este problema a expensas de incrementar
las mediante las simé#ais del lagrangiano correspondiente, al doble el espectro de pamilas. Los escalares fundamenta-
en éste se supone que todas ellas, supone que ellas son leg din estan aly SUSY contirila eludendonos.
masivas. En contraparte, en los diferentes laboratorios de al- En contraparte, han surgido modelos en los que no se ha-
tas enertas alrededor del mundo se han logrado medir, colge necesaria la existencia de una jeatt escalar para tener
bastante preciéh en algunos casos, los valores para las map ruptura de simef®, sino queésta se da en presencia de
sas de los constituyentes fundamentales, lo que se traduce @hdensados. Algunos de estos modelos son el de tecnicolor
una ruptura de simétr. Para conciliar esta discrepancia entrey sys versiones extendidas, los de condensados de top y los de
la teoiia y el experimento, se ha emprendido issueda de  color de top (una excelente revisi de estos modelos puede
un modelo térico autoconsistente y su corroboi@tiexpe-  encontrarse en la Ref. 7). Las predicciones de estos mode-
rimental para explicar el origen de las masas de lasquéas  |os se obtienen poratculos no perturbativos, que incluso en
fundamentales. los casos ras simples son difiles de realizar y se basan en

El mas famoso y popular de estos modelos es el llamadsimplificaciones severamente incorrectas. Por ejemplo, en los
mecanismo de Higgs [5], que explica la masa de lasdqart estudios del modelo de condensado de top en el contexto de
las a partir de su interadmi con el llamado bds de Higgs, las ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD) —de las que habla-
fenbmeno que involucra una ruptura esgorga de la sime- remos a continuadn—, las correcciones de la cromaginica
tria del modelo eéindar. La fisqueda de esta petila en  cuantica (QCD de sus siglas en igg) se calculantdo en la
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norma de Landau. En un intento de repetir el mismo ejerciciy su correspondiente aéai:
en otras normas, uno encuentra que la masa del top exhibe

dependencia en la norma, una condusijue fsicamente no S = /ddx£(¢(x), Oup(x)) . 1)
tiene sentido. Tratar de solucionar esta sitba@n teoras
complicadas como QDC es un problema formidable. La ecuadbn de movimiento para el campgose obtiene tras

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson [8] son un conjuntdMPoner la condi@n de estaticidad de la aoci:
infinito de relaciones integrales entre las funciones de Green 55 =0 )
de una teda clantica de campos y proporcionan la estructu- ’
ra anaitica que dichas funciones poseen. Su uso se extiend®e tal condicbn obtenemos las ecuaciones de Euler-
tanto a lafsica de altas enei@s como a laibica nuclear (ver Lagrange para este campo
por ejemplo las Refs. 7 a 11), por lo que las soluciones a estas % 5r

ecuaciones son de inésr para un sector amplio deitos en = — — =0 (3)

el mundo. Femenos no perturbativos como el confinamien- 6(0ue) 60

to y la ruptura didmica de la simeta quiral son abordados La cuantizadn electromaggtica puede obtenerse bien
de manera natural en este contexto. sea de la formuladh carbnica, o mediante la integral de ca-

La solucbn a las ESD se obtiene al realizar un trunca-mino de Feynman. Preferimos eétémo esquema de apro-
miento inteligente de esta torre infinita de relaciones integraximacion, pues la formulaén integral nos permite obtener
les y el objetivo fundamental para resolver estas ecuacioneke modo muy claro las ESD. La idea de Richard Feynman era
en cualquier teda consiste en incorporar todas las identi-que para conocer la amplitud de trangicentre dos estados
dades de norma para que las cantidadisas observables cuanticos, debemos sumar sobre todas las posibles historias
calculadas sean independientes dehpaetro de norma. Para en las cuales se puede dar tal trarisicies decir,
ello se conducen estudios aitigbs, hasta donde la compleji-
dad de las ecuaciones lo permite, utilizando conjeturas sobre Ultp,xp «— ti,x;) = /DxDp e’ 4)
la forma de las funciones de Green u ofordoles una repre-
sentaddn espectral. Tambén se est intentando con bastante dondeDx y Dp son las medidas.
éxito describir la diamica de las pditulas elementales dis- La dinamica electromagttica se obtiene de la ecuani
cretizando el espacio-tiempo, es decir, suponiendo una rede Dirac
donde suceden los eventos. Luego, los diferentes procesos se
calculan con la inevitable ayuda de las computadoras, que (iv"0u —m) =0.

mientras ras potentes, sonasltiles en este formalismo. Esta ecuadin puede obtenerse de la densidad lagrangiana li-
En este aitulo estamos interesados en obtener las ESHre

en la electrodiamica céntica o QED, de sus siglas en iag) Liipre = P (iy"8, — m)y . (5)

donde por la naturaleza abeliana de lai®amno existen tan-

tas complicaciones mateticas (Una simplificadin adicio-

nal se obtiene de definir QED en 2+1 dimensiones o0 QED

lo que ha permitido al autor un estudio minucioso de esta

ecuaciones y las implicaciones de su truncamiento [12—15]

Por ello, se encuentra organizado de la siguiente manera : C

menzamos en la Sec. 2 escribiendo la@ealectromageti-

ca, con la cual construimos la funcional generatriz. De las 8, — D, =0, —icA, . (6)

derivadas funcionales de esta generatriz, obtenemos las ESD

relevantes para el fémeno de la generam diramica de  De este modo, la densidad lagrangiana se escribe

masas en la Sec. 3. En la Sec. 4 presentamos los diferentes _

esquemas y truncamientos conocidos para resolver las ESD Lint = (" Dy = m)¢p . @)

y en la 5 estudiamos el femeno de la generam dirami- — Aqn nog falta considerar la interadni del campo electro-

ca de masas para fermiones a éraﬁe sus autointeraccio- magrético consigo mismcEsta se obtiene deditmino

nes electromagaticas en el plano. Finalmente presentamos

un sumario del artulo en la Sec. 6. —EFWF*“’ . @8)

Debemos considerar la interagoientre los fermiones y el
4£ampo electromaggtico, dada por elérmino ey*A,,. Pa-

fa asegurar que la densidad lagrangiana sea invariante bajo
ransformaciones globales de norma, debemos cambiar las
gt_arivadas ordinarias por derivadas covariantes al usar el prin-
cipio de sustitud@n minima :

Colectando losérminos, la acéin de QED es

2. Laaccbn electromagretica Sl ¢, Al

al 1
Como cualquier otra te@, la diramica electromagtica = /ddx Zi/jf(i’v“D,C—mf)wf — “F,F*™| (9
puede obtenerse, en dimensiones arbitrarias, del lagrangiano =1 4
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dondef representa una etiqueta de saba¥yes el mimero  de Gribov no se hace presente eni@dpabelianas. Puede de-
de sabores ferranicos distintos. Aunque estamos conside-mostrarse que las cantidadesdas observables son indepen-
rando cantidades desnudas, los resultados que obtengantbentes del p@metro de normd y, de hecho, son tamdm
son \alidos tambén para cantidades renormalizadas cuandandependientes de la forma dérinino que fija la norma.

este proceso se realiza de forma adecuada. En cuanto a las

funciones de Green, su desnudez se masgapicitamente

para distinguirlas de las correspondientes funciones comple-

tas. . . _ 3. Ecuaciones de Schwinger-Dyson (ESD)
Volteemos nuestra ateidei a la funcional generatriz

Es bien sabido desde hace(aigiempo que de las ecuacio-
nes de campo para una teoclantica de campos se puede
derivar un sistema de ecuaciones integrales acopladas que re-
lacionan las funciones de Green de la tea@ntre & Esta
donder/, n’ y J,, son las fuentes de los fermiones, antifer- torre mﬂmta de ecuaciones se conoce como las ecuaciones
mionez y ?otgnels, respectivamente, y donde se define, conﬁ? Schwmger-l;)yson (ESD) [8]', Usaremos Ia.for_mu’lmode

en la Ref. 9, integrales funcionales para derivar las ESD siguiendo los tra-
bajos en las Refs. 9y 16.

dp(, ¢, A) = ;DY DY T, DA, . (11) Comenzamos de la ecuani(14) y la funcional genera-
triz (10). Tomemos en cuenta que los campos fémicos
¥,1} y sus fuente7, 7} son elementos dedlgebra de
rassman, es decir, todos esos campos anticonmutan entre
si; y queA,, y su fuenteJ,, sonc-nlimeros. Tomamos adés
Y(x) — M) = e @y las convenciones y notacionesasiar, donde

P(z) = PMz) = €2 (12)
Ayu(z) — A)(x) Ap(x) — O\ ()

donde\(z) es una fundn escalar arbitraria y, por el momen- Notemos que para un elesir la carga isica debe ser
to, hemos suprimido lomdices de sabor. Bajo tales circuns- ¢/** = —e, donde, por definiéin e = |e| es la magnitud de
tancias, la funcional generatriz no tiene mayor sentido, puel carga del elecim.

para cada configuram de campos{v(z), v (), Au()}, La funcional generatriz es el alogo térico de la tedia
por la invariancia de norma existen urimero inconta- de campos a la fungh de particbn para un sistema meca-
ble de configuraciones relacionadas(z), v*(z), A} (x)},  noestaébtico y tiene el mismo prasito, a saber, que to-

Zln,n, J. = /dﬂ(ﬁ,w,fl)

elistisw A | e[S (Do v/ Jan ")) (10)

Para completar la definimn operacional de QED, notemos
gue la acdin es invariante bajo las trasformaciones locale
Abelianas

A=A =g" Ay, {4} =29"", etc.

que tienen la misma adwi das las cantidadessicas de la teda pueden obtenerse de
- - Z|7,n, J,]. Operacionalmente, la integral descrita representa
_ A A AA s Jp
Sy, Al = S 97, AL (13) una integral sobre todos los valores posibles para cada uno

La integrachn de Grassman sobtey < da el mismo resul- de los campos en todos Io_s ,pL!ntos del espacio-tiempo_. Aho-
tado, independientemente déz), ya que el jacobiano co- @ procederemos a_Ia derivani de las ESD, que son sim-
rrespondiente es uno. Entonces, existe una divergencia enfigmente las ecuaciones de Euler-Lagrange para unia teor
integracon funcional sobre el campd,,. La definicon co- ~ cuantica de campos.
rrecta de la medida debe asegurar que la integmesnbre el
campo de norma se extiendal® a las configuraciones ine-
guivalentes bajo transformaciones de norma. 31
Este problema puede resolverse al introducir el determi-

nante de Fadeev-Popov. El efecto neto de este procedimiento ) )
en QED es simplemente introducir @rmino que fijalanor- Consideremos la funcional generatriz (10). Puede mostrarse

ma en la acdn. Una elecdn comiinmente usada para este ue 1a funcional generatriz para funciones de Green conecta-
termino que fija la norma es dasg|n, n, J,,] est definida por

ESD para el propagador del fobn

S[%w,Au] - 55[1/;71/}>Au] Z[ﬁ,n, Ju] — eg[ﬁm,Ju,] . (15)

= S A - g [ dn(0,4° 09
¢ Para obtener la ESD correspondiente abfiouno simple-

dondeg es el paametro que fija la norma. Debe notarse quemente parte del hecho de que la integral funcional de una

la dificultad para fijar la norma cuando hay anidades derivada funcional total se anula con las condiciones de fron-
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tera apropiadas. Por ejemplo, De aqui obtenemos expresiones paray y A,, en €rminos
.d G0 s den, ny J, y viceversa; por ejemplo,
0 = / 1 Ju)———
A : i 0G[n, m,
OAu(w) L) = Dhlnm, T =i %,
e{i(sg[’l/;7¢7-4u]‘\"f ddx[d;fnf'i‘ﬁfwf"rAuJ“])} 770(
con losindices espinoriales mostrados égjthmente. Es
= /du 0,0, { 05¢ + Jﬂ(m)} ahora &cil de ver que haciendd = 0 tras diferenciaf” obte-
Ay(x) nemos resultados no nulasis cuando hay el mismaimero
eli(Seld b, Al ] da[p!n +77 ! +4,04])} de derivadas q¢r y ¢ en analoga al caso dg. I—!a}ciel.’\do uso
de las expresiones (20), observemos el siguiénteiho :
S + JM(z) b Z (16) 2 >
1 0AL(2) Qom0 i Jr ' i dts Y J F_
. : Snd ()6mh (2) SR (2)895(y) ]
Diferenciando la acéin (14) inmediatamente obtenemos * gl v B i ap=0
h 5 g9
&jSéC) _ {apapg;w _ (1 _ g) 6“8”] _ /ddz 5¢;(Z) 577i(y)
H 57704(‘T) w'y (Z) ,r]’,f]’,(/)’l/_,:()
b f mbea)yf
+ Zf:e YAty 17) Sy
. . - md() |, -
de donde se sigue que, tras dividir ggruno puede escribir ¥yp=0
la Ec. (16) como = 8upbrg6i(z —y) . (21)
—JH(z) = {3 P g — (1 _ ) 3#81/] oG De aqu se sigue que, cuando las fuentes fémigas(7, )
g 3 i6.J" () son nulas, podemos escribir la Ec. (18) como
oG 1) u 96 or
18 — =
w2 (e w0 @ @) e b
Esta ecuaun representa un.aforma compacta del equivalente [8 8pglw_< _1> @L@V} AY(z)
no perturbativo a las ecuaciones de Maxwell, lo cual esto nos
es Util para obtener una exprési para la polarizabn del ) f
vado del fobn. Ahora podemos tomar la transformada de —iy e Try, z, [Au)] . (22)
Legendre introducir la funcional generatriz para las funcio-
nes de green conectadas de unaipald irreducible [1-Pl], ~donde hemos identificado @rmino
L[y, 4, Ay) - LY .G
99> Al Sty [Au]) =i — i (23)

_ T onf (y)ont Sn(x)onf
Glnn 4] = T4, rwerta)  nlz)in’(s)
como el propagador del fergmn de saborf en un campo
+ i/ddx [q[)fnf + gl + A, J"] (19) magretico externa4,,. Una consecuencia de la ecuat{21)
es que el inverso de esta fuanide Green de dos puntos

De la integradin grasmaniana se sigue qéé&p, v, A,] y  estdada por

consecuentementg7, , J,,| depende &lo de potencias pa- ; . 52T

res deij y 7, lo que implica que al hacer = n = 0 desp@s Sp(z,y,[Au])" = ST @) | (24)
¥,9p=0

de derivaig (0 Z) tendremos resultados no nulos para el mis-

mo nimero de derivadas con respectpan. Similarmente, ~Claramente, la funon de Green completa para el fetmi

en ausencia de las derivadas con respecto a los campos fée (7, ) se obtiene al tomad,, = 0 en la Ec. (24).

mibnicos se puede ver quéls nimeros pares de derivadas Para obtener la ESD correspondiente al tensor de polari-
deZy G con respecto d sobreviven cuando hacemds= 0, ~ Zacbn del fobn, Dlo nos resta actuar cand A, (y) sobre la

lo que inmediatamente nos conduce al teorema de Furry pak€- (22) y haced, (z) = 0. Veamos,

QED. Tenemos de laltima ecuadn : 52T
A/A(x) usjug(x) ) Q/Jf( )_ f;sg( y o GAM(z)0A¥ (y) Ay, 1b=0
_ 1 .
@) = 58 Tu(o) = 5l — 0,070~ (1 ¢ ) 00| 90— ) 107
(20) f
) = )
nf(l‘) = _51Lfr(m) ) Uf(x) = 5¢f12m) :

Tr

—1
) . (25)
1/%[1:0

5 52
TS A, () \ 597 ()59 ()

Rev. Mex. 5. 50 (2) (2004) 104-113



108

A. RAYA

El lado derecho de esta ecuatise puede interpretar de una G(p?) = G(p).)

mejor manera observando que

-1
¢,w_0>

-1
B d d 5°r ‘
/ e dw (awfu)wf(w) ¥

5 5°r
0A,(y) opf (u)&zf (w)

) 5°T
§A,(y) \ duvf (2)opf (o)

i
un resultado alogo a
0 = LA@AT (@)= 1]
- d‘zf) AN (2) + Alx) dA;;(x)
:,d’%(”j) - —A‘l(x)déix)A_l(x), 27)

valido para matrices de dimebsi finita. La ecuadn (26)
involucra al \ertice fermén-bon propio de [1-Pl]

efFf(x'y z) = ° o
AR SAM(@) 6% (2)09F (y) |4, v.5—0

, (28)

gue no debe confundirse con la funcional generdirisi-

—Guv + (@uav/(@® +ic)) 1
A =
p(0) ¢* + ic 1+ 1(q)

qudv

(q% +ie)?

(31)

donde, de forma usual, se define el escalar de polabizaci
I1(g) como

HMV(Q) = <_guuq2 + quV)H(q) .

Notemos qudl(q) es independiente del ganetro de nor-
ma¢ en QED como resultado de la conseraacile corrien-
te. Al orden nas bajo en teda de perturbaciones tenemos
II(g) = 0, del mismo modo que

F;’f(y; 21, 22) = %5d(y - Zl)5d(y - 22) (32)

(i@ —mf)Sh(z,y) = 6%z —y) .

Se debe notar que una vez factorizadp no existe depen-
dencia exgdkita en el sabor para elértice propio, ya que la
misma suma de diagramas de Feynman contabeir cada
caso. Hemos visto que de la segunda derivada de la funcional
generatrizl'[¢), v, A,] se obtienen los inversos de los Pro-
pagadores del Ferdm y del fobn y de la tercera el &ftice
propio de la interacéin fermibn-bo®n. Generalmente, todas

las derivadas @ altas de la funcional generatiig), v, A

dan las correspondientes funciones de Green propias, donde

(33)

milarmente al caso ferrbnico, se puede mostrar que la se-€l nimero y el tipo de derivadas da elmero y el tipo de
gunda derivada d& con respecto del,, genera el inverso Piernas en las funciones de Green propias. La ESD para el

del Propagador del foh (A=1)*(z,y) (lado izquierdo de

la Ec. (25)). Entonces, de las Ecs. (22), (25) y (26) obtene-

mos la ESD para el inverso del propagador dddifiot

5T
A—l % — s
( ) (af,y) 5Aﬂ(x)5A”(y) A =0
- [ (- oo
+ Mu(z,y), (29)

donde hemos identificado el tensor de polariaaciel fobn,
I, :

H/w ('ra Z/) =

iZ(ef)Q/ddzldsz
f

Tr[y,Sh(x, 20) T8 (y; 21, 20) S (22, 2)] . (30)

Propagador del féin se muestra en la Fig. 1.

La representadbn de la ESD en espacio de momentum
se obtiene de manera inmediata al transformar de Fourier las
expresiones en espacio de coordenadasas,@cilmente, u-
sando las reglas usuales para los diagramas de Feynman ba-
sados en la contribun perturbativa al orden@s bajo de las
cantidades no perturbativas. Por ejemplo, para el tensor de
polarizacon del fobn obtenemos

d
M) = (O [ 3

f
Tr((im,) (iSE () (T (k, & + ) (iS4 (k + q))] . (34)

donde el factof—1) surge del lazo de fermiones de manera
usual.

-1 oL
Haciendo uso de la invariancia traslacional podemos escribir V@A = AASASNNANN -

el propagador del fén en espacio de momento (Aunque los
argumentos de las funciones de Green son los cuadrados de
los momentos, por simplicidad de not@ciescribiremos que FIGURA 1. ESD para el propagador del fot.
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3.2. ESD para el propagador del fermén expresbn ;

Siguiendo un precedimiento similar, uno puede derivar la

ecuacbn integral para el propagador del fetmicomenzan- Uz —y)— (i — mf)Sj;(m, Y)
do con
0 [ duti v, 4) = —ile)? [tz atu
= 1% y» ¥ NN
()

n% f . f
(5606, [ a9l 044,070} AP (2, 2)7, S5 (2, u) Ty (u, w3 2) SH(w, y) -(39)

_ [ 98 .8 & 4
L og(x) | ionidn i
b) )

—= {n-f (x)+(ié9—mf+efv“ M‘(@) zén(x)] Z. (39)

La Gltima linea de esta exprési es un equivalente funcional -1 .
: prem es ned St @, y)=(ig—m! )5 (@—y)
no perturbativo a la ecuam de Dirac.

Al igual que antes, actuamos céyv¥n? (y) sobre esta ex- :_i(ef)2/ddz AU (2, 2)ySh (2, w)To (1, 5 2) - (40)
presbn para obtener PR

O = 5d(x - y)Z[ﬁa m, Jlt] |777;7:0

]+nf(x)}Z[n,n, Jyu) Es habitual escribir la ESD correspondiente al inver-
so del propagador del ferom. As'i, multiplicando por
Sj;_l(y, y'), integrando respectoygy reetiquetandg’ = y :

El propagador del f@n acopla las Ecs. (40) y (30). De es-

) ta forma, uno observa que las ecuaciones para las funciones
de dos puntos se acoplan entrg/ gJue ambas dependen de

la funcibn de tres puntoE/#. Esta es la primera indicamni

_|iad_nmf f Ak
(”7 e S T )

X Z[n,m, ]| St(z,y;[Au) (36)

7,7=0 de la regla general que dice que la ESD para una funde
con obvia notadn. Ahora, utilizando las Ecs. (15) y (20), ™ puntos est acoplada con otras del mismo ordeordenes
podemos reescribir mas bajos y a funciones de orden+ 1). La Fig. 2 muestra
5 la ESD correspondiente al Propagador del Férmi
d ; .
0= (x—y){l@—mbrefé{(% [J])+e/+* i(SJ“(x)) Vale la pena comentar otra manera de entender la natu-

raleza no perturbativa de las ESD. Por ejemplo, eridede
xST(z,y;[A.]), (37)  perturbaciones, tenemos que el propagador del fermi'on se

. .. uede expandir como se muestra en la Fig. 3.
gue define la funéin de Green conectada de dos puntos ncP P g

perturbativa. En ella se observa que el propagador completo del fer-
El potencial electromagatico se anula en ausencia de unamion es el el propagador desnud@sncorrecciones. En la
fuente externa, es decid, (z;[J = 0]) = 0, de forma que expansbn perturbativa, las correcciones 2, 3 y 4 son al pro-
solo permanece para exhibir el contenido de la derorci pagador mismo del ferran a primero, segundardenes, res-
funcional restante para la ecuadi(37), lo que se puede ha- pectivamente habndo una infinidad de correcciones de es-

cer explotando la identidad en la Ec. (26) : te tipo por considerar; las siguientes dos correcciones son al
5 ‘ propagador del fd@n a segundo y tercérdenes, con las infi-
- ST (z,y;[AL) nitas correcciones afogas por considerar, mientras (ds-
idJr(x) " F Vil ) . ,
mas dos son correcciones &rtice al segundo y tercérde-
5A 5 52T -1 nes tamkén, mas correcciones similares. Cuando estos tres
_ d v(2) ; ; ; )
= [ d° 570 (2) 5A 7 = tipos de correcciones se suman, estamos consideramos las
0 J4(w) 04, (2) \ 697 ()89 (y) Y=9=0 funciones de Green completas, como se ilustra en la Fig. 2.
§A,(2) Esta es una descrigri picbrica (til para obtener las ESD

= —ef/d‘iz d%u ddwz’éj“(m) en cualquier teéa. Por ejemplo, para la tdarescalap?, la
ESD para el Propagador escalar [17] se muestra en la Fig. 4.
ST (@, )Ty (u, w; 2) SE(w, y)

= fef/ddz d%u d*w

i (2, 2)Sh (@, )Ty (u, w; 2)Sh(w,y) . (38) 4 . 2 4&7

donde en lailtima igualdad tomamaog$ = 0. De agli que en
ausencia de fuentes externas, la Ec. (37) es equivalente afasurA 2. ESD para el propagador del fermi'on.

Rev. Mex. 5. 50 (2) (2004) 104-113



110 A. RAYA

s

Ha

FIGURA 3. Propagador del fermi'on en tdarde perturbaciones.

Ul o

FIGURA 4. Propagador del escalar en la tieas®.

ot oeertl ek e

FIGURA 5. ESD para el értice.

3.3. ESD para el ertice fermion-bogn

La ecuaddn correspondiente akvtice de tres puntos se pue-

Claramente[',, se acopla a las funciones de dos pun-
tos del fermdn Sr, a la amplitud de dispei@n fermbn-
antifermibn M, una funcon de cuatro puntos que satisface
ella misma una ecuam integral, lo que nuevamente ilustra
la regla general.

Para resolver las ESD para el propagador del fenpria
aproximaobn mas sencilla para elértice que se ha utilizado
es la llamada aproximam arcoiris o de escalera, que con-
siste en aproximak/ al iterar la contribu@n perturbativa al
orden n@s bajo para el kerné{ conjuntamente con la susti-
tucion de los propagadores fei@nicos con sus contrapartes
desnudasS%f (p) = 1/[p—m/]. Estay otras aproximaciones
las discutiremos a continudci aboliendo el uso de etiquetas
de sabor.

4. Resolviendo las ESD
4.1. Aproximacion apagada

En QED3 no masivo en la aproximaai apagada [18-20],
que corresponde a despreciar contribuciones de lazos de fer-
miones a la polarizadh del vaéo, es decir, a tomar

I(q) =0 (42)

en el propagador del foh, se llega a divergencias infrarro-
jas con la teda de perturbaciones ordinaria. Un remedio
comiunmente usado para este problema es suavizar el com-
portamiento infrarrojo del propagador deldatincluyendo
contribuciones de lazos de fermiones en la polar@adiel
vado. al orden mas bajo para un ferrah de masan esta
contribucbn al escalar de polarizasi es

o k% —m? k
[I(k)=— |2m+———— — || . (43
(k) 12 m+ o arc sen< k2—|—4m2>} (43)

En una tedia conN fermiones no masivos el escalar de po-
larizacibn es entonces

(k) = (44)

> S

donde
Ne?
8 )
de forma que el propagador deldotse comporta comb/q

d:

de obtener de forma similar. Por completez, la presentamgarag® — 0, es decir, la divergencia infrarroja se ha suaviza-

en espacio de momento, donde se escribe de forasacon-
cisa:

. . dl
ZF{L(p/7p) = + Z/ (27T)
g

(iSE(P + D)L (" + L,p+1))(SE(p +1)) - (41)

K (p+1,p +1,1)

K es el kernel de dispefsi fermbn-antifermén. La repre-
sentaddbn diagranatica de esta ecudri se muestra en la
Fig. 5.

do significativamente sin alterar las propiedades ultravioleta.

La aproximaddbn apagada en la ESD para el Propagador
del Fermén corresponde a la Fig. 6. A nivel de un lazo en la
teofia de perturbaciones no hay distimgientre la aproxima-
cion apagada y la no apagada.

FIGURA 6. ESD para el propagador del feronien la aproximaéin
apagada.
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4.2. Aproximacion de arcoiris o de escalera fﬁ[)ﬁqz
-l -1

En estudios de generaci diramica de masas, una aproxima- - - v
cibn comunmente usada es establecer [9]

FIGURA 7.ESD para el Propagador del fegnien la aproximaéin
arcoiris.

IH(kp) =", (45)

lo que se conoce como aproximacide arcoiris 0 de escale- A i  @AnAfE - AAAAAAANAR T
ra, si esta aproxima@gn se conjunta con la apagada, la ESD
para el propagador del ferm se desacopla de aquellas para
el Vértice y para el Propagador deldot La Fig. 7 describe
esta conjundn de aproximaciones.

FIGURA 8. ESD para el propagador del feroni en la expanén
1/N.

Existe una controversia respecto a si en el estudio de esta
ecuacbn (ver, p. €j., Penningtoat al. [23] y Atkinson et

Uno de los problemas con la aproximaeide arcoiris es al. [24]), la RDSQ toma lugar para urumero arbitrario de

la violacion de covariancia de norma. La forma correcta par&2P0res, 0 si existe urumero citico para el cual las fases

el Vertice fermon-bosn es crucial para reestablecer la cova-duiralmente sirétrica y asiretrica estn separadas en la ver-
riancia de norma de las ESD y debe ser tal que las identidad&®" NO apagada de QED Sin embargoz esta controversia es
que surgen de la invariancia de norma de laitesean &li- Irrelevante para el objetivo de este trabajo.

das, entre otros requisitos. Ball y Chiu [21] han estudiado | .

estructura de estege/tice y han gropues[to ]su ahora famosa%'s' Tecnica de Norma

conjetura. La restaurami de la covariancia de norma de las  Eyiste un esquema para resolver las ESD que difiere sus-
cantidadesisicas observables es una de las motivaciones funznciaimente en el &iodo con los estudios antes menciona-
damentales para la construnsidel \ertice fermén-bodn.  qqs: |3 gcnica de norma [25-33]. Este esquema, basado en
El trabajo de Ball y Chiu [21] han sido generalizado en €lg| gspacio de Minkowski, supone que los elementos de las
cont?xto Qe QED3 considerando la ruptura &ifd de la si- ggp (propagadores yévtices) tienen una representaties-
metia quiral [13]. pectral en érminos de las cuales se reformulan las ESD y
se resuelven directamente. Por ejemplo, se supone que existe
una funcén espectrap,, tal que el propagador del fertm se
puede escribir como

4.3. Mas alla de la aproximacibn de arcoiris

4.4. Expansbnl/N

La teoiia de perturbaciones ordinaria egrrhinos del

acoplamiento parece romperse debido a las divergencias in- o0 ()
X ; . ) S _ dwP?

frarrojas de las funciones de Green. Esas divergencias pue- r(p) = w f—w’
den evadirse usando otro pametro de expansn. Pode- o
mos tomarN sabores ferndinicos diferentes y expandir en y el vértice fermon-bo$n tiene una forma similar. De hecho,
1/N [22]. Se ha demostrado que QED3 en el caso no maskna conjetura en esta aproximacies
vo es finita orden por orden en esta expansi adenas el o

(49)

comportamiento infrarrojo del propagador del6iotse sua- oT _ 1 1

viza, como lo sBalamos antes. Adenemos una tet con S0 (P, 9)Srla) = [dwpy(w) b P (50)

N fermiones no masivos y uno usa @&hlte de N grande, =0

manteniendaVe? fijo en el egimen de acoplamiente@til.  |nsertando esas expresiones en las ESD uno obtiene una ecua

Si escribimos 8 cion lineal para la densidad espectral. Esta es una caracte-
e’ = N (46)  ristica de la&cnica de norma: reduce las ESD a ecuaciones

. . lineales.

la nueva expanén perturbativa para el propagador debiot

esh dada en la Fig. 8, y tras su evaldatda un escalar de } o

polarizacon del fobn 5. Generacbn dinamica de masas en QED3
(q) =q, 47 En QED3, la ESD para el propagador del fedmen es-

pacio de Minkowski puede escribirse como
que conduce a un comportamiento del propagador dehfot

de1/q en el dominio infrarrojo. Sy'(p) = Sp'(p)
La ESD para el propagador del femien este esquema 3.
esf dada por —7?62/ CE LY (k, p)Sr(k)v" Ay (q) (51)

_ 8i [ dk N _ i i
Sr(p) 1:¢_N/2 AMSE(O)TY (0, k) A (p — k). (48) dondeq = k —Dp ces el gcopla}mlento electromagiito,
(2m) I'”(k,p) es el \ertice fermon-bo$n completo,A,,,(q) el
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propagador completo del fm y S%(p) es el propagador des-
nudo del fermbn. Para conocer entonces el propagador com-
pleto del fermbn, es necesario hacer algunas suposiciones ot
sobre el Propagador del oty al \ertice mismo, como des-
cribimos en la secén anterior. El escenarioas sencillo para o G
estudiar el febmeno de la generdm dinamica de masas es
utilizar la aproximadn arcoiris, es decir, sustituir

Fu(k’p) = ’vi
Ap(k=p) = A}, (k—p). (52)

=
~ 006
=

004+

Entonces, en la Ec. (51), sustituimos los propagadores desnu ce2}
dos del fermi'on y del fdin, definidos como

g " q q [ -3 -2 =1 0 ‘1 ‘2 3
SEE)=1/6,  A@=-T+a-9nE, 6y e e e e
i . .. FIGURA 9. Funcbn de masa en la aproximaai arcoiris en la nor-
dondef es el paametro de norma covariante usual, y escribi- ja de Landau.
mos al propagador completo del fednis¢(p) , en su forma
mas general, de la siguiente manera : Una solucdn trivial a la Ec. (58) esM(p) = 0, que
Fp) corresponde a la solum perturbativa usual. El fémeno de
- v (54) lageneradin diramica de masas se observa de la s6lucio
¥ = M(p) trivial obtenida al resolver las ecuéci anterior (o el sistema
F(p) es llamada la Renormalizéci de la Fundén de Onda, de Ecs. (56) y (57) en una norma covariante arbitraria [14]).
M(p) la funcion de masa. Laintegracbn nunérica de la Ec. (58) se muestra en la Fig. 9.
La Ec. (51) es una ecudti matricial. Consiste de dos 1@l solucbn paraM(p) est relacionada con la masa
ecuaciones independientes, las cuales pueden desacoplarsé §| condensado quirglyy). Suponiendo una continuaci
tomar su traza desps de haberla multiplicado por 1res- analtica simple del espacio de Minkowski al euclideano, des-
pectivamente. Haciendo uso de las Ecs. (53) y (54), escribRreciando la rotadin del contorno de integram, definimos

Sr(p)

Mos esas ecuaciones como la masa (euclideana) con Ig expsin = M(p = m).
Por otro lado, en la referencia [18], Burden y Roberts demos-
1 _ @ 3 F(k) 1 traron que la definiéin esandar del condensado fernico
1 + 2m2 2 2 4 . . .
F(p) 2mp k? + M?(k) q (Ec. (3.9) en la Ref. 18) erétminos de una integral sobre
2k p)+ (2= O+ )k - p—2(1 — O] | la funcion de masa eaten excelente concordancia nenca
x [ (k-p)"+ 2= O +p7)k-p =201 - Ok'p ] con la predicdn de la expanéhn de producto de operado-
Mp) a2+ [ 5, FlR)M(K) 1 res [34], que permite escribir
—r = — 2 | &hk——5 =, (55)
F(p) 272 k2 + M2 (k) ¢ _ , M(p)
(Yip) = 4p ; (59)
dondea = ¢2/(47) de la manera usual. Realizando ahora (249

la integracdn angular desys de la rotaéin de Wick hacia  (en unidades det) en el imite cuandg? — oco.
el espacio Euclideano, las ecuaciones anteriores adquieren la viemos de la Fig. 9, queli@ cuando comenzamos con un

forma Fermibn no masivo (53), la resumaxi de todas las autointe-
1 af [ K2F (k) racciones de dicho feriin dan ori_gen asumasa (eucIiQea-
() = 1- 7/, 2+ M2(R) na), y que esta masa se puede inferir del comportamien-
to infrarrojo de la fundn de masa\(p). En este dominio,
o { 1 k* + p? I k+p ] (56) M(p) se comporta como una constante. Esta masa se origina
2kp k—p|]|"’ en presencia del condensado quiiad), que es precisamen-

te el paametro de orden para la trangigientre la fase qui-
ralmente simdtrica y la asirdtrica de QED, y que se puede
W = - ' (57)  inferir del comportamiento asiotico de .Ia funddbn de masa.

La relacbn (59) advierte que en la régip — oo, M(p) se
Si elegimos la norma de Land#g& = 0) para resolver este comporta comd /p?.

k+p
k—p

M(p)  _ a(£+2)/°° kE(k)M(F)
0

dkk2 n MQ(k:)ln‘

sistema de ecuaciones, vemos dU@) = 1, por lo que élo En resumen, @n en el escenario &s sencillo de un mo-

tenemos que resolver la ecuati delo simple pero con relevancissita directa como QED3,
6 [ EM(E) kep la A,proximacbn arcoirig ilustra claram’en.te. I,a n.aturaleza del

M@p) = = 1 ’ ‘ .(58)  fendmeno no perturbativo de la geneeidinamica de ma-

™ Jo k? + M2 (k) k—p sas, el cual se obtiene en presencia de un condensado quiral;
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de las cantidadessdicas relevantes, la masa euclideana y ekimaciones corinmente utilizadas consisten en sustituir el

condensado mismo; y de las dificultades mdtiras que se propagador completo del fat por su contraparte desnuda,

tienen que sortear en téas mas complicadas. y modelar absla forma que el &rtice debe tener. Existen va-

rios esquemas en los que se pueden resolver estas ecuacione

por ejemplo, resolver directamente la ESD correspondiente

al propagador del ferran considerando una forma para las
Hemos visto la derivadh de las ecuaciones de Otrasfunciones de Green relacionadas, o bien, utilizando una

Schwinger-Dyson, que son las ecuaciones de Euler-Lagrang@Presentadn espectral para dichas funciones.

para una teda de campos. Esta derivaai se realiza al to- La naturaleza no perturbativa de las ESD nos conduce a

mar derivadas funcionales de la funcional generatriz, la cuggstudiar este tipo de fémenos en escenarios plausibles, lo

se construye a partir de la abnielectromagética. Este con- due en muchas teiars representa una complejidad maiéim

junto infinito de relaciones integrales entre las funciones déa formidable. Sin embargoia en los escenariosas senci-

Green de QED es de suma utilidad para comprendénfien llos, como es QED3 en la aproximéaiarcoiris, se puede ob-

nos no perturbativos como la genefatiinamica de masas tener valiosa informabin sobre la naturaleza de las feutas

para los fermiones. En los estudios de dicho®ifeenos, es fundamentales, especialmente sobre el origen de sus masas.

necesario un truncamiento de esta torre de ecuaciones, el cual

se puede hacer haciendo una conjetura sustentable sobre URgradecimientos

0 mas de las funciones de Green relevantes al estudio. Para

estudiar la ruptura damica de la simei@ quiral, necesita- Agradezco a Adnan Bashir y Luis Gustavo Cabral Rosetti

mos conocer la forma arii€a del Propagador del Feram,  por sus valiosos comentarios sobre el manuscrito. Tambi

lo que implica resolver su ESD correspondiente. Para ellog Paolo Amore por las pertinentes discuciones y observacio-

se hace una conjetura sobre el propagador déhfgtso- nes. Agradezco al fondo Alvarez-Buylla de la Universidad de

bre el \ertice de la interacon electromag@tica. Las apro- Colima el patrocinio del proyecto No. 292/04.
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