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RESUMO 
 
 A Equação de Richards é uma equação diferencial parcial parabólica não-linear que governa o processo de infiltra-
ção transiente de água no solo. Foi desenvolvida uma solução analítica desta equação para infiltração 1-D em solos homo-
gêneos. Para a condição de contorno inferior foi utilizado potencial capilar constante, e para a condição na fronteira superi-
or foi usada uma função transiente de infiltração com a forma qB + (qC - qB)(e

-at - e-bt). Relações exponenciais K = KSe
αψ e θ = 

θr + (θS - θr)e
αψ foram utilizadas para representar a relação entre condutividade hidráulica em função do potencial capilar e 

a curva de retenção de umidade do solo, respectivamente. A solução do estado estacionário foi utilizada como condição ini-
cial. São discutidos os comportamentos dos perfis de infiltração em termos do potencial capilar para diferentes curvas de in-
filtração e parâmetros do solo.  
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INTRODUÇÃO 
 
 
 O conhecimento dos processos de infiltra-
ção e movimento de água no solo são importantes 
para solucionar problemas práticos em áreas como 
hidrologia, ciência dos solos, irrigação e drenagem, 
gestão de recursos naturais e outros (Ross, 1990). 
Para isto, faz-se uso de soluções analíticas ou numé-
ricas da Equação de Richards (Richards, 1931), que 
governa o escoamento transiente da água em solos 
(Chow; Maidment; Mays, 1988). 
 A Equação de Richards é uma equação dife-
rencial parcial parabólica não-linear cujas soluções 
analíticas são poucas e difíceis de obter, devido à 
alta não-linearidade dos parâmetros hidráulicos do 
solo. A maioria delas deriva de linearizações, basea-
das em considerações de dependência da condutivi-
dade hidráulica com a umidade do solo (Basha, 
2000). 
 Normalmente é necessário utilizar aproxi-
mações numéricas para predição do movimento de 
água nos solos não-saturados devido à raridade de 
soluções analíticas que retratam condições realistas. 
Entretanto, métodos numéricos como elementos 
finitos e diferenças finitas podem apresentar pro-
blemas de convergência e balanço de massa (Célia; 
Bouloutas; Zarba, 1990). As soluções analíticas da 
Equação de Richards podem ser usadas para avaliar 
e comparar o desempenho e a acurácia de métodos 

numéricos (Ross; Parlange, 1994). As soluções analí-
ticas da equação diferencial também oferecem in-
formações importantes sobre a física do fenômeno e 
permitem identificar a relação e dependência do 
resultado com as variáveis. Todavia, métodos numé-
ricos, que podem ser ferramentas poderosas para 
resolver problemas complexos e não-lineares, usu-
almente não fornecem informações suficientes so-
bre a solução (Menziani; Pugnaghi; Vincenzi, 2006). 
 Durante as últimas décadas foram desenvol-
vidas várias soluções analíticas para escoamento não-
saturado, sob várias condições de contorno e inici-
ais. Cronologicamente, Philip (1957), Braester 
(1973), Warrick (1975), Lomen e Warrick (1978), 
Batu (1982), Batu (1983), Warrick e Lomen (1983), 
Broadbridge e White (1988), Sander et al. (1988), 
Broadbridge e Rogers (1990), Warrick, Lomen e 
Islas (1990), Srivastava e Yeh (1991), Warrick, Islas e 
Lomen (1991), Warrick e Parkin (1995), Salvucci 
(1996), Basha (1999), Basha (2000), Chen et al. 
(2001), Basha (2002), Mannich e Dell’Avanzi (2006) 
e Menziani, Pugnaghi e Vincenzi (2006), apresenta-
ram soluções analíticas para o escoamento transien-
te não-saturado em meios porosos através de alguma 
linearização da equação de Richards. No entanto, 
estas soluções foram obtidas sob condição de fluxo 
constante na superfície, com exceção de Warrick 
(1975), Basha (1999, 2002) e Chen (2001). E algu-
mas delas são limitadas a casos com condições inici-
ais uniformes, domínio infinito ou mais considera-
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ções a respeito dos parâmetros hidráulicos. Deste 
modo, a ciência carece de soluções analíticas para o 
escoamento não-saturado transiente em meios poro-
sos para caso mais gerais e sob condições de contor-
no transientes. 
 Neste artigo, é apresentada uma solução 
analítica para a equação de Richards linearizada 
para infiltração transiente vertical em solo homogê-
neo. O perfil de pressões no estado estacionário é 
utilizado como condição inicial. Na superfície, é 
admitida uma função de infiltração variável no tem-
po e no contorno inferior, é exercido um potencial 
capilar. 
 
 
SOLUÇÃO ANALÍTICA 
 
 
 A Equação de Richards, que governa o es-
coamento não-saturado vertical 1-D, é dada por: 
 

( ) ( ) ∂ ψ + ∂θ∂
ψ = 

∂ ∂ ∂  

*
*

* * *

z
K

z z t
 (1) 

 
sendo z* [L] é a coordenada vertical, positiva no 
sentido de baixo para cima, K* [L/T] é a condutivi-
dade hidráulica não saturada que é função do po-
tencial capilar ψ [L], θ [L3/L3] é a umidade, e t* [T] 
representa o tempo. 
 A dependência da condutividade hidráulica 
e da umidade com relação ao potencial capilar são 
dadas, respectivamente, pelas seguintes relações 
constitutivas (sendo a primeira proposta por Gard-
ner (1958)): 
 

* SatK K eαψ=  (2) 
 

( )r Sat r eαψθ = θ + θ − θ  (3) 

 
sendo KSat [L/T] é a condutividade hidráulica satu-
rada, θr [L3/L3] é a de umidade residual, θSat [L3/L3] 
é a umidade de saturação, e α [1/L] é um parâme-
tro que avalia a pressão de entrada de ar e que re-
presenta a taxa de redução da condutividade hi-
dráulica e da umidade para ψ cada vez mais negativo 
(e é zero na condição de saturação). 
 Por conveniência, são definidos alguns pa-
râmetros adimensionais (Mannich, 2008): 
 
= α *z z  (4) 

 

* SatK K / K=  (5) 
 

( )Sat * S rt K t= α θ − θ  (6) 

 
 As relações constitutivas definidas pelas e-
quações (2) e (3) linearizam a Equação de Richards 
(Mannich, 2008), que por sua vez é expressa em 
termos das variáveis adimensionais resultando em: 
 
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂∂

2

2

K K K
z tz

 (7) 

 
 Aplicando a transformação de Laplace 
(Day, 1960) na equação (7) e denotando a trans-
formada de K como K , K0 a condição inicial e s a 
variável de Laplace, pode-se escrever, percebendo 
que a equação diferencial é ordinária: 
 

( )
2

02

d K dK
sK K z 0

dzdz
+ − + =  (8) 

 
 A solução da equação requer uma condição 
inicial e duas condições de contorno. Considerando 
um solo de espessura L*, a condição de contorno 
inferior (z* = 0) é um potencial capilar ψ0, o que 
corresponde a uma umidade fixa na base. Na forma 
da variável adimensional K, tem-se: 
 

( ) αψ= 0K 0,t e  (9) 

 
e a condição superior em z* = L* é fluxo dado pela 
função: 
 

( ) ( )( )* * * ** * * a t b t
* B C Bq t q q q e e− −= + − −  (10) 

 
em que a* [1/T] e b* [1/T] são parâmetros que re-
presentam a taxa de redução da infiltração e, qB

* e 
qC

* são parâmetros com dimensão de velocidade 
[L/T]. O fluxo na superfície é dado por: 
 

( ) ( ) ( )

* *

*
* *

* z L

z
q t K

z
=

 ∂ ψ +
= ψ 

∂  
 (11) 

 A função de infiltração, dada pela equação 
(10), é igualada ao fluxo na superfície, equação 
(11), fornecendo, já na forma adimensional: 
 

( )( )− −

=

∂ + = + − − ∂ 
at bt

B C B
z L

K
K q q q e e

z
 (12) 
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sendo 
 

*
B B Satq q K=   e  *

C C Satq q K=  (13) 

( )Sat r *

Sat

a
a

K

θ − θ
=

α
  e  

( )Sat r *

Sat

b
b

K

θ − θ
=

α
 (14) 

 
 A condição inicial é a solução da equação 
(1) em regime estacionário sob condição de fluxo 
constante qA

* na superfície e o mesmo potencial 
capilar ψ0 no contorno inferior. A condição pode ser 
escrita matematicamente como (Mannich, 2008): 
 

( ) αψ −= − − =0 z
A A 0K z,0 q (q e )e K  (15) 

 
sendo 
 

*
A A Satq q K=  (16) 

 
 Aplicando a transformação de Laplace nas 
equações (9) e (12) têm-se, respectivamente: 
 

( ) αψ= 0K 0,t e s  (17) 

 

( )B
C B

z L

qdK 1 1
K q q

dz s s a s b
=

   + = + − −   + +  
 (18) 

 
 Assim, a solução geral da equação (8), no 
campo de Laplace, sujeito às condições dadas pelas 
equações (17) e (18), é: 
 

( ) ( ) ( )−= + L z 20K z
K e F s

s
 (19) 

 
em que 
 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )

( ) ( ) ( )

1
2

1 1 1
2 2 2

B A C B

1
4

1 1 1 1
2 4 4 4

q q q q b a
F s

s s a s b

senh z s

senh L s s cosh L s

 − − −
= + × 

+ +  
 +  

   + + + +      

 (20) 

 Aplicando-se a transformação inversa de 
Laplace na equação (20), têm-se: 
 

( ) ( ) ( )−  = +  
L z 2

0K K z e TIL F s  (21) 

 

em que TIL representa a transformada inversa de 
Laplace. 
 A inversão de F(s) é obtida através do teo-
rema dos resíduos (Day, 1960) como a soma dos 
resíduos de estF(s) nos pólos de F(s). A equação (20) 
possui três pólos simples, s = 0, s = -a, s = -b. O resí-
duo no pólo s = 0 é: 
 

( )( )z 2 z 2 L 2
1 B AR q q e e e− −= − −  (22) 

 
 O resíduo no pólo s = -a é: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

at
C B

1
2

t 4
C B

2

at
C B

1
2

q q senh zu e 1
se a

senh Lu u cosh Lu 4

2 q q ze 1
R se a

L 2 4

q q sen zv e 1
se a

sen Lv v cos Lv 4

−

−

−

 −
<

+


−= =
+

 −
 >

+


 (23) 

 
sendo 
 

( )1 2u 1 4 a= −  (24) 

 
1 2v 1 4 a= −  (25) 

 
 O resíduo no pólo s = -b é: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

bt
C B

1
2

t 4
C B

3

bt
C B

1
2

q q senh L e 1
se b

senh L cosh L 4

2 q q ze 1
R se b

L 2 4

q q sen z e 1
se b

sen L cos L 4

−

−

−

 − µ
− <

µ + µ µ


−= − =
+

 − υ
− >

υ + υ υ


 (26) 

 
sendo 
 

( )1 21 4 bµ = −  (27) 

 
1 21 4 bυ = −  (28) 

 
 
 Os outros pólos são obtidos impondo 
(s+1/4)1/2 (ver Apêndice) como um número com-
plexo iλ de modo que os valores de λ satisfaçam a 
equação:  
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( )tan L 2 0λ + λ =  (29) 

 
 
 É possível observar que apenas os números 
imaginários puros de (s+1/4)1/2 geram pólos para a 
equação. Os valores de λ são obtidos como as raízes 
positivas da equação (29), e os valores negativos são 
ignorados devido à simetria da solução final e por-
que s é o mesmo para valores positivos e negativos 
de λ. Maiores detalhes são abordados por Mannich 
(2008). Há infinitas raízes da equação (29) e, por-
tanto, infinitos resíduos: 
 
 

( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )2 1n 4

2
C B n

4 2 21 1n 1 n n4 4

t
n n

B A 2
n

q q b a 4 1
R 4

a b

se n L se n z e
q q

1 L 2 2 L

∞

=

− λ −

 − − λ +
= − − +
 − λ − − λ −

λ λ
− × + + λ

∑

 (30) 

 
 Deste modo, a expressão para K é: 
 

( )0 L z 2z
B B 2 3 4K q (q e )e e R R R−αψ −= − − + + +   (31) 

 
 Da adimensionalização, tem-se K eαψ=  e 

( )r Sat r Kθ = θ + θ − θ , portanto, os perfis de potenci-

al capilar (ψ ) e umidade ( θ ) podem ser obtidos 
diretamente a partir da equação (31). 
 A vazão de descarga que passa a qualquer 
elevação z como função do tempo é dada por: 
 
 

( ) ( ) ( ){ }
t Sat

z

L z 2
Sat B C B A B S

K
q K K

z

K q e q q Q Q 4Q−

∂ = + = ∂ 

 + − − − 

(32) 

 
sendo 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

at1
2

1
2

t 4z
2

A

at1
2

1
2

senh zu u cosh zu e 1
se a

senh Lu u cosh Lu 4

2 1 e 1
Q se a

L 2 4

sen zv v cos zv e 1
se a

sen Lv v cos Lv 4

−

−

−

  +  <
+


+

= =
+

  +  >
 +


    (33) 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

bt1
2

1
2

t 4z
2

B

bt1
2

1
2

senh z cosh z e 1
se b

senh L cosh L 4

2 1 e 1
Q se b

L 2 4

sen z cos z e 1
se b

sen L cos L 4

−

−

−

  µ + µ µ  <
µ + µ µ


+

= = +
  υ + υ υ  >
 υ + υ υ


(34) 

 

( )
( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )2
n

2
C B n

S B A 2 21 1n 1 n n4 4

1 4 t1
n n n n2

2
n

q q b a 4 1
Q q q

a b

sen L sen z cos z e

1 L 2 2 L

∞

=

− λ −

 − − λ +
 = − −
 − λ − − λ − 

 λ λ + λ λ ×
+ + λ

∑

(35) 

 
 
RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 
 As expressões analíticas (31) e (32) depen-
dem dos parâmetros hidráulicos, α, KSat, θS e θr, e 
dos parâmetros das funções de infiltração, qA, qB, qC, 
a e b. A combinação destes parâmetros gera diferen-
tes curvas de infiltração. Os perfis de potencial capi-
lar e da vazão de descarga em z = 0 para um solo 
hipotético sob influência de várias formas da função 
de infiltração são discutidos. Para facilitar compara-
ções, para todos os exemplos a espessura da coluna 
de solo é de 1 m. A umidade saturada e residual é 
0,5 e 0,1, respectivamente. A condutividade hidráu-
lica saturada e o valor de α são assumidos 3,0x10-6 
m/s e 10 m-1, respectivamente, com exceção do 
primeiro exemplo no qual são comparados dois va-
lores distintos de α. Apenas os perfis de pressão são 
apresentados devido à similaridade na forma das 
curvas dos perfis de umidade, que é consequência 
da linearidade entre as relações constitutivas. 
 
Exemplo 1 
 
 Neste primeiro exemplo, adotou-se os pa-
râmetros qB

* = 0, a* = 0 e b* → ∞, de modo que a 
função de infiltração é constante e igual a qC

*, cujo 
valor é 2,5x10-6 m/s. Dois valores de α são compara-
dos, 1 e 10 m-1.  
 A forma das curvas do perfil de pressões são 
totalmente diferentes nas Figuras 1 e 2. Para α pe-
queno, a infiltração é mais rápida e a frente de mo-
lhamento é mais dispersa do que para α maior. Para 
α menor, o estado estacionário é alcançado mais 
rapidamente do que para α maior.  
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Figura 1 — Perfil de pressões para α = 1 m-1 e 

infiltração constante 
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Figura 2 — Perfil de pressões para α = 10 m-1 e 

infiltração constante 
 

 A Figura 3 apresenta a infiltração e as vazões 
de descarga para os dois solos. Para a infiltração 
constante ao longo do tempo a descarga apresenta 
um comportamento de crescimento logístico até se 
igualar à própria infiltração. O solo apresenta um 
comportamento de reservatório, retardando a vazão 
de descarga. 
 É interessante observar que, para a função 
de infiltração constante, as equações (31) e (32), 
após simplificações algébricas, tornam-se iguais às 
obtidas por Srivastava e Yeh (1991). 
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Figura 3 — Curvas de infiltração e vazão de descarga 
para α = 1 m-1 e α = 10 m-1 

 
Exemplo 2 
 
 Neste exemplo, os valores atribuídos aos 
parâmetros são qB

* = 3,0x10-7 m/s, qC
* = 2,5x10-6 m/s 

a* = 1,0x10-5 hr-1 e b* → ∞, e deste modo, a função 
de infiltração adquire a forma da função empírica 
de infiltração de Horton (Bras, 1990). 
 Analisando a Figura 4, observa-se que, no 
início, a frente de molhamento se propaga enquan-
to a taxa de infiltração vai reduzindo. Após um perí-
odo de aproximadamente 10 horas, o comporta-
mento na camada de solo é invertido passando a 
drenagem até atingir o estado estacionário (o mes-
mo da condição inicial). 
 Na Figura 5, observa-se a curva de infiltra-
ção como uma função exponencial (equação de 
Horton) e a vazão de descarga com o pico defasado 
e amortecido. Analisando as Figuras 4 e 5, em con-
junto, percebe-se que o comportamento de drena-
gem no solo ocorre porque, a partir de um momen-
to (~ 30h), a taxa de infiltração passa a ser menor do 
que a vazão de descarga na camada inferior do solo, 
reduzindo o volume de água na camada de solo.  
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Figura 4 — Perfil de pressões para função de infiltração 

de Horton 
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Figura 5 — Curvas de infiltração de Horton e vazão 

de descarga 
 
Exemplo 3 
 
 Neste exemplo, os valores dos parâmetros 
são qB

* = 3,0x10-7 m/s, qC
* = 2,5x10-6 m/s,  

a* = 1,0x10-5 hr-1 e b* = 1,0x10-4 hr-1, e a função de 
infiltração assume a forma geral dada pela equação 
(10). Esta função é uma mistura da função de Hor-

ton com uma combinação de duas exponenciais que 
geram um crescimento rápido até um pico e em 
seguida um decaimento exponencial mais lento (Fi-
gura 7). 
 Os comportamentos da frente de molha-
mento e da vazão de descarga no contorno inferior 
são similares aos do exemplo 2, devido à proximi-
dade entre as características das curvas de infiltra-
ção.  
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Figura 6 — Perfil de pressões para a função infiltração 

geral 
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Figura 7 — Curvas de infiltração geral e vazão de descarga 
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CONCLUSÕES 
 
 
 A equação de Richards passou muitos anos 
após sua divulgação sem soluções analíticas, devido 
a sua elevada não-linearidade. A partir da década de 
50, com o trabalho de Philip (1957), foram desen-
volvidas algumas soluções, em especial após a déca-
da de 80. Entretanto, a exploração de condições de 
contorno transientes é fraca. Isto posto, a solução 
analítica desenvolvida neste trabalho representa 
uma contribuição devido ao fato de ser transiente e 
pelo emprego uma função de infiltração mais geral, 
possibilitando interpretações distintas do compor-
tamento do solo frente a uma taxa de infiltração 
variável com o tempo.  
 A aplicabilidade da solução analítica desen-
volvida é restrita, uma vez que na natureza não se 
encontram situações idealizadas como solos com 
propriedades homogêneas nem que se ajustem tão 
bem às relações constitutivas utilizadas. Entretanto, 
a contribuição dá-se no maior entendimento dos 
processos físicos envolvidos no movimento de água 
no solo e a compreensão do efeito dos parâmetros 
hidráulicos do solo sob o fenômeno de dinâmica de 
água no solo.  
 Embora as funções exponenciais utilizadas 
sejam restritivas para alguns solos e não tão genéri-
cas quanto o modelo proposto por Van Genuchten 
(1980), elas podem ser aplicadas em casos como 
solos com características mais arenosas. 
 Além disso, as soluções analíticas também 
podem ser utilizadas para avaliar o desempenho de 
métodos numéricos. 
 
APÊNDICE 
 
 Três pólos simples da equação (20) são 
s = 0, s = -a, s = -b. Os demais pólos ocorrem quando: 
 
1 1 1 1
2 4 4 4senh L s s cosh L s 0   + + + + =

   
 (A1) 

 
 Há duas possibilidades de anular a Equação 
(A1): 
 
1ª Possibilidade: 

Se 1
4s < −  então ( )

1
21

4s +  é um número imaginário 

puro. Fazendo ( )
1

21
4s i+ = λ , um número imaginá-

rio puro, da equação (A1) tem-se: 
 

( )tan L 2 0λ + λ =  (A2) 

 A equação (A2) apresenta infinitas soluções. 
Graficamente é a interseção da função ( )tan Lλ  

com a reta 2− λ . A solução trivial é 0λ =  e as de-
mais foram obtidas pelo método de Newton-
Raphson (Chapra e Canale, 2008), tomando o cui-
dado para fornecer boas condições iniciais que ga-
rantam a convergência para a raiz. A inspeção gráfi-
ca auxilia na identificação aproximada dessas raízes 
e por sua vez na condição inicial do processo iterati-
vo. 
 
2ª Possibilidade: 

Se 1
4s > −  então ( )

1
21

4s +  é um número real. Fa-

zendo ( )
1

21
4s + = λ , um número real, da equação 

(A1) tem-se: 
 

( )tanh L 2 0λ + λ =  (A3) 

 
 A única solução da equação (A3) é 0λ = , 
que também é solução no caso anterior.  
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Analytical solution for Richards’ Equation 
 
ABSTRACT 
 
 Richards’ equation is a non-linear partial diffe-
rential equation that governs the process of infiltration and 
flow in non-saturated soils. A new analytical solution was 
developed for a one-dimensional vertical infiltration in 
homogeneous soils. The lower boundary condition is a con-
stant pressure head and the upper boundary is given by a 
transient infiltration function in the form  qB + (qC - qB)(e

- 

at - e- bt). Exponential functional forms  K = KSe
αψ and θ = 

θr + (θS - θr)e
αψ are used to represent the hydraulic conduc-

tivity and pressure relation and the soil water retention 
curve, respectively. Steady state profiles are used as initial 
condition. Hydraulic behaviors of homogeneous soils are 
discussed in terms of pressure head profiles for different 
infiltration curves and soil parameters. 
Key-words: Richards’ equation; analytical solution. 
 




