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RESUMO

A Equagcao de Richards é uma equacéo diferencial parcial parabélica ndo-linear que governa o processo de infiltra-
¢ao transiente de dgua no solo. Foi desenvolvida uma solugéo analitica desta equac@o para infiltragdo 1-D em solos homo-
géneos. Para a condicdo de contorno inferior foi utilizado potencial capilar constante, e para a condigdo na fronteira superi-
or foi usada uma func&o transiente de infiltragdo com a forma gz + (0 - Gg) (6™ - ™). Relagdes exponenciais K = K& e 0 =
0, + (65 - 6,)e*¥ foram utilizadas para representar a relacdo entre condutividade hidraulica em fungéo do potencial capilar e
a curva de retengdo de umidade do solo, respectivamente. A solugdo do estado estacionario foi utilizada como condigao ini-
cial. S&o discutidos os comportamentos dos perfis de infiltragdo em termos do potencial capilar para diferentes curvas de in-

filtracdo e parémetros do solo.
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INTRODUCAO

O conhecimento dos processos de infiltra-
¢do e movimento de 4gua no solo sdo importantes
para solucionar problemas praticos em areas como
hidrologia, ciéncia dos solos, irrigacdo e drenagem,
gestdo de recursos naturais e outros (Ross, 1990).
Para isto, faz-se uso de solucdes analiticas ou numeé-
ricas da Equacdo de Richards (Richards, 1931), que
governa o escoamento transiente da dgua em solos
(Chow; Maidment; Mays, 1988).

A Equacdo de Richards é uma equacéo dife-
rencial parcial parabdlica ndo-linear cujas solucdes
analiticas sdo poucas e dificeis de obter, devido a
alta ndo-linearidade dos parametros hidraulicos do
solo. A maioria delas deriva de linearizag8es, basea-
das em consideracdes de dependéncia da condutivi-
dade hidraulica com a umidade do solo (Basha,
2000).

Normalmente é necessario utilizar aproxi-
mac¢8es numéricas para predicdo do movimento de
agua nos solos ndo-saturados devido a raridade de
solucBes analiticas que retratam condicgdes realistas.
Entretanto, métodos numéricos como elementos
finitos e diferencas finitas podem apresentar pro-
blemas de convergéncia e balango de massa (Célia;
Bouloutas; Zarba, 1990). As solucdes analiticas da
Equacdo de Richards podem ser usadas para avaliar
e comparar o desempenho e a acurécia de métodos

numéricos (Ross; Parlange, 1994). As solug¢8es anali-
ticas da equacdo diferencial também oferecem in-
formacdes importantes sobre a fisica do fenémeno e
permitem identificar a relacdo e dependéncia do
resultado com as variaveis. Todavia, métodos numé-
ricos, que podem ser ferramentas poderosas para
resolver problemas complexos e nao-lineares, usu-
almente ndo fornecem informacgdes suficientes so-
bre a solugdo (Menziani; Pugnaghi; Vincenzi, 2006).

Durante as Ultimas décadas foram desenvol-
vidas varias solugdes analiticas para escoamento néo-
saturado, sob varias condi¢Bes de contorno e inici-
ais. Cronologicamente, Philip (1957), Braester
(1973), Warrick (1975), Lomen e Warrick (1978),
Batu (1982), Batu (1983), Warrick e Lomen (1983),
Broadbridge e White (1988), Sander et al. (1988),
Broadbridge e Rogers (1990), Warrick, Lomen e
Islas (1990), Srivastava e Yeh (1991), Warrick, Islas e
Lomen (1991), Warrick e Parkin (1995), Salvucci
(1996), Basha (1999), Basha (2000), Chen et al.
(2001), Basha (2002), Mannich e Dell’Avanzi (2006)
e Menziani, Pugnaghi e Vincenzi (2006), apresenta-
ram solucdes analiticas para o escoamento transien-
te ndo-saturado em meios porosos através de alguma
linearizacdo da equacdo de Richards. No entanto,
estas solucdes foram obtidas sob condicédo de fluxo
constante na superficie, com exce¢do de Warrick
(1975), Basha (1999, 2002) e Chen (2001). E algu-
mas delas sdo limitadas a casos com condi¢des inici-
ais uniformes, dominio infinito ou mais considera-
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cdes a respeito dos parédmetros hidraulicos. Deste
modo, a ciéncia carece de solu¢des analiticas para o
escoamento ndo-saturado transiente em meios poro-
s0s para caso mais gerais e sob condicdes de contor-
no transientes.

Neste artigo, é apresentada uma solucao
analitica para a equacdo de Richards linearizada
para infiltracdo transiente vertical em solo homogé-
neo. O perfil de pressdes no estado estacionario é
utilizado como condicdo inicial. Na superficie, é
admitida uma funcédo de infiltracdo variavel no tem-
po e no contorno inferior, é exercido um potencial
capilar.

SOLUCAO ANALITICA

A Equacgdo de Richards, que governa o es-
coamento ndo-saturado vertical 1-D, é dada por:
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0
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sendo z. [L] é a coordenada vertical, positiva no
sentido de baixo para cima, K. [L/T] é a condutivi-
dade hidraulica ndo saturada que é funcdo do po-
tencial capilar y [L], 6 [L®*/L®] é a umidade, e t. [T]
representa o tempo.

A dependéncia da condutividade hidraulica
e da umidade com relacdo ao potencial capilar sdo
dadas, respectivamente, pelas seguintes relagdes
constitutivas (sendo a primeira proposta por Gard-
ner (1958)):

K* = KSat ea\u

€

0=0, + (05, — 0, )™ 3)
sendo Kg, [L/T] €é a condutividade hidraulica satu-
rada, 6, [L3/L°] é a de umidade residual, 8, [L*/L%]
€ a umidade de saturacdo, e o [1/L] é um parame-
tro que avalia a pressdo de entrada de ar e que re-
presenta a taxa de reducdo da condutividade hi-
dréulica e da umidade para v cada vez mais negativo
(e é zero na condic¢do de saturacgéo).

Por conveniéncia, sdo definidos alguns pa-
rametros adimensionais (Mannich, 2008):
Z=0Z«

)

K =K. /Kgy 5)

t=aKgyts/(0s —6,) (6)
As relacbes constitutivas definidas pelas e-
guacdes (2) e (3) linearizam a Equacgdo de Richards
(Mannich, 2008), que por sua vez é expressa em
termos das variaveis adimensionais resultando em:

2
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Aplicando a transformacdo de Laplace
(Day, 1960) na equacdo (7) e denotando a trans-
formada de K como K, K, a condicgo inicial e s a
variavel de Laplace, pode-se escrever, percebendo
gue a equacao diferencial é ordinaria:

®

A solucdo da equacdo requer uma condicdo
inicial e duas condicdes de contorno. Considerando
um solo de espessura L., a condi¢do de contorno
inferior (z. = 0) é um potencial capilar y,, 0 que
corresponde a uma umidade fixa na base. Na forma
da variavel adimensional K, tem-se:
K(0,t)=e*"0 9
e a condicao superior em z. = L. é fluxo dado pela
funcéo:

—astx e—b*t* )

q(t-)=ds +(dc —az )(e (10)
em que a. [1/T] e b. [1/T] sdo parametros que re-
presentam a taxa de reducdo da infiltragio e, 95" e
0. sdo parametros com dimensido de velocidade
[L/T]. O fluxo na superficie é dado por:

oy + z*)}
Zx=Lx

0Z+«

q(ts) {K*(\y) (11)
A funcédo de infiltracdo, dada pela equacgédo
(10), é igualada ao fluxo na superficie, equacédo

(11), fornecendo, ja na forma adimensional:

(12)

oK _ —at bt
[E+K:|Z_L—q8+(qc_q8)(ea —-¢€ )
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sendo
°f: :q;/KSat € gc = QZ/KSat (13)
_ (eSat _er )a* e b= (eSat _er)b* (14)

o KSat akK Sat

A condicdo inicial é a solucdo da equacéo
(1) em regime estacionario sob condicdo de fluxo
constante g,  na superficie e 0 mesmo potencial
capilar y,no contorno inferior. A condicéo pode ser
escrita matematicamente como (Mannich, 2008):

K(z,0)=q —(qa —€*"0)e™ =K, (15)
sendo
qa = q:\/KSat (16)

Aplicando a transformacdo de Laplace nas
equacdes (9) e (12) tém-se, respectivamente:

K(0,t)=e*0 /s

{d_Km}
dz oL

Assim, a solucdo geral da equacéo (8), no
campo de Laplace, sujeito as condi¢Ges dadas pelas
equagcdes (17) e (18), é:

@an

+(dc —qs)(i—ij (18)

s+a Ss+b

ds

s

K:KOT(Z)Jre(LZ)/ZF(S) (19)
em que
| (g5 —da)  (dc—9s)(b-a)
F(s)_{ s (s+a)(s+b) }(
(20)

senh[z(s + }1)%}
%senh{L(H})%} + (s+%)% cosh[L(s +}1)%}

Aplicando-se a transformacdo inversa de
Laplace na equagdo (20), tém-se:

K =Ko (2) + e 2TIL[F(s)] (1)

em que TIL representa a transformada inversa de
Laplace.

A inversdo de F(s) é obtida através do teo-
rema dos residuos (Day, 1960) como a soma dos
residuos de e*'F(s) nos poélos de F(s). A equacéo (20)
possui trés polos simples, s=0, s=-a, s=-b. O resi-
duonopélos=06é:

R, = (QB —Qa )(ez/z - e—z/Z)e—L/Z (22)
O residuo no polos=-a é:
(dc —gg)senh(zu)e™ !
< —
Zsenh(Lu)+ucosh(Lu) 4
R, = (qc qB)ze se a:l (23)
L+2 4
_ -at
(lqC g )sen(zv)e se a>1
Jsen(Lv)+vcos(Lv) 4
sendo
u=(14-a)" (24)
v=[y/a-a? (25)
O residuo no pélo s =-b é:
_ h(L —bt
B gCIc gg)senh(Lu)e s b<£
2senh(Lp)+pcosh(Lp) 4
2 _ —t/4
Ry - |~ 2(dc ~Gs)ze e b=> (26)
L+2 4
_ bt
_(1qc gg )sen(zv)e se b>1
Zsen(Lv)+vcos(Lv) 4
sendo
n=(1/4- b)]/2 @7)
v=[1/4- b|]/2 (28)
Os outros podlos sdo obtidos impondo

(s+1/4)"? (ver Apéndice) como um ndmero com-
plexo i de modo que os valores de A satisfacam a
equacdo:
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tan(AL)+21 =0 (29)

E possivel observar que apenas os nameros
imaginarios puros de (s+1/4)Y? geram pélos para a
equacdo. Os valores de A sdo obtidos como as raizes
positivas da equacdo (29), e os valores negativos sdo
ignorados devido a simetria da solucdo final e por-
gue s € 0 mesmo para valores positivos e negativos
de A. Maiores detalhes sdo abordados por Mannich
(2008). H& infinitas raizes da equacdo (29) e, por-
tanto, infinitos residuos:

(dc —gg)(b —a)(4xf, +1)

R, =43 |- +
n= -22 -4 )(b-22 -
Ul
(4o - )]Xsen(knL)sen(knz)e_(x”_%)t
Ao ~Aa 1+L/2+202L

Deste modo, a expressao para K é:
K =0g —(@g —e*)e? +e-?[R, +R; +R, ] (31)

Da adimensionalizacdo, tem-se K =¢e%¥ e
0=0, +(0sy —6,)K, portanto, os perfis de potenci-
al capilar () e umidade (6) podem ser obtidos

diretamente a partir da equacéo (31).
A vazdo de descarga que passa a qualquer
elevacao z como funcéo do tempo é dada por:

oK
qt:KSat[E+K:| = @2
z 32
Ksa {0+ [(ac ~s)(Qa ~Qs)-4Qs |
sendo
[£senh(zu)+ucosh(zu) Je ™ o all
1senh(Lu)+ucosh(Lu)
2(1+25)e L (33)
Q=172 easy
[%sen(zv)+vcos(zv)}e‘at wasl
$sen(Lv)+vcos(Lv)

[ £senh(zu)+ucosh(zu) Je™ bl
2senh(Lp)+ pcosh(Lp) 4
2(1+2)e™* 1
= b==(34
Qe L+2 e b=, (9
[sen(zv) +vcos(zv) e ™ 1
il se b>—
2sen(Lv)+vcos(Lv) 4
0= 5| (0a-01) (qc—qB)(b—a)(4kﬁ+1)
s~ B~ HUA)T
n-1 (a—k%—%)(b—%ﬁ—%)
Wa-1/4 (%)
sen(LoL)[ $sen(naz)+ 4, cos(xnz)]e_( e
g 1+L/2+202L

RESULTADOS E DISCUSSAO

As expressdes analiticas (31) e (32) depen-
dem dos parametros hidraulicos, o, Kg,, 65 € 6,, €
dos parametros das funcdes de infiltracéo, ga, ds, Jc,
a e b. A combinacéo destes parametros gera diferen-
tes curvas de infiltracdo. Os perfis de potencial capi-
lar e da vazdo de descarga em z = 0 para um solo
hipotético sob influéncia de varias formas da funcéo
de infiltracdo sdo discutidos. Para facilitar compara-
¢es, para todos os exemplos a espessura da coluna
de solo é de 1 m. A umidade saturada e residual é
0,5 e 0,1, respectivamente. A condutividade hidrau-
lica saturada e o valor de a sdo assumidos 3,0x10°
m/s e 10 m?, respectivamente, com excegdo do
primeiro exemplo no qual sdo comparados dois va-
lores distintos de o.. Apenas os perfis de pressdo sdo
apresentados devido a similaridade na forma das
curvas dos perfis de umidade, que é consequéncia
da linearidade entre as rela¢des constitutivas.

Exemplo 1

Neste primeiro exemplo, adotou-se 0s pa-
rametros gz =0, a.=0 e b. > o, de modo que a
funcédo de infiltragdo é constante e igual a q.", cujo
valor é 2,5x10° m/s. Dois valores de o s80 compara-
dos, 1 e 10 m™.

A forma das curvas do perfil de pressées sdo
totalmente diferentes nas Figuras 1 e 2. Para o pe-
gueno, a infiltracdo é mais rapida e a frente de mo-
Ihamento é mais dispersa do que para o maior. Para
o menor, o estado estacionario € alcancado mais
rapidamente do que para o maior.
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Figura 2 — Perfil de pressdes paraa =10 m* e

infiltracdo constante

A Figura 3 apresenta a infiltracdo e as vazfes
de descarga para os dois solos. Para a infiltracdo
constante ao longo do tempo a descarga apresenta
um comportamento de crescimento logistico até se
igualar a prépria infiltracdo. O solo apresenta um
comportamento de reservatorio, retardando a vazao
de descarga.

E interessante observar que, para a funcéo
de infiltracdo constante, as equacBes (31) e (32),
apo6s simplificacBes algébricas, tornam-se iguais as
obtidas por Srivastava e Yeh (1991).

2,54
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o —o—o=1m"’
051 —e—a=10m"
0,0 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
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Figura 3 — Curvas de infiltracdo e vazdo de descarga
parac=1mlea=10m?

Exemplo 2

Neste exemplo, os valores atribuidos aos
parametros sdo gg” = 3,0x107 m/s, g = 2,5x10° m/s
a.=1,0x10° hr* e b. —» o, e deste modo, a funcéo
de infiltracdo adquire a forma da funcdo empirica
de infiltracdo de Horton (Bras, 1990).

Analisando a Figura 4, observa-se que, no
inicio, a frente de molhamento se propaga enquan-
to a taxa de infiltracéo vai reduzindo. Ap6s um peri-
odo de aproximadamente 10 horas, o comporta-
mento na camada de solo € invertido passando a
drenagem até atingir o estado estacionério (o mes-
mo da condicdo inicial).

Na Figura 5, observa-se a curva de infiltra-
¢do como uma funcdo exponencial (equacdo de
Horton) e a vazdo de descarga com o pico defasado
e amortecido. Analisando as Figuras 4 e 5, em con-
junto, percebe-se que o comportamento de drena-
gem no solo ocorre porque, a partir de um momen-
to (~ 30h), a taxa de infiltracdo passa a ser menor do
que a vazdo de descarga na camada inferior do solo,
reduzindo o volume de dgua na camada de solo.
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Figura 4 — Perfil de pressdes para funcéo de infiltracdo
de Horton
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Figura 5 — Curvas de infiltragdo de Horton e vazéo
de descarga

Exemplo 3

Neste exemplo, os valores dos pardmetros
sdo gs = 3,0x107 m/s, gc = 2,5x10° m/s,
a.=1,0x10° hr' e b.=1,0x10*hr', e a fungio de
infiltragdo assume a forma geral dada pela equacéo
(10). Esta funcdo é uma mistura da funcdo de Hor-

ton com uma combinacdo de duas exponenciais que
geram um crescimento rapido até um pico e em
seguida um decaimento exponencial mais lento (Fi-
gura 7).

Os comportamentos da frente de molha-
mento e da vazdo de descarga no contorno inferior
sdo similares aos do exemplo 2, devido a proximi-
dade entre as caracteristicas das curvas de infiltra-
cao.
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Figura 6 — Perfil de pressbes para a funcéo infiltracdo
geral
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Figura 7 — Curvas de infiltragdo geral e vazio de descarga
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CONCLUSOES

A equacdo de Richards passou muitos anos
apos sua divulgacdo sem solugGes analiticas, devido
a sua elevada néo-linearidade. A partir da década de
50, com o trabalho de Philip (1957), foram desen-
volvidas algumas solucdes, em especial apés a déca-
da de 80. Entretanto, a exploragdo de condi¢8es de
contorno transientes é fraca. Isto posto, a solucdo
analitica desenvolvida neste trabalho representa
uma contribuicdo devido ao fato de ser transiente e
pelo emprego uma funcéo de infiltracdo mais geral,
possibilitando interpretagfes distintas do compor-
tamento do solo frente a uma taxa de infiltracdo
variavel com o tempo.

A aplicabilidade da solugdo analitica desen-
volvida é restrita, uma vez que na natureza nao se
encontram situagdes idealizadas como solos com
propriedades homogéneas nem que se ajustem tédo
bem as relagdes constitutivas utilizadas. Entretanto,
a contribuicdo da-se no maior entendimento dos
processos fisicos envolvidos no movimento de agua
no solo e a compreensdo do efeito dos pardmetros
hidraulicos do solo sob o fendmeno de dinamica de
agua no solo.

Embora as fun¢Bes exponenciais utilizadas
sejam restritivas para alguns solos e ndo tdo genéri-
cas quanto o modelo proposto por Van Genuchten
(1980), elas podem ser aplicadas em casos como
solos com caracteristicas mais arenosas.

Além disso, as solucBes analiticas também
podem ser utilizadas para avaliar o desempenho de
métodos numeéricos.

APENDICE

Trés polos simples da equacdo (20) sdo
s=0,s=-a,s=-b. Os demais pélos ocorrem quando:

%senh[L s+ﬂ+ s+%cosh[L s+ﬂ:0 (A1)

H& duas possibilidades de anular a Equagao
(AL):
12 Possibilidade:
Se s<-1; entdo (s+}{1)}/2 é um namero imaginario
puro. Fazendo (s+%)% =i\, um namero imagina-

rio puro, da equacao (Al) tem-se:

tan(AL)+2i =0 (A2)

A equacdo (A2) apresenta infinitas solucdes.
Graficamente é a intersecdo da funcdo tan(AL)

com a reta —2). A solucdo trivial € A =0 e as de-
mais foram obtidas pelo método de Newton-
Raphson (Chapra e Canale, 2008), tomando o cui-
dado para fornecer boas condi¢8es iniciais que ga-
rantam a convergéncia para a raiz. A inspecao gréfi-
ca auxilia na identificagdo aproximada dessas raizes
e por sua vez na condicdo inicial do processo iterati-
VO.

22 Possibilidade:

Se s>-1, entdo (s+}{,)}/2 é um namero real. Fa-

zendo (s+%)% =2, um namero real, da equacio
(A1) tem-se:

tanh(AL)+21 =0 (A3)
A Unica solucdo da equacdo (A3) é A =0,
que também é solucdo no caso anterior.
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Analytical solution for Richards’ Equation

ABSTRACT

Richards’ equation is a non-linear partial diffe-
rential equation that governs the process of infiltration and
flow in non-saturated soils. A new analytical solution was
developed for a one-dimensional vertical infiltration in
homogeneous soils. The lower boundary condition is a con-
stant pressure head and the upper boundary is given by a
transient infiltration function in the form gg + (qc - g) (¢
a_ My Exponential functional forms K = K& and 6 =
6 + (6, - 6)e* are used to represent the hydraulic conduc-
tivity and pressure relation and the soil water retention
curve, respectively. Steady state profiles are used as initial
condition. Hydraulic behaviors of homogeneous soils are
discussed in terms of pressure head profiles for different
infiltration curves and soil parameters.

Key-words: Richards’ equation; analytical solution.
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