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RESUMO

Assimilacio Variacional de Dados e Equagdes Adjuntas sdo dois métodos que, combinados, produzem uma metodo-
logia capaz de fornecer uma condicéo inicial bastante realistica de um sistema em estudo para simulagdes computacionais, a
um custo computacional e temporal razoaveis, quando apenas algumas observacdes e a dinamica do sistema sdo conhecidas.
Neste artigo, os fundamentos matematicos e os procedimentos para se obter o0 adjunto de um dado programa computacional,
uma tarefa fundamental para a aplicacdo da metodologia, sdo examinados.
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INTRODUCAO

Situagbes envolvendo o derrame acidental
de 6leo no mar ndo sdo em absoluto incomuns num
pais onde a maior parte de seu petréleo provém de
atividades off-shore, realizadas a um ritmo que tornou
a nacdo auto-suficiente quanto a producdo desse
importante insumo. Na década de 1990, foram 17 os
acidentes maiores com vazamentos no mar e em rios
do Brasil; nesta década, este nimero ja estad em 21,
segundo o INPE (www.dsr.inpe.br)

Um problema comum a vazamentos em
corpos de &gua, mais particularmente aqueles no
mar, é a extrema dificuldade em obter-se a configu-
racdo da mancha produzida pelo 6leo apds um de-
terminado intervalo de tempo, a fim de tomar-se
qualquer decisdo que vise a minimizar as conse-
quéncias do vazamento. Neste artigo, apresenta-se
uma metodologia para, uma vez ocorrido um der-
ramamento de 6leo no mar, determinar-se a trajeté-
ria da mancha do éleo derramado, como um pri-
meiro passo no processo de atenuar os efeitos noci-
vos do acidente. Para que a previsdo computacional
seja de fato util as tarefas subseqiientes, deve ser
fornecida com uma rapidez e precisdo s6 possivel
recorrendo-se a modelos matematicos e computa-
cionais eficientes

Escoamentos geofisicos, por exemplo, fluxos
atmosféricos, ocednicos e em sua superficie, aguas
subterréneas, constituem um dominio bastante
complexo da modelagem computacional. Os mode-

los numéricos empregados na simulacdo do com-
portamento desses escoamentos sdo representacdes
na forma discreta das leis fisicas que os governam,
em geral, um sistema evolutivo de equacdes diferen-
ciais parciais. Portanto, a condicdo inicial, descre-
vendo o estado ou a configuracdo inicial do sistema
em estudo, tem de ser conhecida, a fim de se con-
trolar a evolucdo da trajetéria do sistema no espaco
e no tempo. No entanto, nem sempre esta disponi-
vel uma configuracédo do sistema analisado que sirva
adequadamente como condic¢do inicial a simulacdes
computacionais, devido ao tamanho do dominio
espacial do problema e a escassez de instrumentos
para coleta de dados que, em geral, a prépria natu-
reza desse dominio acarreta. Como esses escoamen-
tos estdo sujeitos a uma série de fenébmenos de difi-
cil inclusdo em um modelo numérico e até mesmo
em modelos analiticos, sendo ainda, em certas situa-
¢Bes, extremamente sensiveis a variacdes em suas
condic¢des iniciais, uma boa maneira de estabelecer-
se a condicdo inicial para simulagbes computacio-
nais é considerar, além da dindmica do escoamento,
todo o conjunto de informacbes por observacao
disponivel sobre o sistema em estudo.

Dado um sistema, conciliar todas as infor-
magcdes disponiveis a seu respeito, que, na situacdo a
ser considerada, sdo sua dindmica e um conjunto de
observacdes do mesmo, com o objetivo de gerar
uma configuracdo numérica que, ao ser empregada
como a condic¢do inicial em uma simulacdo da di-
namica do sistema, produza estados do modelo nu-
mérico que reproduzem com um grau de precisdo
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pré-estabelecido as observacBes disponiveis, é o que
realiza o método da Assimilacdo Variacional de Da-
dos. Esse método vem exercendo um papel de im-
portancia crescente nas rotinas de previsdo numéri-
ca do tempo (Talagrand, 1977), &rea em que foi
descoberto o primeiro sistema dindmico caético, na
década de 1960 (Lorenz, 1963), o que explica o
grande volume de trabalhos tedricos e numérico-
experimentais na busca por métodos para a deter-
minacdo de uma condic¢do inicial adequada aos mo-
delos numéricos de previsdo do tempo. Como con-
sequéncia, um método variacional para Modelos
Numeéricos de Previsdo do Tempo foi pela primeira
vez implementado em 1991 nos EUA (Parrish, Der-
ber, 1992).

Um problema envolvendo escoamentos geo-
fisicos, em sua forma discreta, produz um ndmero
muito elevado de variaveis, de tal forma que a Assi-
milacdo Variacional de Dados é, de imediato, uma
metodologia computacionalmente intratdvel. Uma
solucdo para esta dificuldade é obtida com o empre-
go do método das Equacdes Adjuntas, que adequa-
damente insere o problema da determinacdo de
uma condicdo inicial no dominio da Teoria do Con-
trole Otimo (Lions, 1971), e que tera seus funda-
mentos matematicos aqui analisados com o0 necessa-
rio rigor.

A aplicacdo dos métodos da Assimilacdo Va-
riacional de Dados e das Equac¢bes Adjuntas a pro-
blemas envolvendo derrame de 6leo no mar se deve
ao fato de, em geral, ndo se ter, em qualquer mo-
mento do intervalo de tempo determinado para a
coleta de informacdes sobre o derrame, uma obser-
vacdo completa da mancha de 6leo a partir dos ins-
trumentos que fazem seu registro. Dai, se utilizar
uma metodologia bem sucedida na previsdo numeé-
rica do tempo também na previsdo da trajetéria de
poluentes a deriva no mar. Alguns trabalhos, em-
pregando basicamente o mesmo formalismo, tém
surgido nos ultimos 5 anos, principalmente relacio-
nados a problemas de polui¢do atmosférica (Elbern,
Strunk, Schimdt, Talagrand, 2007). A eficicia da
metodologia é incontestavel, possibilitando o trata-
mento computacional de problemas ambientais cujo
numero de variaveis de controle é da ordem de 10° a
107, sendo ja utilizado numa gama consideravel de
problemas, indo desde previsdes em financas (Ka-
mien, Schwartz, 1991) a projetos de estruturas aero-
dindmicas 6timas (Reuther, Jamenson, Farmer et al,
1996).

Na segunda secdo deste trabalho sdo apre-
sentados os fundamentos matematicos dos dois mé-
todos aqui utilizados: a Assimilacdo Variacional de
Dados e o Método das Equacdes Adjuntas. Na ter-

ceira secdo, a titulo de ilustracdo, trabalha-se com
um modelo unidimensional que permite explorar
varios aspectos dos métodos mencionados e desen-
volver explicitamente a adjunta de uma dada equa-
¢cdo. Finalmente, na terceira secdo, descreve-se um
experimento numérico bidimensional simplificado
(embora sua dinamica, bastante realista, ja contenha
os termos que trazem dificuldades as simulacfes
computacionais), cujos resultados promissores leva-
ram os autores a prosseguir em suas pesquisas.

FORMULACAO MATEMATICA

Inicia-se revendo um resultado da Andlise
Funcional que desempenha um papel crucial no
desenvolvimento matemaético que permite a reducao
de ordem no numero de varidveis de controle no
processo de Assimilacdo Variacional de Dados.

Definicdo: Sejam V um aberto emR" e fV—> IR
uma funcéo diferenciavel. Entdo, Vx eV, a diferen-

cial de fem x é o funcional linear tal que,
W elR", df()-v = lim SF W)
t—0 t
Como df(x)é um funcional linear de

(IR "y, 0 espaco vetorial dual de IR", decorrem de
um resultado basico da Algebra Linear a existéncia e
a unicidade do vetor do R", Vf(x), tal que

df(x)-v =< Vi(x),v > , @

sendo <,> o produto interno candnico de IR" .

Nas subsecdes seguintes, apresentam-se a
formulacdo matemaética dos dois métodos emprega-
dos numa metodologia eficaz ao tratamento compu-
tacional de problemas cuja dindmica é complexa e
gue envolvem um ndmero muito elevado de varia-
veis.

O método da Assimilacdo de Dados

Considere-se a seguinte situacdo: um sistema
evolutivo S é analisado e, para tanto, dispbe-se de
um conjunto de observagdes do sistema, coletadas
no intervalo de tempo [t,,t,], distribuidas no espaco
€ no tempo, ou seja, uma rede de instrumentos para
a obtencdo de dados sobre o sistema esta disposta na
regido espacial onde reside o foco de interesse e
colige informacBes durante o intervalo de tempo
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arbitrado, embora nem todos os instrumentos fa-
¢cam, a0 mesmo tempo, seus registros. Além disso,
tem-se um modelo numérico capaz de simular a
dindmica do sistema. O objetivo €, com base nessas
informacdes, determinar o estado ou a configuracédo
de S em qualquer instante de tempo t;> t,, processo
conhecido como Assimilacdo de Dados, entre aque-
les que estudam os problemas relacionados com a
dindmica de fluxos geofisicos, e que, conceitualmen-
te, é semelhante & Melhor Estimativa Linear Nao
Tendenciosa (Sorensen, 1980).

Pelo enfoque deterministico, tenta-se resol-
ver o problema combinando-se em um modelo nu-
mérico todas as informacg8es que se tem sobre S,
tanto as provenientes de suas observacdes quanto as
fornecidas pelo conhecimento de sua dindmica, que
gere uma condicdo inicial (isto €, a representacao
numeérica da configuracdo inicial de S) tal que os
estados do sistema fornecidos pelo modelo estejam
em acordo, num sentido técnico aceitavel e a ser
definido a seguir, com as observacdes conhecidas.

Operacionalmente ha duas classes de algo-
ritmos capazes de realizar a Assimilacdo de Dados:
seqilenciais e variacionais. Nos algoritmos sequenci-
ais, a cada instante de tempo em que ha observacdes
disponiveis, estas sdo utilizadas para corrigir a predi-
¢do do modelo para aquele instante, produzindo um
estado do sistema corrigido e a partir do qual sera
feita uma nova predicdo do estado do sistema. Este
método esta intimamente relacionado com o forma-
lismo conhecido como filtro de Kalman (Kalman,
1960).

Nos algoritmos variacionais, busca-se um es-
tado do sistema num instante de tempo, por exem-
plo, t;, tal que, se X; = X(t,) é a configuracdo do
sistema no instante considerado, entéo os estados do
sistema nos instantes de tempo posteriores a t; e
produzidos pelo modelo a partir de X, estejam proé-
ximos (num sentido a ser bem definido posterior-
mente) das observacBes do sistema nos instantes de
tempo correspondentes. Esse Ultimo método de
resolucdo do problema é conhecido como Assimila-
¢do Variacional de Dados. E claramente iterativo, e
nele, ao contrario dos algoritmos sequenciais, as
informacdes sobre o sistema em estudo propagam-se
para a frente e para tras no tempo, visando um ajus-
te global da evolugdo do modelo aos dados observa-
dos.

Neste trabalho optou-se pelo método da As-
similacdo Variacional de Dados, uma vez que este
permite correc¢des nas configuraces do sistema para
trés no tempo, 0 que é conveniente, quando se quer
determinar uma configuracao inicial 6tima.

Considera-se, a seguir, a versdao continua do pro-
blema da Assimilacdo Variacional de Dados. Neste
caso, 0s objetos matematicos disponiveis sdo:

i.  as observacbes do sistema S, Z:[t;,t,] x V-V,
tal que, Vte[t,t], Z,:V—>V é um ope-
rador diferenciavel definido no espaco veto-
rial V munido do produto interno <,>, sen-
do [t,,t,] o intervalo de assimilacéo.
a dindmica do sistema S, dada por
&X

P FX),

2

sendo X:[t,t,] XV —V a trajetéria do sistema S du-
rante o intervalo de assimilacéo, [t;,t,], E={Y;Y:[t,.t,]
xV —V}, conjunto de trajetérias, e F:E—Eum
operador diferenciavel.

iii. W[t t,]-oL(V) é a funcdo "peso", sendo
L(V) o espaco vetorial dos operadores line-
ares em V, que resulta das informacdes esta-
tisticas dos instrumentos utilizados na coleta
de informacbes sobre S e que, a cada
te [t,.t,], associa o operador linear injetivo

W(H):v-ov

iv. o funcional quadratico

JE—>R
®3)
XH% [<WOX(®)-Z(ER) W) (X(K)-Z(t%)>dD

D
sendo D = {(t,X);t €[t,t,],X € V}.

O problema da Assimilacdo Variacional de
Dados é, entdo, encontrar a trajetéria dos estados do
sistema S, X:[t,,t;] x V -V tal que X seja a solucéo
de (2) que minimize o funcional (3).

Essencialmente, portanto, X tem de ser tal
que, a cada te[t;,t,], se a norma do operador
[[W(t)|| for grande, a norma do operador erro no
instante correspondente, ||X(t, X) - Z(t, X)||, tem
de ser pequena, ou seja, se as informacdes estatisti-
cas de que se dispde sobre os instrumentos empre-
gados indicam que as observa¢des num certo instan-
te t, Z(t, X ) sdo de alta qualidade, entdo o erro
entre o estado do sistema gerado pelo modelo, X(t,
X ), e as observacdes Z(t, X ), no mesmo instante t,
deve ser pequeno. Neste sentido se diz que os esta-
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dos X do sistema gerados pelo modelo devem estar
préximos das observacdes Z.

Como se busca a solucdo numeérica da ver-
sdo discreta do problema anterior, seria computa-
cionalmente muito econdémico se, em lugar da solu-
cdo X, se procurasse a solugdo X;:V — V € O(V),
conjunto dos operadores em V, que minimizasse a
restricdo do funcional J a O(V), sendo O(V) ade-
guadamente chamado o espaco das configuragdes
iniciais de S. A dificuldade aqui é nao existir uma
relacdo explicita entre J e X,, pois J € uma funcéo de
X. No entanto, se o problema (2) for bem posto,
entdo o conhecimento de X e o de X, sdo equivalen-
tes, e esta € uma informacdo matematica (e ndo
apenas do particular sistema em estudo) preciosa.
Para minimizar a restricdo do funcional J ao espago
das configuracdes iniciais O(V) do sistema S, usa-se
0 método das equacdes adjuntas.

O método das Equagdes Adjuntas

O método das equagdes adjuntas é empre-
gado para se obter a diferencial da restricdo do fun-
cional J ao espaco das configuracges iniciais O(V) de
S, seguindo uma argumentacdo matematicamente
bem definida, desenvolvida pelos autores.

Reescreve-se o funcional (3) como

JJE - IR
X b [Tt ,X)dD
D

)

sendo

T:E — IR

X(6,5) > % < WO, - Z(3),WOXE D) - ZE,D) >

Como a diferencial de J em X € E é um
funcional linear no espaco de Hilbert E com o pro-
duto interno

<X(t,X),Y(t,X) > =
= [< W) (X(t, %) = Y(t, %),W(6)(X(t, %) - Y(t, %) > dD

D
¢é possivel empregar-se um resultado da Analise Fun-
cional, conhecido como o Teorema da Representa-
cdo de Riesz (Kreyszig, 1989), obtendo-se, vV HeE,

dJX) -H =<V JX),H >, = [< V TX(t, H),H© >dD, (5)
D

sendo Vv, JeV_ T, respectivamente ,0 gradiente de
JeodeT.

Considera-se, a seguir, a versdo linear da
equacao (2):

X oy,
ot 0X

Q)

gue resulta da substituicdo do operador F pela sua
aproximacdo de primeira ordem em torno de um
ponto de equilibrio, omitido na equacéo, e na qual

empregou-se a notacédo (2—§) para sua diferencial

neste ponto, e a seguinte equacgéo adjunta

oX
—_—
ot

)

<%)*X +VT=0
OF - i OF
sendo (Z—y* o adjunto do operador (—).
oxX oX

Sejam Y: [t,, t,] x V -V asolucéo de (7) tal
que Y(t;,) =0 € O(V) e X uma solucédo qualquer de
(6). Tem-se, entdo que

8X OF oY  OF .
< XY < (Y 4V TX =0
ot 0X ot oX
0
—<YX >+<VTX >=0
ot
0
- <YX > -<V(TX >
ot
<SYX > |7 = o[V TX >dt = - <V X >

<Y, X >V (], X> (8)

O significado de (8) deve ficar claro: seu la-
do direito é a expressdao da diferencial de J (em
relacdo a X), dJ(X). Como X, é a projecdo sobre
O(V) de X, o lado esquerdo de (8) ¢é a expressdo da
diferencial da restricdo de J (em relacdo a X,). Pela
unicidade do vetor gradiente, que permite a repre-
sentagdo da ultima diferencial como um produto
interno em O(V), tem-se que Y, é precisamente o
gradiente da restricdo do funcional J a O(V), ou
seja, Y, € a projecdo de V. Jsobre O(V), isto &,

©

Y, =V J.

Uma vez obtidoVy J, e com uma configura-

cdo inicial X, escolhida, é possivel buscar-se a per-
turbacdo H eV, de X tal que a trajetoria X, solucdo
de (2) e determinada pela configuragéo inicial (X, +
H), minimize (3). Para tanto, o conhecimento de
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Vi) serd utilizado juntamente com o de J(X) e de

X;, numa rotina de minimizagdo baseada em gradi-
entes, como, por exemplo, a L-BFGS (Liu, Nocedal,
1989), empregada em problemas de larga escala, a
fim de determinar-se a configuragdo inicial com as
propriedades requeridas. Note-se que o gradiente da
restricdo do funcional J a V,, VyJ, passado a rotina

de minimizacdo, nada mais é que a solucdo da equa-
¢do adjunta (7) com a condicdo Y(t,,) = 0.

UM EXEMPLO UNIDIMENSIONAL

Considera-se a seguinte situacao: fluido (&
gua) escoando em um rio ou canal de comprimento
| = x, —x,;, durante um intervalo de observacgéo [t,,t,]
Uma certa quantidade de poluente é derramada
acima da entrada do canal no instante t,. Admite-se
gue o transporte do poluente é descrito pela equa-
¢do de advecgdo-difusdo unidimensional.

0%c

@+a@—k

ot ox

0, (10)

8}(2
com as condicdes inicial e de contorno:

c(x,ty) =f(x), x; <x<Xx,
c(xp)=gM), ty <t<t, ,
c(x,,t)=h(), t; <t<t,

a2D —

sendo a velocidade, k o coeficiente de

(x,5) > ax,t)
cD—>1R
(x,5) = c(x,1)

difusividade e a concentracdo do
poluente em D= {(X,t)GIRZ;x1 <x<x,et; <t<t2},
gue minimiza o funcional J, cuja fronteiraé I .

Supondo que esteja disponivel um conjunto
de observagdes ¢:D — IR do canal durante o inter-
valo de tempo [t,, t,], o problema da Assimilagdo de
Dados consiste em encontrar uma solugdo de (10)
que minimize o funcional

JIE - R

¢t [(c-9)2dD’ D
2D

sendo IE =C*D,R)={£D — IR ;f é duas vezes dife-
renciavel}, ou seja:

1

Min J == [(c - ¢)*dD

celE D , (12)
Oc Oc 0°c

sa. —+a——k =0
ot Ox 6)(2

Obtida a solucdo do problema, pode-se
determinar em que instante de tempo o poluente
atingird um ponto x, sendo x > X,.

Suponha-se ser de interesse apenas a posi-
¢do x da frente da mancha de 6leo com relagdo a
um ponto de referéncia em uma das margens do
canal. A geometria espacial do problema é, neste
caso, unidimensional.

Sejam
I, :{(x,t)eIRz;X=X1 ety <t<t,}

U{x,t) e R 2;X=X2 ety <t<t,}
U{xneR*t=t, e x, <x<x,}, a fronteira de entra-

da, ou seja, o lugar geométrico dos dados de entrada
deDe

T, ={(x,t)€IRZ;X:X1 ety <t<t,}
U{(x,t)EIRZ;XZX2 ety <t<t,}
U{xHelR%t=t,c x, <x<x,}, a fronteira de sai-

da, ou seja, o lugar geométrico dos dados de saida
de D.

Nos conjuntos {(x,) e R *x=x, e t; <t<t,}
e {xHeR’*x=x,ct, <t<t,}, estabelecemse as
condicdes de fronteira do problema, enquanto que
em {(xneR%*t=t, ¢ x, <x<x,} determinam-se as
condicdes iniciais do problema. No conjunto
{xneR%t=t,e x;, <x<x,}, temse 0 comporta-

mento da solucdo de (12) no instante t,, final do
intervalo em estudo.

Em IE =C*D,R), define-se o produto escalar
como: (u,v)IE = ju(x,t)v(x,t)dD .
D

Para todo ¢ e 8¢ € C*(D,IR), sendo &c uma

perturbacdo de c, seja J o funcional definido em
(11). Entéo, por definicao, obtém-se:

_ lim J(c + tdc) = J(c) _
t—=0 t

dJ(©) -3¢ =(VJ(c),8¢),
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=lim — j (2tcde + t2(8c)? — 2t&8c)dD

t—=0 2
= [lim —(2t8c(c — ) +t7(8c)*)dD
D=0 2t

= [8c(c—T)dD 13)
D

Portanto, pelo Teorema da Representacao
de Riesz

VieJ©=c-¢ (14)

Para u e v e IE, consideram-se as restri¢des

=ulp € v, =vlp ,e E,={ulp;uelE}. Por-

€
tanto, I', é um espacgo vetorial real, pois se u, e v,
elk,, entdo u e v €IE, que é um espaco vetorial
real, logo utav €IE, donde (u+av), €lE,,VaeR.

Em IE , define-se o produto interno:

(uc,vc)[HU

= J‘u(x,t)v(x,t)drc ,
T

e

de modo que o gradiente da restri¢do do funcional J
a fronteira de entrada de D, T",, ], :]‘ r, » € dado

por uma expressao da forma:

= [V)(u)Budr, (15)
I

e

e (u)bu, =(VI(u.),8u ),

Mostra-se agora que o processo pelo qual se
obtém (15), a partir de (13), ndo é outro sendo o
método de integracdo por partes, com as condicdes
de fronteiras adequadas ao presente objetivo.

Utilizando em (15) o fato de que
V](c)=c—<¢, tem-se para uma solu¢do ¢ de (12) e
uma perturbacéo &c de c, que:

dJ(c) - 8c = [(c — ) (x,t)dc(x, t)dD
D

Definindo

L:C*(D,R) —» C(D,R)
Oc Oc d%c
—_— + Q4—
ot Ox Ox 2

tem-se que, para toda 8¢ € IE perturbacdo de ¢ €

IE tal que L(c) =0,

-k

%8¢
aX2

0dc 85c

P ta =0.
ot 8X

L(8c) =
Seja 8'c e IE . Entéo,

dj(c)-8c = j(c —O)(x,)8¢(x, t)dD =

0%8¢c

0dc ,
2<)8"c}dD

[[(c=¢)dc— (—

D

B,
ox

X
tyx)
SdJ(©) - 8c= [ [(c—T)dcdxdt —
txq
0dc
Ox

(16)
2X2 08¢

_H(E

X

9%8c
2
X
Integrando por partes 0s termos da segunda

parcela de (16), tem-se

22 08¢ 2%208'c

II—S cdxdt = ISCS de '[J' Ocdxdt
1 xq 1 xy
trXo a
J_[—S cdxdt—a_[ScS’c 24qc — _[I € Scdxdt
1 xq txy Ox
t)Xp 2 ty
—kfja 8'cdxdt = —k | 20§/ de +
f % OX t Ox o
2%2 08¢ 85c
ok [ 2 =
t xq X
ty
——kj@é‘y ode+ kj c| 2 dt—
Ox X1
t2x262 r
—k_H. 5cdxdt
t1 xq aX
Portanto,
dJ(c)-8c= j_[ [(c— c)ﬁcdxdt—j&:ﬁ' tZd\ a_[ScS' det
t1xq
+kf—8'ci2dt—kf—c&i2dt+
sax o T g
trX U 2qr
+H26c[68c+ 66C+kaszcjdxdt
bi e e
- dJ(c)-Sc = — (5’| dx—a [5c5'd 2 d
s.dJ(c)- c——_[ cocl,, x—at_[ cocl dt +
x| 1
ty t) AS!
k[ 22 ek [P 5 e+
G Ox ! g O0x !
tyXp ' 2qr
+ [ [8c a6C+;168C+k68c+(c—6) xdt
t % ot Ox x>
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Tomando-se, entdo, &'c como solucdo da

equagdo adjunta ndo-homogénea

65c+a68c o 8C +(c—7¢)=0, a condi¢éo inicial
ot Ox X

d'c(t,,x)=0, Vxe[x,x,], e condi¢des de fronteira

8'c(t,x;)=08"c(t,x,)=0, Vte[t,,t,], obtém-se:

(- Bc = [Be(t)d'clt,s)dx +

X1

208’ c(txl)

j Sc(tx,)dt
K j FOC0) 5 ex et
dj(c)~6c =

0d'c(t, x;)
Ox

0d'c(t,x,)
Ox

= <6’c(t1,x) +k£

Logo, o gradiente de J com relagdo as con-

di¢cbes iniciais e de fronteira, ou seja, restrito ao
espaco I'_, dado por (11), é:

Portanto, em vez de resolver-se iterativa-
mente o problema (11), por meio de uma rotina de
minimizacdo, considera-se o problema:

j, dc(t, X)> an

0

08'c(t;x,)
Ox

08'c(t,x) 3

o (18)

VIEO_]ZS'C(tl,x)-i-k(

Min <V 8'c>,
8'celE TEqg J

que representa um ganho consideravel nas compu-
tacdes necessarias.

EXPERIMENTO NUMERICO

Estudou-se o problema da determinacdo da
evolucdo de uma mancha produzida por um derra-
me de 6leo em uma regido do mar cuja hidrodina-
mica é conhecida, dispondo-se também de um con-
junto de observacbes da mancha no intervalo de
tempo [t;, t,]. Supbs-se que as observagdes eram
todas incompletas, de modo que, em qualquer ins-
tante t;, <t < t,, a configuracdo disponivel Z(t) néo
reproduzindo integralmente a mancha de 6leo, ndo
poderia, portanto, ser utilizada como condicao ini-
cial para a integracdo do modelo numérico no ins-
tante t.

O primeiro passo do experimento foi pro-
duzir um derrame artificial de 6leo em um dominio
espacial de 6000mx 4400m, discretizado por uma
malha bidimensional de 21x 21 nds, sendo AX =
300m, Ay = 220m e o intervalo de tempo para a
analise [0,30000] em segundos, com At = 300s.
Tomou-se a velocidade do meio como u=(u,v),
sendo u = 1. x102 ms* e v = 0 e k o coeficiente de
difusividade variavel. O transporte do 6leo foi des-
crito pela equacdo de advecgdo-difusdo bidimensio-
nal

o’c , o’C
PR

ac
ot

oC
U—+v
ox

G_C_k(

oy

)=0, (19)

que é o modelo de transporte de 6leo na superficie
do mar universalmente empregado (Lehr, Cekirge,
1980).

A fim de compreender a execu¢do compu-
tacional dos procedimentos anteriormente descritos,
examine-se o fluxograma do programa para a Assi-
milacdo Variacional de Dados via o Método das E-
guacdes Adjuntas, conforme a Figura 1.

[Cnnd_tn'm_u [ Observ.
l l
[ eu | [ yew) |
oo} sy o 2 )
[Rntina de | ,I‘i
Minimiz. . y
-—I—J_ If. Fim \jl

Nova Cond,
Inic. U

Figura 1 - Fluxograma para a Assimilacdo Variacional

Integrou-se, entdo, a equacdo (19) em G(U)
com uma condicdo inicial arbitraria, conforme a
figura 2, e foram, entéo, armazenadas, como obser-
vacdes do sistema, as configuracdes obtidas nos ins-
tantes t = 10x i, i = 1,...,9. SAo mostradas as configu-
racdes parciais da mancha de 6leo parat= Atx50e
t= Atx 90, respectivamente, nas Figura 3 e Figura 4.
Perturbou-se, entdo, a configuracdo inicial aleatori-
amente, utilizando-se a fungdo RAND da biblioteca
do FORTRAN 90, obtendo-se a configuracdo per-
turbada, conforme a Figura 5. A partir dai se inicia o
processo da Assimilacdo Variacional de Dados, sen-
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do que em G(U) a equacdo (19) é integrada com
uma condic¢do inicial obtida da rotina de minimiza-
¢cdo, e o erro entre as configuracBes geradas pelo
modelo e as observacdes € avaliado em J(G(U)). Se
o erro estiver acima da tolerancia estabelecida, o
programa principal chama a sub-rotina D(G(U))*
para obter a integracédo para tras no tempo da equa-
¢do adjunta ndo-homogénea de (19)

o’c o°C

oC € 28 )20, (20)
ox oy

+v—+k
v@y (

oC oC
ot Ox

a qual fornece o gradiente do funcional J com rela-
¢do as condicdes iniciais do problema, e que é pas-
sado a rotina de minimizagéo, fornecendo uma nova
configuracdo inicial U que, ao ser integrada em
G(U), diminuira o valor de J(G(U)). Quando o erro
entre as configuracdes geradas pelo modelo e as
observagdes, avaliado em J(G(U)), estiver abaixo da
tolerancia estabelecida, o programa termina com a
condicdo inicial 6tima determinada, conforme Figu-
ra 6. No exemplo considerado, como as configura-
cdes geradas pelo modelo computacional foram
tomadas como as observacBes do sistema (procedi-
mento conhecido na literatura como “identical
twins”), a condic¢do inicial 6tima recupera a condi-
¢do inicial do problema, conforme Figura 6.

Observe-se que ndo ha problema em inte-
grar a equacdo de adveccao-difusdo (19) e sua
adjunta ndo- homogénea (20) em um mesmo
programa, uma vez que cada uma dessas etapas é
realizada em diferentes sub-rotinas.

Figura 2 - Condicdo inicial do sistema

®

Figura 3 - Configuracgéo parcial do sistemaemt= A tx 50

Figura 4 - Configuracéo parcial do sistemaemt= Atx 90

T -

Figura 5 - Configuracgéo inicial perturbada aleatoriamente

Figura 6 - Configuracdo inicial do sistema recuperada
(compare-se com a figura 2)

CONCLUSOES

A utilizacdo da Assimilacdo de Dados, em
gue as observagdes do sistema estudado agem como
uma condicdo a qual a simulagdo computacional do
sistema também tem de satisfazer, combinada com o
Método das Equagbes Adjuntas, fornece uma estra-
tégia para a obtengdo de configuragcdes computa-
cionais do sistema estudado bastante confidveis e
com alta precisdo, a um custo computacional baixo
e num intervalo de tempo que permite tomadas de
decisdo durante um derrame acidental de 6leo em
rios ou no mar.

Neste trabalho, foram apresentados e discu-
tidos aspectos matematicos € numéricos que permi-
tem analisar a metodologia desenvolvida e sua im-
plementacdo. A aplicacdo a problemas reais exige,
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deste modo, a disponibilidade de dados para a assi-
milacdo e o desenvolvimento da adjunta ao sistema
de equacdes que descreve a dindmica do sistema
considerado.

Uma questdo posterior, que pode ser ainda
abordada com o formalismo aqui desenvolvido, é a
da localizacdo 6tima de instrumentos de observacao
(Daescu, Navon, 2004) suplementando uma rede de
observacéo ja existente ou para sua implantagéo.

Pretende-se que os resultados aqui apresen-
tados motivem a interacdo com grupos de pesquisa
no Brasil.
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Numerical Model to Forecast the Trajectory of Drift-
ing Oil at Sea Using an Optimal Initial Configura-
tion

ABSTRACT

Variational Data Assimilation and Adjoint Equ-
ations are two methods which can be combined in order to
produce a methodology able to generate, at a reasonable
computational and temporal cost, a very realistic initial
configuration of a system under examination to be used in
computational simulations, in particular when only a set
of observations and the dynamics of the systems are known.
In this paper, the mathematical foundations and the algo-
rithmical procedures to obtain the adjoint of a given com-
putational program, an essential task in order to apply the
methodology, are examined.

Keywords: Variational Data Assimilation, Adjoint Equa-
tions, Adjustment of Trajectories.
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