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RESUMEN .

En el presente trabajo se establece una genera-
lizacion del Criterio de Hill a categorias M de mé-
dulos sin torsién, que son cerradas con respecto a
sumas directas, y en las que cada objeto puede
ser descompuesto como la suma directa de moé-
dulos en M de rango menor o igual a un niUmero
cardinal limite fijo k. El resultado principal de esta
nota estipula que un mddulo M pertenece a la
categoria M si es la unidn de una cadena ascen-
dente, bien ordenada y continua de longitud «,
que consiste de objetos de M, que son puros en
M.

ABSTRACT I

In this work, we establish a generalization of Hill's
Criterion of freeness of abelian group theory, to
categories M of torsion-free modules over inte-
gral domains, which are closed with respect to
the formation of direct sums, and in which every
member can be decomposed into direct sums of
modules of M of rank at most a fix limit cardinal
number k. Our main result states that a module
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belongs to M if it is the union of a continuous, well-
ordered, ascending chain of length k, consisting
of pure submodules which belongin .

INTRODUCCION I

El punto de partida de la presente nota es el Teo-
rema de Hill para la identificacion de grupos abe-
lianos libres, el cual enuncia que un grupo conmu-
tativo G es libre si es la unidn de una sucesién as-
cendente de subgrupos de G, en la que cada uno
de los subgrupos es libre y puro en G (ver Fuchs,
1973 o Hill, 1970 para mayores detalles); aqui, deci-
Mos que un subgrupo de un grupo es puro si todo
sistema de ecuaciones en el subgrupo con coefi-
cientes en los enferos es soluble en el subgrupo
cuando sea soluble en el grupo. Histéricamente,
el Criterio de Hill generaliza el Teorema de Ponfryo-
gin —el cual es vdlido para grupos de cardinalidad
contable (Pontryagin, 1934)- y proporciona una
herramienta muy Util para determinar si un grupo
abeliano posee la estructura simple de un grupo
libre. Naturalmente, surge la pregunta de si dicho
resulfado puede ser extendido a la condicién de
libertad de mddulos sobre dominios.

Hay que afirmar que, en fechas recientes, los
avances en materia de Algebra abstracta y Teo-
ria de Conjuntos han permitido extender el Crite-
rio de Hill a varias propiedades de mddulos que
generalizan la condicion de libertad. Mds preci-
samente, la Teoria de Mddulos sobre dominios
enteros ha sido el escenario principal en donde
se han presentado las generalizaciones mds re-
levantes del Teorema de Hill. Por ejemplo, dicho
resulfado ha encontfrado extensiones para mo-
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dulos proyectivos (Macias Diaz, 2010), mddulos
completamente factorizables y mddulos separa-
bles (Fuchs y Macias Diaz, 2010), mddulos proyec-
tivos balanceados (Macias Diaz, 2011a), médulos
que son isomorfos a sumas directas de ideales de
dominios de Prufer h-locales (Macias Diaz, 2011b)
y moédulos de Butler (Rangaswamy, 1998).

En vista de la amplia gama de generalizacio-
nes del Criterio de Hill a condiciones generalizo-
das de libertad de mddulos, una nueva pregunta
surge respecto ala Teoria de Categorias: ses po-
sible proporcionar una generalizacién ulterior del
Criterio de Hill que englobe, digamos, aquellos
teoremas concernientes a las condiciones de li-
bertad, proyectividad, factorizabilidad completa
y separabilidad de mddulose Mds precisamente,
ses posible encontrar condiciones categodricas
para subcategorias completas de la categoria
de todos los mddulos, en donde se satisfaga la
cerradura bajo uniones de sucesiones ascenden-
tes de submodulos puros?e

La respuesta a esta interrogante serd propor-
cionada en este trabajo, el cual estd seccionado
de la siguiente forma: primero se presentardn al-
gunos conceptos y resultados preliminares sobre
el tema central de nuestra discusion, es decir, las
k-categorias; también se infroducirdn los con-
ceptos de pureza de moddulos y de categorias
proyectivas, y se enunciard el resultado principal.
Después citaremos algunos resultados técnicos
de suma utilidad en esta investigacion, mien-
tras que el pendltimo apartado proporcionard
un bosquejo de la demostracion del resultado
principal de este trabajo; asimismo, se facilitardn
algunas consecuencias relevantes para nuestros
propdsitos. Finalmente, se anade una seccién de
conclusiones y discusiones sobre el tema de in-
vestigacion.

Preliminares

En esta breve nota, supondremos siempre que R
representa un dominio entero (esto es, un anillo
conmutativo, con identidad para la multiplica-
cioén vy sin divisores de cero), y supondremos que
K es un numero cardinal infinito arbitrario. En todo
momento, el lector puede remitirse a Fuchs y Sal-
ce (2001) para aclaraciones sobre la terminolo-
gia estdndar, asi como los resultados elementales
sobre la Teoria de Mddulos que serdn empleados.

En este contexto, una k-categoria es una ca-
tegoria completa M de mddulos sin torsion, la cual
es cerrada con respecto a la formacién de sumas
directas, y en la que cada objeto puede ser expre-
sado como la suma directa de mddulos en M de
rango menor o igual a k. Un famoso resultado de
I. Kaplansky (1968) —a saber, que todo sumando
directo de un mddulo que es la suma directa
de mddulos de rango contable, es también una
suma directa de mddulos de rango contable—-
proporciona una amplia gama de X -categorias,
como lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Todas las siguientes clases de R-mddu-
los forman X -categorias en virtud de la version
del Teorema de Kaplansky para el rango (ver
Theorem 1 en Kaplansky, 1968): los modulos libres,
los modulos proyectivos, los médulos completa-
mente factorizables, los médulos proyectivos ba-
lanceados y las sumas directas de ideales de R.

Sea N un submddulo del R-mddulo M. Re-
cuérdese que N es puro en M si cada sistema de
ecuaciones en N con coeficientes en R tiene solu-
cion en N siempre que tenga solucién en M. Esta
definicion es, evidentemente, una generalizacién
del concepto de pureza de la Teoria de Grupos
Abelianos; ademds, todo submddulo N de M es
relativamente divisible en M, es decir, toda ecua-
cién de la forma rx = a, con a perteneciente aN
y renR, essoluble en N siempre que es soluble en
M. Como ejemplo, todo sumando directo es tan-
to un submoddulo puro como un submadulo rela-
tivamente divisible. El lector podrd encontrar mds
propiedades sobre pureza y divisibilidad relativa
en las Secciones I.7 e 1.8 de Fuchs y Salce (2001).

El siguiente es el resultado mds relevante de
esta nota:

Teorema 1. Sea M una k-categoria. Un mdodulo sin
torsion M pertenece a M si existe una cadena as-
cendente, bien ordenada y continua.

(1) 0=M,<M,<...<M<..(v<K)
de submddulos de M, tales que:

a) cadaMgespuroenM,

b) cada M pertenece a M,y

c) M esla unidn de los médulos de la
cadena (1).

Aqui es menester recordar que una cadena
(1) es continua si M, es la unién de sus predeceso-
res, para cada ordinal limite v < k.
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Como consecuencia, las k-categorias son
cerradas bajo la formacién de uniones de ca-
denas ascendentes, bien ordenadas y confinuas
de longitud menor o igual a k, en las que cada
objeto es puro en su sucesor. Como se verd opor-
tunamente, esta propiedad de las k-categorias
es vdlida en las categorias denominadas ‘cate-
gorias proyectivas’, las cuales se introducirdn a
continuacion.

Si M es una k-categoria, su categoria proyec-
tiva asociada es la subcategoria completa MmP
de la categoria de R-mddulos, cuyos objetos son
todos los sumandos directos de mddulos en M.
Evidentemente, la categoria proyectiva de una
k-categoria M es cerrada bajo la formacion de su-
mas directas, y es una supercategoria de M. Am-
bos conceptos, el de k-categoria y el de catego-
ria proyectiva, son términos nuevos, empleados
en este trabajo para propdsitos de simplificacion
y comodidad.

Lemas

En esta breve seccién se tomardn algunos resul-
tados técnicos de la literatura especializada, los
cuales serdn Utiles en la demostracion del resulta-
do principal. Los conceptos tedricos de la Teoria
de Conjuntos pueden ser revisados en cualquier
libro de texto de la materia, como por ejemplo,
Jech (2003).

Lema 3. Un mdédulo M pertenece a la k-categoria
Msi existe una cadena ascendente, bien ordena-
da y continua.

) 0=N,<N,<...<N,<N_ < .. (p<0)
de submddulos de M, tal que:

a) cada N, esunsumando directo de N,

b) cada mddulo factor N,../ N, pertenece
aMy

c) M esla unién de los médulos de la
cadena (2).

Demostraciéon. El médulo M es la suma directa
de todos los médulos factores N,/ N, . En conse-
cuencia, M es un objeto de M.

Recuerde que una G (k)"-familia de un mddu-
lo M es un conjunto B de submddulos de M con
las siguientes propiedades:

1. 0y M pertenecen a B,

2. B es cerrado con respecto a la union de
cadenas ascendentes, y

3. para cada subconjunto H de M de cardi-
nalidad a lo mds k y para cada miembro
A, de B existe un miembro A de B que con-
tiene tanto a H como a A, tal que A/A,
tiene rango menor o igual a k.

Todo mddulo M en una k-categoria M tiene
una G(k)"-familia que consiste de submddulos pu-
ros que pertenecen a M, a saber, la colecciéon de
sumas directas parciales en una descomposicion
fija de M como una suma directa de objetos de
M de rango menor o igual a k.

Los siguientes lemas son cruciales en este es-
tudio. Remitase a la Seccién XVI de Fuchs y Salce
(2001) para las demostraciones.

Lema 4. Sea M un R-mddulo sin torsion, para el
cual existe una cadena ascendente, bien orde-
nada y continua (1) de submddulos que satisfa-
cen las siguientes propiedades:

a) cadaM espuroenM .,

b) cada M posee una G(k)-familia B, que
consiste de submaddulos puros, y

c) M esla unién de los médulos de la
cadena (1).

Entonces, existe una cadena ascendente, bien
ordenada y continua

(3) 0 =A,<A,<..<A<..(a<T)
de submoddulos de M, tal que

a) paracadaa<r, A espuroenA,,

b) para cada a<ry cada v<k, A N\M_perte-
necedas,

c) paracada a<r, elmédulo factor A, /A,
tiene rango menor o igual a k,

d) paracada a<ry cada v<k,
(A,AM, )+(A ,,NM ) pertenece a B, ¥

e) Mesla unidn de los mdédulos de la
cadena (3).

Siguiendo la notacién de este lema, la colec-
cién bien ordenada bajo inclusion, de los modu-
los A +(A,,,MM ), cona<Tty v <k, sonlos moédulos
N,enel siguiente resultado.

Lema 5. Sea M un R-mddulo sin torsion, para el que
existe una cadena ascendente, bien ordenada y
continua (1) de submddulos, que satisfacen las
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propiedades (a), (b) y (c) del Lema 4. Entonces,
existe una cadena ascendente, bien ordenada y
contfinua (2) de submddulos de M, tal que:

a) cadaN_ espuroenN_ .,

b) cada mddulo factor N,/ N, tiene rango
menor o igual a k,

c) cada maddulo factorN ./ N esisomorfo
a un moédulo factor A/B, donde Ay B
pertenecen a alguna familia B, y B es
submodulo de A, y

d) M esla unién de los mddulos en la
cadena (2).

Demostracion y consecuencias

Por comodidad, se reproduce a continuacién el
resultado principal de este frabajo.

Teorema. Sea M una k-categoria. Un mddulo sin
torsidn M pertenece a M si existe una cadena as-
cendente, bien ordenada y confinua.

0=M,<M,<...<M <. (v<K)
de submddulos de M, tales que:

a) cadaM espuroenM .,

b) cada M pertenece a M,y

c) M esla unién de los médulos de la
cadena (1).

Demosfracion. Para cada v<k, sea B, la G(k)-
familia de todas las sumas directas parciales en
una descomposicion fija de M, como una suma
directa de médulos en M, de rango menor o igual
a k. Cada B, es una familia de submodulos pu-
ros de M,. Por los Lemas 4 y 5 existe una cadena
ascendente, bien ordenada y continua (3) de
submodulos de M, que satisfacen las siguientes
propiedades, para cada a<ry cada v<k:

1. A,M, pertenece aB,

2. (AWM, )+(A,, MM ) pertenece a B,,,, Y
3. [AFALM /A FA,,NM))] es isomor-
foa (A, M )/[[ANM ) +(A,,OM)].

4. Adicionalmente, M es la unién de los
modulos A, con a<r.

Como consecuencia, elmédulo A +(A , MM )
es isomorfo a la suma directa de los mddulos
AFALOM,) Y TAFA, M, )I/TA*(A,,,M,)]. De
la observacién que precede al Lema 5, los mddu-
los A +(A,,,NM), bien ordenados bajo la relacion
de inclusién, forman una cadena ascendente

y confinua (2) que satisface las propiedades del
Lema 5. Particularmente, (2) es una cadena de
submddulos de M que satisface las hipdtesis del
Lema 3, de donde se sigue la conclusién del teo-
rema.

Nuestro siguiente resultado es vdlido si @
denota cualquiera de las siguientes categorias
completas de R-mddulos: mddulos libres, médu-
los completamente factorizables, y médulos que
son (salvo isomorfismo) sumas directas de ideales
de R. Su demostracién es una consecuencia in-
mediata del teorema anterior.

Corolario 7. Un R-mddulo P pertenece a @ si exis-
te una sucesion ascendente

(4) 0=P,<P <..<P <..(n<w)
de submddulos de P, tal que

a) cadaP espuoenP

b) cadaP perfenecea @,y

c) Pesla unién de los mddulos
de la sucesion (4).

Nuestro Ultimo resultado es una generaliza-
cion de la versién del rango del Teorema de Ka-
plansky. Su demostracién también es inmediata.

Corolario 8. La categoria proyectiva asociada a
una k-categoria es una k-categoria.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El Teorema 1 de esta nota generaliza las versio-
nes conocidas hasta el momento del Teorema
de Hill para condiciones de proyectividad gene-
ralizada de mddulos sobre dominios enteros. Evi-
dentemente, la pregunta de si dicho resultado,
asi como los resultados particulares que motiva-
ron este estudio —es decir, Fuchs y Macias Diaz
(2010), Macias Diaz (2010, 2011a, 2011b)- pueden
ser generalizados para médulos sobre anillos no
necesariamente conmutativos, es un tema de
investigacién que queda abierto aun. La idea
de explotar tal brecha de estudio es atractiva;
sin embargo, el reto es por demds interesante,
en vista de que las técnicas que se tendrian que
emplear serian completamente distintas para el
caso no conmutativo.

Finalmente, es interesante hacer notar que
el resultado principal presentado en este fraba-
jo. efectivamente, generaliza todos los trabajos
anteriores. Particularmente, es interesante men-
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cionar que el presente frabajo prescinde de hi-
pdtesis irelevantes usadas, por ejemplo, en Fuchs
y Macias Diaz (2010), Macias Diaz (2010, 2011b) y
Rangaswamy (1998). Adicionalmente, el feorema
principal de este trabajo es una generalizacion
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