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RESUMEN

Se presenta un esquema no estándar de 
diferencias finitas para aproximar las soluciones 
positivas de una ecuación modificada de Fisher-
KPP que aparece en el estudio de la dinámica 
de poblaciones. El método es consistente de 
orden cuadrático y provee aproximaciones no 
negativas para cualquier elección de un perfil 
inicial positivo. La técnica fue validada contra 
soluciones analíticas para un problema de valor 
inicial.

ABSTRACT

We introduce a non-standard finite-difference 
scheme to approximate positive solutions of 
a modified Fisher–KPP equation appearing in 
the investigation of population dynamics. The 
method is consistent to the second order, and it 
provides non-negative approximations for non-
negative initial profiles. The method is validated 
against known analytical solutions for an initial-
boundary-value.

INTRODUCCIÓN

Las condiciones de no negatividad en las 
soluciones de modelos matemáticos son de gran 
importancia cuando las variables a estudiar son 
medidas en unidades absolutas. Por ejemplo, 
cuando la variable de interés es la densidad de 
población en biología matemática o, cuando la 
temperatura es manipulada en Kelvin, entonces, 
el requerimiento de positividad en las soluciones 
se convierte en una condición física significativa 
que debe ser observada.      

Hoy día, algunos problemas físicos asociados 
a la ecuación de onda con amortiguamiento 
(Mickens y Jordan) y la evolución temporal de 
poblaciones (Mickens, Moghadas y Moghadas) 
han sido resueltos a través de varias técnicas 
numéricas que fueron diseñadas con el objetivo 
de garantizar que las aproximaciones fuesen no 
negativas. En su  mayoría, la construcción de estas 
técnicas está basada en la noción de esquemas 
de diferencias finitas no estándares introducidas 
(Mickens). Estos métodos han generado 
resultados satisfactorios tanto para ecuaciones 
diferenciales parciales parabólicas de segundo 
orden como para elípticas. En este trabajo se 
estudia un modelo hiperbólico que describe la 
densidad de ciertas poblaciones, basado en una 
generalización de un método no estándar de 
diferencias finitas propuesto (Mickens y Jordan). 

Los modelos parabólicos han sido empleados 
con un éxito parcial en cuanto a la descripción de 
fenómenos difuso-reactivos. Como ejemplo, Fisher 
y Kolmogorov et al.  estudiaron simultáneamente 
la propagación de genes mutantes que son 
cruciales para la supervivencia de poblaciones 
distribuidas en hábitats lineales. Su modelo llegó 
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a ser conocido como la ecuación de Fisher-
Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (en la literatura 
también se puede encontrar como la ecuación 
de Fisher-KPP o simplemente como la ecuación 
de Fisher). Su expresión es la siguiente:

(1)

Aquí  juega el papel del coeficiente de 
difusión, el cual es un número real positivo, 
y, , siendo  una constante 
también positiva. La ecuación de Fisher-KPP es el 
caso más simple de una reacción no lineal difuso 
reactiva y ha sido extensivamente estudiada 
tanto por la literatura matemática como por 
la física y biológica. A pesar de la importancia 
que ha tenido desde su concepción, en 1937, 
la ecuación de Fisher presenta la desventaja 
de que cualquier perturbación en el medio 
descrito por este modelo, se propaga con una 
rapidez infinita. Para poder salvar esta dificultad, 
se han propuesto varias modificaciones de la 
misma, siendo las generalizaciones a ecuaciones 
diferenciales parciales no lineales hiperbólicas 
las más interesantes. De hecho, la inclusión 
de un tiempo de relajación ha sido aplicada 
satisfactoriamente en el estudio de la dinámica 
de poblaciones de parásitos (Hadeler y Dietz), 
la propagación de virus en placas cuando se 
considera el tiempo de retraso atribuido a la 
reproducción del mismo (Fort y Mendez) y la 
migración de poblaciones durante el periodo 
Neolítico en Europa (Fort y Mendez), entre otras 
situaciones realistas.

El modelo postulado en este artículo puede 
ser considerado como una generalización de la 
ecuación de Heaviside propuesta para el estu-
dio del fenómeno de transferencia de calor para 
escalas de tiempo del orden de zeptosegundos 
(Marciak-Kozlowska y Koslowski), la investigación 
de la ecuación modificada de Schrödinger pro-
puesta para describir las interacciones de los 
electrones dentro de los átomos en una escala 
de tiempo de los attosegundos (Marciak-Kozlows-
ka y Koslowski), y de la ecuación modificada de 
Klein-Gordon que fue empleada para estudiar la 
propagación del estado térmico inicial del uni-
verso (Koslowski y Marciak-Kozlowska). Como se 
mencionará al final de este trabajo, este artícu-
lo intenta construir un puente que comunique el 
estudio de la ecuación de onda amortiguada a 
través de esquemas no estándares de diferencias 

finitas que conservan la positividad de las solucio-
nes, y el correspondiente estudio de las versiones 
hiperbólicas generalizadas de la ecuación de Fis-
her-KPP que incluyen, entre otras características, 
la presencia de coeficientes no constantes. 

Es importante mencionar que los métodos 
numéricos que se presentan en este trabajo han 
sido diseñados siguiendo los paradigmas postu-
lados por Mickens. En particular, se aprovecha la 
idea de representar a las derivadas parciales de 
primer orden como una suma distribuida de di-
ferencias adelantadas y centradas. Además, se 
aproximan las derivadas parciales de segundo 
orden con respecto a una variable fija utilizando 
la aproximación de Dufort-Fraenkel (Lari), esto 
con el objetivo de simplificar la expresión de los 
esquemas explícitos que resulten.

En la segunda sección de este artículo, 
presentamos la ecuación lineal hiperbólica 
de interés. A continuación, se introduce 
la notación numérica y los esquemas no 
estándares de diferencias finitas para aproximar 
nuestro problema. Luego, se lleva a cabo una 
validación sistemática y detallada del código 
computacional, contrastándolo con soluciones 
exactas derivadas anteladamente. Finalmente, el 
trabajo termina con una sección de conclusiones. 

 Problema matemático

Sean τ, k y b números reales positivos, sea  una 
constante no negativa y sea I un intervalo cerrado 
y acotado del sistema de los números reales . 
Asúmase que u es una función de , donde  
y . El punto de partida de esta investigación 
es la ecuación diferencial lineal parcial y 
homogénea con coeficientes constantes:

(2)

Cabe mencionar que esta ecuación puede 
ser fácilmente identificada con otras en ciertos 
casos especiales. Por ejemplo, ésta se transforma 
en la ecuación de onda clásica con rapidez de 
propagación igual a  en el caso en que 
ambos γ y b sean iguales a cero; la ecuación 
de onda amortiguada con la misma rapidez 
de propagación aparece en la ecuación (2) 
si b = 0. La ecuación de Helmholtz (Zwillinger) 
– una expresión derivada de la ecuación de 
Maxwell para estudiar la propagación de 
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ondas – es obtenida si ambos, τ y γ, son iguales 
a cero. La ecuación clásica de Schrödinger con 
potencial constante  aparece cuando 

donde  denota 
la constante original de Planck dividida por , y 
 representa la masa; por otro lado, la ecuación 

de Klein-Gordon amortiguada de la mecánica 
cuántica relativista resulta de (2) si b es un número 
complejo puro. Sin embargo, como se mencionó 
anteriormente, en este trabajo se enfoca la 
atención al caso cuando γ es un número real no 
negativo y τ , k y b2 son positivos. 

Otras variantes de (2) ecuación aparecen 
en varias ramas de la física, química y biología. 
Como ejemplo, la ecuación linealizada de 
Landau-Ginzburg de la superconductividad 
(Kudryavtsev), se obtiene si γ = 0, y la 
ecuación de Maxwell-Cattaneo con uso en la 
termodinámica se deriva de (2) cuando b = 0. 
Más relevantemente, (2) es una modificación de 
la ecuación de Heaviside (también conocida 
como la ecuación del telégrafo), la ecuación 
clásica de Heaviside siendo obtenida de (2) si b  
es un número complejo puro. 

Problema en un dominio acotado

En el terreno de la física, γ es difícilmente cero. 
Además, la ecuación (2) está acompañada de 
las condiciones iniciales y/o de frontera en el 
conjunto I. Para propósitos de validación será de 
particular importancia considerar el conjunto de 
condiciones iniciales y de frontera

 					   

	
(3)

asociadas con la ecuación modificada de Fisher-
KPP bajo estudio, en el intervalo . Después 
de aplicar la técnica de separación de variables, 
la solución analítica con las condiciones de valor 
inicial y de frontera generada por la ecuación (2) 
y las condiciones (3), es:
						    

(4)

donde
				  

(5)

y

(6)

Esquema de diferencias finitas
-Nomenclatura

En la presente sección, se introduce el esquema 
de diferencias finitas no estándar utilizado para 
aproximar las soluciones de (2). En lo que resta 
de la misma,   I  representará un intervalo fijo 
y cerrado de la forma , y las soluciones de 
la ecuación modificada de Heaviside serán 
aproximadas en el intervalo temporal 
. Con este fin, fijaremos particiones regulares  

 y   de 
los intervalos I y , respectivamente, de norma 

 y  en cada caso. Con esta notación,   
denotará la aproximación numérica del valor de   
u en , para  y .

Después de haberse desarrollado el análisis 
no dimensional de (2), es fácil observar que una 
simplificación para su estudio se encuentra al 
alcance al tomar  una convención que 
se seguirá a partir de este punto en adelante. 
Además, por simplicidad, se empleará la siguiente 
notación estándar:

(7)

así como la nomenclatura (no tan estándar)
  	

(8)

donde se sobreentiende que a es un número 
real. Es claro que las fórmulas para las segundas 
diferencias centrales en (7) aproximan las 
segundas derivadas parciales de u respecto a 
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x y t, respectivamente, mientras que la primera 
expresión en la ecuación (8) aproxima la primera 
derivada parcial de u respecto a t, y la segunda 
aproxima la segunda derivada respecto a x. Cabe 
señalar que el parámetro a es un parámetro de 
ponderación entre dos aproximaciones de la 
primera derivada con respecto al tiempo. En 
estos términos, la primera ecuación en (8) es 
una manera no estándar de aproximación a la 
primera derivada temporal.

-Esquema de diferencias finitas

El esquema de diferencias finitas no estándar 
utilizado para aproximar las soluciones de (2)  es:

 
(9)

Es importante mencionar que el tipo de 
segunda diferencia utilizada en este esquema 
para aproximar la segunda derivada parcial de 
u respecto x es conocida como la aproximación 
de Dufort-Frankel (Lari), la cual fue empleada 
exitosamente en el estudio de la ecuación de 
onda clásica con amortiguamiento (Mickens 
y Jordan). Esta última expresión es obtenida 
de la anterior al reemplazar  por 
Una aplicación de los criterios de Neumann 
fácilmente expone que el esquema antes 
presentado es estable bajo la correcta selección 
de los parámetros computacionales. No es difícil 
comprobar que el esquema de diferencias finitas 
puede ser reescrito de la manera siguiente:
					   

(10)

donde las constantes ,  dependen 
de los parámetros computacionales  y ,  y de 
los del modelo , ,  y  . De hecho, la Tabla 1 
proporciona una expresión concreta para cada 
constante.

	

- Positividad
En la esta sección, se establecen condiciones 
en los parámetros , ,  y   en (21), con 
el objeto de garantizar que las aproximaciones 
en el ésimo paso de tiempo sean no 
negativas, asumiendo que las aproximaciones en 
los  y  ésimos pasos son no negativas. 
Defínase

			
	 (11)

Sea   – el coeficiente de – igual a R. Es 
posible establecer rápidamente que el valor de 
a y los valores de los coeficientes de y  son, 
respectivamente, 
		

(12)

Se opta por forzar la igualdad  con el objetivo 
de simplificar la expresión del esquema explícito; 
es decir, igualamos . Bajo estas circunstancias, 

el esquema se transforma en:						    

(13)

Por conveniencia, la Tabla 2 presenta el valor 
de a que hace que el coeficiente  ,  y   ser igual a  
R, y los valores de los coeficientes ,  y  en 
términos de a. 

Validación computacional
Considérese el problema con valor inicial-
frontera descrito por la versión no lineal de 
la ecuación diferencial (2) y las condiciones 
(6). Además, con el propósito de generar 
soluciones no negativas de este problema 
de valor mixto, se seleccionan los parámetros 

 y  Computac iona lmente , 
se fijan  y  , de forma que 

Bajo estas circunstancias, el coeficiente 
,  y   para este esquema es cero. Se procede a 
aproximar las soluciones del problema con valor 
inicial y de frontera, utilizando el esquema para 
diferentes valores de tiempo. Los resultados de 
las simulaciones y las soluciones exactas son 
presentados en la Figura 1. Éstos, exhiben que, 
bajo las condiciones computacionales antes 
mencionadas, las aproximaciones se encuentran 
en excelente acuerdo con los resultados 
esperados. 

Tabla 1. Relación de la expresión de cada parámetro 
,  con la expresión explícita del esquema 

considerado
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Cabe mencionar que las técnicas 
computacionales estándares de orden superior 
pueden generar soluciones negativas para 
problemas que son no negativos (como el que 
se estudia en esta sección), o bien,   resultar 
inestables. Por ejemplo, considérese el siguiente 
esquema estándar de diferencias finitas para 
aproximar las soluciones de (2):

(14)

Es claro que este método es consistente de 
orden  ; sin embargo, presenta una 
región reducida de estabilidad, tal y como es 
evidenciado por simulaciones (no incluidas).

En vista de la necesidad de proveer una 
comparación computacional entre el método 
propuesto y (14), se considera de nuevo la 
ecuación diferencial (2) definida en el intervalo 
espacial  y tiempo , junto con las 
condiciones (6). Subsecuentemente, se toman los 
mismos valores paramétricos que en el comienzo 
de la sección, y se consideran diferentes valores 
para  y   ; adicionalmente, para cada tal valor, se 
permite que  y   tome diferentes valores. Además, 
para  y   y   fijos, se calcula la diferencia 
entre la solución y el problema con valor inicial y 
de frontera u en el tiempo T y la correspondiente 
aproximación    provista por el método 
numérico, a través de :

(15)

     

     

 
 

 

  
 

Tabla 2. Expresión de cada coeficiente ,   en el 
esquema explícito de diferencias finitas, y la elección de a
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sujeta a las condiciones de valor inicial-frontera (6) contra , en cuatro diferentes tiempos: (a) t = 0.0008, (b) t = 0.008, 
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Por ello, la Tabla 3 presenta los resultados 
numéricos para el método no estándar propuesto, 
y el método estándar (14). Los resultados muestran 
que, al menos para los parámetros numéricos 
empleados y el problema con valor inicial y de 
frontera estudiado, los métodos no estándares 
proporcionan resultados que son ligeramente 
más acertados que los del estándar.  

Finalmente, considérese el ejemplo más simple 
y estándar de orden cuadrático para aproximar 

soluciones de (2). Para propósitos prácticos, 
considere el problema de valores mixtos descrito 
por (3), con los parámetros usados en la presente 
sección. Fíjese un tamaño de paso en el espacio 
igual a 0.2, y uno de paso temporal igual a 0.1. La 
Figura 2 muestra la aproximación dada por dicho 
método al tiempo 5. La simulación muestra que, 
aún cuando la solución debería ser no negativa, 
el método estándar arroja aproximaciones 
negativas.

CONCLUSIONES

Se ha presentado un esquema de diferencias 
finitas con el objetivo de aproximar las soluciones 
de una ecuación diferencial que aparece en 
la dinámica de poblaciones. El modelo estuvo 
basado en una ecuación modificada de 
Heaviside en dimensiones, y el desarrollo 

       

   

   

       

       

       

!

Figura 2. Gráfica de la solución a la ecuación diferencial 
parcial (2) al tiempo 5, usando una técnica estándar 

de aproximación de orden cuadrático, empleando los 
parámetros usados en la Figura 1. Para el caso, se usaron 
tamaños de paso iguales a 0.2 y 0.1 en el espacio y en el 

tiempo, respectivamente.
"Convergencia de perfiles localizados en la ecuación 

hiperbólica de Fisher-KPP".
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del método numérico propuesto para resolver el 
modelo está basado en métodos de diferencias 
finitas no estándares. 

El método propuesto en este trabajo es 
consistente de orden . Sin embargo, 
las comparaciones computacionales contra las 
técnicas de orden superior muestran que estas 
últimas no son capaces de identificar el carácter 
de positividad de las soluciones en algunas 
instancias, problema que puede ser evitado 
utilizando nuestro método a costa de perder 
orden de consistencia. El método fue sistemática 
y detalladamente validado contra soluciones 
analíticas conocidas. Sin embargo, aún quedan 
varias direcciones abiertas a la investigación. 
Por ejemplo, es altamente deseable diseñar 
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