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RESUMEN B | INTRODUCCION [

Se presenta un esquema no estdndar de
diferencias finitas para aproximar las soluciones
positivas de una ecuaciéon modificada de Fisher-
KPP que aparece en el estudio de la dindmica
de poblaciones. El método es consistente de
orden cuadrdtico y provee aproximaciones no
negativas para cualquier eleccidén de un perfil
inicial positivo. La técnica fue validada contra
soluciones analiticas para un problema de valor
inicial.

ABSTRACT |

We infroduce a non-standard finite-difference
scheme to approximate positive solutions of
a modified Fisher-KPP equation appearing in
the investigation of population dynamics. The
method is consistent to the second order, and it
provides non-negative approximations for non-
negative initial profiles. The method is validated
against known analytical solutions for an initial-
boundary-value.
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Las condiciones de no negatividad en las
soluciones de modelos matemdticos son de gran
importancia cuando las variables a esfudiar son
medidas en unidades absolutas. Por ejemplo,
cuando la variable de interés es la densidad de
poblacién en biologia matemdatica o, cuando la
temperatura es manipulada en Kelvin, entonces,
el requerimiento de positividad en las soluciones
se convierte en una condicién fisica significativa
que debe ser observada.

Hoy dia, algunos problemas fisicos asociados
a la ecuacién de onda con amortiguamiento
(Mickens y Jordan) y la evolucién temporal de
poblaciones (Mickens, Moghadas y Moghadas)
han sido resueltos a través de varias técnicas
numéricas que fueron disefadas con el objetivo
de garantizar que las aproximaciones fuesen no
negativas. En su mayoria, la construccion de estas
técnicas estd basada en la nocidon de esquemas
de diferencias finitas no estdndares introducidas
(Mickens). Estos métodos han generado
resulfados satisfactorios fanto para ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas de segundo
orden como para elipticas. En este trabajo se
estudia un modelo hiperbdlico que describe la
densidad de ciertas poblaciones, basado en una
generalizacién de un método no estdndar de
diferencias finitas propuesto (Mickens y Jordan).

Los modelos parabdlicos han sido empleados
conun éxito parcial en cuanto ala descripcién de
fendmenos difuso-reactivos. Como ejemplo, Fisher
y Kolmogorov et al. estudiaron simultdneamente
la propagacioén de genes mutantes que son
cruciales para la supervivencia de poblaciones
distribuidas en hdbitats lineales. Su modelo llegd



INVESTIGACION

Yy CIENCIA

DE LA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE AGUASCALIENTES

NUmero 48, (44-51) Enero-Abril 2010

a ser conocido como la ecuacidén de Fisher-
Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (en la literatura
también se puede encontfrar como la ecuacion
de Fisher-KPP o simplemente como la ecuacion
de Fisher). Su expresidn es la siguiente:

u 0’u
E=K§+f(u) (1)

Agqui K juega el papel del coeficiente de
difusion, el cual es un nUmero real positivo,
y, f@)=muQ-u), siendo m una constante
también positiva. La ecuacion de Fisher-KPP es el
caso mds simple de una reaccién no lineal difuso
reactiva y ha sido extensivamente estudiada
tanto por la literatura matemdtica como por
la fisica y bioldégica. A pesar de la importancia
gue ha tenido desde su concepcidén, en 1937,
la ecuacion de Fisher presenta la desventaja
de que cuadlquier perturbacion en el medio
descrito por este modelo, se propaga con una
rapidez infinita. Para poder salvar esta dificultad,
se han propuesto varias modificaciones de la
misma, siendo las generalizaciones a ecuaciones
diferenciales parciales no lineales hiperbdlicas
las mds interesantes. De hecho, la inclusion
de un tfiempo de relgjacion ha sido aplicada
satisfactoriamente en el estudio de la dindmica
de poblaciones de pardsitos (Hadeler y Dietz),
la propagacién de virus en placas cuando se
considera el tiempo de retraso afribuido a la
reproduccion del mismo (Fort y Mendez) vy la
migracion de poblaciones durante el periodo
Neolitico en Europa (Fort y Mendez), entre otras
situaciones realistas.

El modelo postulado en este articulo puede
ser considerado como una generalizacion de la
ecuacion de Heaviside propuesta para el estu-
dio del fenédmeno de transferencia de calor para
escalas de tiempo del orden de zeptosegundos
(Marciak-Kozlowska y Koslowski), la investigacion
de la ecuacion modificada de Schrédinger pro-
puesta para describir las interacciones de los
electrones dentro de los dtomos en una escala
de fiempo de los attosegundos (Marciak-Kozlows-
ka y Koslowski), y de la ecuacién modificada de
Klein-Gordon que fue empleada para estudiar la
propagacion del estado térmico inicial del uni-
verso (Koslowski y Marciak-Kozlowska). Como se
mencionard al final de este trabajo, este articu-
lo infenta construir un puente que comunique el
estudio de la ecuacién de onda amortiguada a
través de esquemas no estdndares de diferencias

finitas que conservan la positividad de las solucio-
nes, y el correspondiente estudio de las versiones
hiperbdlicas generalizadas de la ecuacion de Fis-
her-KPP que incluyen, entre ofras caracteristicas,
la presencia de coeficientes no constantes.

Es importante mencionar que los métodos
numeéricos que se presentan en este trabajo han
sido disenados siguiendo los paradigmas postu-
lados por Mickens. En particular, se aprovecha la
idea de representar a las derivadas parciales de
primer orden como una suma distribuida de di-
ferencias adelantadas y centradas. Ademds, se
aproximan las derivadas parciales de segundo
orden con respecto a una variable fija utilizando
la aproximacién de Dufort-Fraenkel (Lari), esto
con el objetivo de simplificar la expresién de los
esquemas explicitos que resulten.

En la segunda seccidon de este articulo,
presentamos la ecuacidén lineal hiperbdlica
de interés. A continuacién, se infroduce
la notacidn numérica y los esquemas no
estdndares de diferencias finitas para aproximar
nuestro problema. Luego, se lleva a cabo una
validacién sistemdtica y detallada del codigo
computacional, contrastdndolo con soluciones
exactas derivadas anteladamente. Finalmente, el
frabajo termina con una seccidn de conclusiones.

Problema matematico

Sean T, Kk y § nUmeros reales positivos, sea una
constante no negativay sea/unintervalo cerrado
y acotado del sistema de los nUmeros redles .
Asumase que u es una funcion de (x,t), donde x&/
y t > 0. El punto de partida de esta investigacion
es la ecuacion diferencial lineal parcial vy
homogénea con coeficientes constantes:

0%u

ot?

82
aXL;'F'}/a—ﬁZu:O. (2)

Cabe mencionar que esta ecuacidn puede
ser facilmente identificada con otras en ciertos
casos especiales. Por ejemplo, ésta se tfransforma
en la ecuacion de onda cldsica con rapidez de
propagacién igual a vk /t en el caso en que
ambos y y B sean iguales a cero; la ecuacién
de onda amorfiguada con la misma rapidez
de propagacion aparece en la ecuacion (2)
si B = 0. La ecuacién de Helmholtz (Zwillinger)
— una expresion derivada de la ecuacién de
Maxwell para estudiar la propagacion de
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ondas — es obtenida si ambos, Ty y, son iguales
a cero. La ecuacién clésica de Schrédinger con
potencial constante ¥ =-° aparece cuando
=0, y=—in y Kk =h*>/(2m)donde h denota
la constante original de Planck dividida por 27, y
mrepresenta la masa; por ofro lado, la ecuacién
de Klein-Gordon amortiguada de la mecdnica
cudntica relativista resulta de (2) si g es un nUmero
complejo puro. Sin embargo, como se menciond
anteriormente, en este frabagjo se enfoca la
atencién al caso cuando y es un nUmero real no
negativoy T, Ky 8% son positivos.

Otras variantes de (2) ecuacién aparecen
en varias ramas de la fisica, quimica y biologia.
Como ejemplo, la ecuacion linedlizada de
Landau-Ginzburg de la superconductividad
(Kudryavtsev), se obtiene si y = 0, y la
ecuacion de Maxwell-Cattaneo con uso en la
termodindmica se deriva de (2) cuando B = 0.
Mds relevantemente, (2) es una modificaciéon de
la ecuacion de Heaviside (fambién conocida
como la ecuacién del telégrafo), la ecuacion
cldsica de Heaviside siendo obtenida de (2) si B
es un numero complejo puro.

Problema en un dominio acotado

En el terreno de la fisica, y es dificimente cero.
Ademds, la ecuacion (2) estd acompanada de
las condiciones iniciales y/o de frontera en el
conjunto 1. Para propdsitos de validaciéon serd de
particular importancia considerar el conjunto de
condiciones iniciales y de frontera

u(x,0) - sin(mx), O< x <1,
Z—“(x,o)= 0 ,0<x<1
200) = 0 . t>]
u(l,1) 0 , t>]

asociadas con la ecuacion modificada de Fisher-
KPP bajo estudio, en el intervalo I =[0,1]. Después
de aplicar la técnica de separacion de variables,
la solucién analitica con las condiciones de valor
inicial y de frontera generada por la ecuacioén (2)
y las condiciones (3), es:

(3)

u(, )= exp(_g)sm(m)np(,) (4)
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donde
1 ] ﬁ <T Y T< Tc,
cosh(wt)+\/Xsmh(wt)’{ B>, 5
- T
lp(;)_4 1+2rt B=ryT=1,
cos(wt)+isin(wt)
\/w P<myT>1,
Y

2 2_4 2_ 2
gy A o 1

Esquema de diferencias finitas
-Nomenclatura

En la presente seccidn, se introduce el esquema
de diferencias finitas no estdndar utilizado para
aproximar las soluciones de (2). En lo que resta
de la misma, I representard un intervalo fijo
y cerrado de la forma [a,b], y las soluciones de
la ecuacidon modificada de Heaviside serdn
aproximadas en el intervalo temporal [O,T]
. Con este fin, fijaremos particiones regulares
a=xy<x <--<xy=byO0=t <t <---<t,, =T de
los intervalos 7'y O,T], respectivamente, de normg
Ax y At en cada caso. Con esta notacion, U,
denotard la aproximaciéon numérica del valor de
uen (xn,tk ) paran=0,1,....Nyk=0,1,...,.M.

Después de haberse desarrollado el andlisis
no dimensional de (2), es fdcil observar que una
simplificacion para su estudio se encuentra al
alcance al tomar k =y =1, una convencién que
se seguird a partir de este punto en adelante.
Ademds, porsimplicidad, se empleardla siguiente
notacion estdndar:

(5(2)1/lk _ uf” —2uf +Ltf_1 (7)

' (Aaxy (ary

asi como la nomenclatura (no tan estdndar)

k k k
u, . —2u, +u

n+l n n-1 (2) k _

b 5[ u, =

k+1 k k+1 k-1 k k+1 k-1 k

w," —u u," —u < u,, - +u ™ u

k_ n n n n @)k _ Upn Q"u n n-1 (8)
0, i, —(l—oc oty §Phf el S~ on S el

At 2A1 (Axy

donde se sobreentiende que a es un nUmero
real. Es claro que las férmulas para las segundas
diferencias cenfrales en (7) aproximan las
segundas derivadas parciales de u respecto a
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X Yy t, respectivamente, mientras que la primera
expresidon en la ecuacién (8) aproxima la primera
derivada parcial de u respecto a ¢, y la segunda
aproximalasegundaderivadarespecto ax. Cabe
senalar que el pardmetro a. es un parédmetro de
ponderacion entre dos aproximaciones de la
primera derivada con respecto al tiempo. En
estos términos, la primera ecuacion en (8) es
una manera no estdndar de aproximacién a la
primera derivada temporal.

-Esquema de diferencias finitas

El esquema de diferencias finitas no estdndar
utilizado para aproximar las soluciones de (2) es:

/32
s =l vaJ-00 )
Es importante mencionar que el tipo de
segunda diferencia utilizada en este esquema
para aproximar la segunda derivada parcial de
u respecto x es conocida como la aproximacion
de Dufort-Frankel (Lari), la cual fue empleada
exitosamente en el estudio de la ecuacién de
onda cldsica con amortiguamiento (Mickens
y Jordan). Esta Ultima expresion es obtenida
de la anterior al reemplazar u* por @**' +u'™" )2.
Una aplicaciéon de los criterios de Neumann
facilmente expone que el esquema antes
presentado es estable bajo la correcta seleccion
de los pardmetros computacionales. No es dificil
comprobar que el esquema de diferencias finitas
puede ser reescrito de la manera siguiente:

0Pk - 5@k + 5

k™ = e+ ™ kGl vk ) (00
donde las constantes &, k,,k; k,ER dependen
de los pardmetros computacionales Ax y At, y de
los del modelo 7,x,y y B> De hecho, la Tabla 1
proporciona una expresidon concreta para cada
constante.

Tabla 1. Relacién de la expresién de cada pardmetro
k ky,k; k,€ER con la expresién explicita del esquema
considerado

Coeficientes
k, k, k, k,

2
—+R+1-— 2—T+1—oc e T R+ﬁAt
A At 2 At 2

Por simplicidad se definea R = At/(Ax)z,

- Positividad

En la esta seccién, se establecen condiciones
en los pardmetros ki.ky, ks Y k, en (21), con
el objeto de garantizar que las aproximaciones
en el (k+1)-ésimo paso de tiempo sean no
negativas, asumiendo que las aproximaciones en
los k—y (k—l)— €simos pasos son no negativas.
Definase

At
R=—. 11
™ (11)
Sea k; —el coeficiente de u'™ —igual a R. Es

posible establecer rdpidamente que el valor de
o y los valores de los coeficientes de u**'y u*son,
respectivamente,

a=2(2R+i), k =1-R, k,=1-4R (12)

Se opta por forzar laigualdad con el objetivo

de simplificar la expresidn del esquema explicito;

- 1 . . .
es decir, igualamosr = T Bajo estas circunstancias,
el esquema se transforma en:

(13)

u = ”r]:_l + (1 + 2ﬁ2At)(u:+1 + ”:-1)
" 3

Por conveniencia, la Tabla 2 presenta el valor
de a que hace que el coeficiente k3 serigual a
R, y los valores de los coeficientes k,k, y k; en
términos de a.

Validaciéon computacional

Considérese el problema con valor inicial-
frontera descrito por la versibn no lineal de
la ecuacion diferencial (2) y las condiciones
(6). Ademds, con el propdsito de generar
soluciones no negativas de este problema
de valor mixto, se seleccionan los pardmetros
B=1y1=0.0001/2z).Computacionalmente,
se [fjan A7r=0.0004 y Ax=0.04, de forma que
R=1-Bojo estas circunstancias, el coeficiente
2 para este esquema es cero. Se procede a
aproximar las soluciones del problema con valor
inicial y de frontera, utilizando el esquema para
diferentes valores de tiempo. Los resultados de
las simulaciones y las soluciones exactas son
presentados en la Figura 1. Estos, exhiben que,
bajo las condiciones computacionales antes
mencionadas, las aproximaciones se encuentran
en excelente acuerdo con los resultados
esperados.
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Tabla 2. Expresién de cada coeficiente k; k,,k; k, en el
esquema explicito de diferencias finitas, y la eleccién de o

Parametros
o k, k, k; k,
_ _ 2
o 2rs L 1-R 1-4R R R4 BPAt
At 2

El parametro a se escogi6 de forma que k;fuese iguala R.

Cabe mencionar que las  técnicas
computacionales estdndares de orden superior
pueden generar soluciones negativas para
problemas que son no negativos (como el que
se estudia en esta seccién), o bien, resultar
inestables. Por ejemplo, considérese el siguiente
esquema estdndar de diferencias finitas para
aproximar las soluciones de (2):

n

2
‘55,(2)uf —5x(2)uf +0, ur —%E{k” +uf‘1]= 0 (14)

1

0.9+ i
0.8+ B
0.7F q
0.6 q
Sol. Exacta
2051 o Esquema ]
04f .
0.3F B
0.2 q
0.1F q
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

0.5 T T T T
0.45 i
0.4r B
0.35+ B
0.3F il

Sol. Exacta

3 025¢ o Esquema ]
0.2+ B
0.15+ B
0.1 i
0.051 q
Oi) 012 014 016 018 1

X
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Es claro que este método es consistente de
orden o((ar} +(Ar) ): sin embargo, presenta una
region reducida de estabilidad, tal y como es
evidenciado por simulaciones (no incluidas).

En vista de la necesidad de proveer una
comparacién computacional entre el método
propuesto y (14), se considera de nuevo la
ecuacion diferencial (2) definida en el intervalo
espacial [0,1] y fiempo ¢=7, junto con las
condiciones (6). Subsecuentemente, se toman los
mismos valores paramétricos que en el comienzo
de la seccidn, y se consideran diferentes valores
para Ax ; adicionalmente, para cada tal valor, se
permite que A7 tome diferentes valores. Ademds,
para Ax y At y fijos, se calcula la diferencia
entre la solucién y el problema con valor inicial y
de frontera u en el tiempo Ty la correspondiente
aproximacion (”f,w)]lo provista por el método
numeérico, a través de :

Hu—(uf)Hw=max ‘{A(X,, ,T)—uf,”‘:n=0,1,...,N} (]5)

0.9+ 1
0.8 4
0.7+ 1
0.6 i
Sol. Exacta
= 051 o Esquema ]
0.4- 1
0.3F 4
0.2 1
0.1 4
oc L L L L ]
0.2 0.4 0.6 0.8
3 X
1 x 10
0.8r 4
0.6 B
Sol. Exacta
> o Esquema
041 B
0.2+ q
0d : : : : .
0 0.2 0.4 0.6 0.8

X

Figura 1. Graficas de las soluciones u(x, l) con sus correspondientes aproximaciones de la ecuacién diferencial (2)
sujeta a las condiciones de valor inicial-frontera (6) contra X, en cuatro diferentes tiempos: (a) t = 0.0008, (b) t = 0.008,

()t =0.08, (d) t = 0.8. Los parametros K y Y son iguales a 1, /3)2 =1y T = 0.0001/(2JT ). Las aproximaciones se
encuentran en excelente acuerdo con la solucién exacta.
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Tabla 3. Maximo valor absoluto del método numérico para distintos valores de Ax y Az obtenidos al
aproximar la solucién exacta de (2) sujeto a las condiciones de valor inicial-frontera (6) en el tiempo t=0.08

Ax
0.04 0.02
At At
1x107* 5%107 2.5x107° 5%107 2.5x107° 1x107°
Esquema
1.50x107" | 1.82x107° | 1.65x107° | 7.13x1077 | 1.22x1077 | 8.75x107’
Estindar 00 9.08x10™° | 9.35x107° 0o 1.88x107 | 2.05x107°

Por ello, la Tabla 3 presenta los resultados
numeéricos para elmétodo no estdndar propuesto,
y elmétodo estdndar (14). Losresultados muestran
qgue, al menos para los pardmetros numéricos
empleados y el problema con valor inicial y de
frontera estudiado, los métodos no estdndares
proporcionan resulfados que son ligeramente
mds acertados que los del estdndar.

Finalmente, considérese el ejemplo mdssimple
y estdndar de orden cuadrdtico para aproximar

x10~

0.1
021
0.3

05
06
071
081
091

-1
Figura 2. Grafica de la solucién a la ecuacién diferencial
parcial (2) al tiempo 5, usando una técnica estdndar
de aproximacion de orden cuadrético, empleando los
pardmetros usados en la Figura 1. Para el caso, se usaron
tamanos de paso iguales a 0.2 y 0.1 en el espacio y en el
tiempo, respectivamente.

soluciones de (2). Para propdsitos prdcticos,
considere el problema de valores mixtos descrito
por (3), con los par&dmetros usados en la presente
seccién. Fijese un tamano de paso en el espacio
igual a 0.2, y uno de paso temporaligual a 0.1. La
Figura 2 muestra la aproximacion dada por dicho
método al tiempo 5. La simulacién muestra que,
aun cuando la solucién deberia ser no negativa,
el método estdndar arroja aproximaciones
negativas.

CONCLUSIONES [

Se ha presentado un esquema de diferencias
finitas con el objetivo de aproximar las soluciones
de una ecuacion diferencial que aparece en
la dindmica de poblaciones. EI modelo estuvo
basado en una ecuacidn modificada de
Heaviside en (1+1)-dimensiones, y el desarrollo

-100

60 100 X

"Convergencia de perfiles localizados en la ecuacién
hiperbdlica de Fisher-KPP".
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del método numeérico propuesto para resolver el
modelo estd basado en métodos de diferencias
finitas no estandares.

El método propuesto en este trabajo es
consistente de orden ofar+(axy). Sin embargo,
las comparaciones computacionales contra las
técnicas de orden superior muestran que estas
Ultimas no son capaces de identificar el cardcter
de positividad de las soluciones en algunas
instancias, problema que puede ser evitado
utilizando nuestro método a costa de perder
orden de consistencia. El método fue sistematica
y detalladamente validado contra soluciones
analiticas conocidas. Sin embargo, aun quedan
varias direcciones abiertas a la investigacion.
Por ejemplo, es altamente deseable disenar
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