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RESUMEN I

La determinaciéon de una zona de confort es
un objetivo de la bioclimatologia humana. El
desarrollo manual, perceptivo e intelectual del
hombre depende de la condicién térmica que
experimente. Los indices térmicos han sido desa-
rrollados para zonas y grupos étnicos especificos
del planeta, porlo que en este trabajo se presen-
ta una propuesta de adecuacién de los indices
Temperatura Efectiva (TE) y Wind-Chill asi como la
estandarizacion de sus escalas de sensacion tér-
mica para la ciudad de Xalapa, Ver. La tempera-
tura fue la variable a través de la cual se realizé
este proceso y los resultados obtenidos fueron sa-
tisfactorios al mostrar sensaciones térmicas muy
similares ambos indices en dos meses contrastan-
tes. La aplicacion de este tipo de informacién
incluye a la arquitectura y a la medicina, entre
otras especialidades.

ABSTRACT |

An important aim of human bioclimatology is the
determination of comfort zones since human de-
veloping depends on the experimented thermal
conditions imposed by the environment. For this
purpose series of thermal indexes has been elo-
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borated for specific regions and ethnical groups;
therefore, the main objective of this paper is the
proposal of the modification of two thermal in-
dexes: Effective Temperature and Wind-Chill. This
modification was made by standardizing the ther-
mal sensation scales for the city of Xalapa, Ver. Air
temperature was the main variable taken into ac-
count for the development of this modification.
Results were satisfactory in view of the fact that
thermal sensation scales for both indexes were
very similar after standardization in at least two
confrasting analyzed months. This resulfing infor-
mation can be useful, for example in architectural
design and medical care among other subjects.

INTRODUCCION I

La Organizacién Meteoroldgica Mundial (OMM,
1992) define a la Bioclimatologia como la cien-
cia que estudia la influencia ejercida por el clima
sobre los organismos vivos. En consecuencia, la
Bioclimatologia Humana estudia la influencia del
clima sobre los seres humanos. Uno de los gran-
des objetivos de la bioclimatologia humana es la
determinacién de un intervalo o zona de bienes-
tar térmico (o, como ha sido adaptado del fran-
cés: confort) humano.

Entre las razones para determinar las condi-
ciones de confort térmico se encuentran las rela-
tivas al desarrollo de actividades fisicas intensas
(Tudela, 1982), asi como al reconocimiento de
que el desempeno intelectual, manual y percep-
tivo del ser humano es, en general, mayor cuan-
do él se encuentra en confort térmico con sus
alrededores (Fanger, 1970).

La definicidon de sensacidén térmica estd lejos
de ser facil, y en ausencia de un criterio objetivo,
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las sensaciones subjetivas que resultan del estimu-
lo térmico han sido adoptadas como medidas
de la calidad térmica del ambiente. Asi, las sen-
saciones térmicas se centran alrededor de dos
“cantidades” opuestas: calor y frio, cada una de
ellas con diferentes intensidades; por ejemplo:
los términos agradable (confortable), caluroso y
muy caluroso por un lado, y agradable-fresco-
frio, por otro, son bien conocidos. Por ello, las sen-
saciones térmicas pueden ser englobadas en dos
categorias simples: confort y malestar.

Para que un ser humano se encuentre total-
mente confortable intervienen muchos factores
como los fisicos (temperatura, humedad, viento,
etc.), fisioldgicos (edad, sexo, salud, etc.), emo-
cionales (tristeza, alegria, etc.), sociales (moda
en el vestido y cabello, etc.) y varios mds. Sin em-
bargo, si se supone una persona joven comun,
que viste apropiadamente, que se encuentra
sana fisica y mentalmente, etc., de tal forma que
la sensacién de confort es causada Unicamente
por las condiciones térmicas ambientales, enton-
ces se puede decir que el confort para esa perso-
na es la condicidn mental que expresa satisfac-
cion con el medio que le rodea (Fanger, 1970).

Por ofra parte, los elementos meteoroldgicos
no actluan de manera aislada, la atmdsfera ac-
t0a como un todo sobre el organismo humano.
Se ha reconocido que las variables intrinsecas
al organismo y meteorolégicas mds importantes
gue afectan la condicién de confort son (Fanger,
1970 y Landsberg, 1972): nivel de actividad (pro-
ducciéon de calor por el cuerpo humano), resis-
tencia térmica de la ropa, temperatura del aire,
flujos de energia (calor) intercambiados, rapidez
relativa del viento y presién de vapor del agua
(humedad). Henstschel (1986) propone que el
grado de importancia de las variables meteoro-
I6gicas depende también de la zona climdatica
donde pretende realizarse el estudio bioclimdti-
co. En los tropicos, por ejemplo, la temperatura
del aire y la humedad, de acuerdo a ese autor,
son las variables predominantes. Es evidente que
el confort térmico puede ser alcanzado por mu-
chas combinaciones de las variables senaladas;
de tal forma que un indice de confort, indice tér-
mico o indice bioclimdtico, es un método que
permite la estimacién combinada de los elemen-
tos atmosféricos sobre el cuerpo humano (Givoni,
1974).

Con base en las variables utilizadas, Taesler
(1986) identifica cuatro lineas de investigacion re-

lativas a los indices térmicos: la simulacién fisica,
en la cual se utilizan “cuerpos” instrumentados
para medir los efectos combinados de las varia-
bles atmosféricas sobre el cuerpo humano; el mo-
delamiento matemdtico, el cual calcula indices
térmicos correlacionados a sensaciones térmicas
o areacciones fisioldégicas y simula el balance de
calor en el cuerpo; los estudios experimentales,
que usan objetivamente pruebas de desempe-
no asi como votos subjetivos en condiciones de
campo o en cdmaras climdticas contfroladas; y
los estudios epidemiolégicos, mismos que parten
de métodos estadisticos para establecer posibles
relaciones entre las condiciones ambientales y la
ocurrencia de diversas enfermedades. Morgan y
Baskett (1974) identifican dos enfoques en los es-
tudios bioclimdticos: el sintético o empirico, que
combina diversas variables meteoroldgicas para
expresar el confort térmico, y el analitico, el cual
explica las bases fisicas del confort térmico exa-
minando los intercambios de energia entre el ser
humano y su ambiente.

En generdal, los trabajos sobre evaluacion bio-
climdtica en el pais han sido realizados con base
en los indices empiricos que, de acuerdo a Mor-
gan y Baskett (1974) son producto de la combi-
nacién de dos o mds variables meteoroldgicas a
través de expresiones matemdticas sencillas. Este
tipo de indices, de acuerdo a Taesler (1986), se
particularizan a condiciones, sitios y aln grupos
étnicos (en particular, actividad sedentaria, lati-
tudes medias y blancos). Si bien los indices que
consideran los mecanismos de infercambio de
calor entre el cuerpo humano y sus alrededores
para evaluar el bioclima son exitosos y de validez
universal, ya que son producto de la aplicacion
de la primera ley de la termodindmica, su apli-
cacioén se dificulta debido al tipo de informacidn
requerida en sus cdlculos.

Como se ha comentado, debido a la parti-
cularizacion de sitios y grupos de los indices em-
piricos, el objetivo de este trabajo es mostrar un
ajuste de las escalas de sensacion térmica de los
indices de sensacién térmica empiricos Tempera-
tura Efectiva (TE) y Wind-Chill (K), para la ciudad
de Xalapa, Veracruz, México, como un ejemplo
de lo que se puede hacer para otras ciudades
del pais, pues la aclimataciéon al sitio de residen-
ciajuega un papel importante en las sensaciones
térmicas experimentadas. Los resultados de este
fipo de trabajos pueden ser aplicados en ramas
como la arquitectura bioclimdtica y planeacién
urbana, entre ofras.
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MATERIALES Y METODOS ]

Los indices TE y K propuestos por Missenard (1937)
y Sipple y Passel (1945), respectivamente, se cal-
culan con las siguientes relaciones:

TE = T-0.4(T-10)(1-HR/100)
K= (10 + 10.45 - v)(33-T)

[°C]
[KCal/m?

donde T: temperatura del aire [°C]; HR: humedad
relativa del aire [%] y v es la rapidez del viento
[m/s].

En la Tabla 1 se muestran escalas de sensa-
ciones térmicas asociadas a estos indices, donde
se destacan dos aspectos: los indices fueron ge-
nerados para lafitudes medias y altas, como es el
caso de K, y las escalas de sensaciones térmicas
no son correspondientes ni simétricas alrededor
del confort, ademds, en el caso de K, mientras
mayor sea el valor, mayor serd la sensacién tér-
mica de frio asociada. Bajo esta perspectiva, se
plantea la siguiente cuestion: sComo obtener
una escala de sensaciones térmicas para perso-
nas de latfitudes tropicales y que a la vez, permita
comparar dichos indices? Para resolver la cues-
tion planteada se procedid de la siguiente mane-
ra: se obtuvieron los datos meteorolégicos hora-
rios del ano 1999 del Observatorio Meteorolégico
de la ciudad de Xalapa, Ver., la cual se ubica a
los 19.5° lat Ny 96.5° long W, a una alfitud de 1460
msnm, y posee un clima templado humedo con
abundantes lluvias en verano. Se calcularon los
indices TE y K horarios para los meses de enero,
abril, julio y octubre. Entonces se obtuvieron los

indices de correlacién entre los indices vy las va-
riables utilizadas para calcular dichos indices (T,
HR y v). Puesto que la T fue la variable que mos-
tré mayor correlacion con los indices, se utilizd el
concepto de termopreferendum, el cual indica
la temperatura preferente de las personas acli-
matadas al sitio del cual se desea calcular los
intervalos de sensacion térmica. El termoprefen-
dum se calculd con la siguiente expresion (Auli-
ciems, 1992):

To=031Tm+17.6

donde Tp es el termopreferendum y Tm es la tem-
peratura media mensual, ambos en °C. En este
punto, es importante senalar que la temperatura
media mensual se obtiene de las Normales Cli-
matolégicas, valor representativo del sitio en un
periodo de tiempo relativamente largo.

Si bien el termopreferendum da un valor de
temperatura preferente asociada en este caso,
como el punto cenfral del confort, existe un pe-
qgueno rango en el cual se sigue manteniendo.
Para determinar ese rango, se aplicé el método
propuesto por Wakely (1978), que relaciona la
amplitud de la zona de confort con la oscilacion
térmica media anual (mientras mayor sea la osci-
lacion, mds amplia es la zona de confort).

Por ofra parte, la escala de sensaciones tér-
micas de la ASHRAE (1966) es una escala que
considera siete sensaciones térmicas centradas
alrededor del confort basada en la amplitud de

la zona de confort. Esta escala se ocupd para

Tabla 1. Escalas de sensaciones térmicas asociadas a TE (tomada de Hetschell, 1986) y K (tomada de Terjung, 1966)

Rangos de Sensacion térmica Rangos de la K Sensacion térmica
laTE
>30 Calor pesado

24 a 30 Calor moderado

18 a 24 Calor placentero <200 Caluroso
12a18 Placentero 200 a 300 Confortable
6a12 Fresco 300 a 600 Fresco
0aé6 Muy fresco 600 a 800 Relente
-6a0 Frio ligero 800 a 1000 Frio

-12 a -6 Frio 1000 a 1200 Muy frio

-18 a -12 Muy frio 1200 a 1400 Frio mordaz

-24 a -18 Frio intenso > 1400 Congelacion
<-24 Peligro de congelacion
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aplicarla a la estandarizacién de los indices y poder compararlos.

RESULTADOS I

En la Tabla 2 se muestran los coeficientes de correlacién entre los indices térmicos y las variables utili-
zadas para su cdlculo. Un aspecto interesante es el bajo indice de correlacion entre v y K, cuando el
cdlculo de este indice depende de v ademds de T.

Tabla 2. Coeficientes de correlacién (r) entre los indices térmicos y las variables utilizadas para su célculo en la ciudad
de Xalapa, Ver.

indice T HR \'
TE 0.98 -0.39 0.40
K -0.78 0.41 0.15

El termopreferendum para la ciudad de Xalapa tuvo un valor de 23.2°C y la amplitud del rango
de confort fue de 4°C. Bajo estos resultados, en la Tabla 3 se muestran los limites de las sensaciones
térmicas de acuerdo a la escala ASHRAE.

Tomando como base la temperatura, en la tabla 4 se presentan los modelos de regresion lineal

entre los indices TE y K y esta variable. Asi, este sencillo paso permitid ajustar la escala de los indices
senalados utilizando los limites térmicos de la Tabla 3.

Tabla 3. Limites de las sensaciones térmicas de la escala ASHRAE a la ciudad de Xalapa, Ver., con base en la temperatura

Rango de Temperatura (°C) Sensacion Térmica
> 33.2 Muy caluroso
29.2a332 Caluroso
25.2a29.2 Ligeramente caluroso
21.2a252 Confortable
17.2a21.2 Ligeramente fresco
13.2a17.2 Fresco
<13.2 Frio

Tabla 4. Modelos de regresioén lineal, coeficientes de determinacién y errores estandar de estimacién de los indices térmi-
cos y la temperatura en la ciudad de Xalapa, Ver.

Modelo Coeficiente de Coeficiente de Error estandar de
correlacion determinacion estimacion
TE = 3.62 + 0.69T 0.98 0.96 0.78 °C
K =599.3 -15.7T -0.78 0.62 2.37 KCal/m?

En las Tablas 5 y 6 se muestran las escalas de sensaciones térmicas estandarizadas a través de las
regresiones lineales.

Para fines de comparacioén, en las Figuras 1y 2 se presentan las marchas diurnas promedio de las
sensaciones térmicas para TE y K estandarizados a la escala ASHRAE para los meses de enero y akbril,
contrastantes en cuanto a sensaciones térmicas.
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Tabla 5. Escala de sensaciones térmicas de K una vez estandarizada a la escala ASHRAE a través del termopreferendum
y rango de oscilacién

Sensacion térmica Limites de TE (KCal/m?)

Muy Caluroso (MC) <545

Caluroso (C) 54.5-112.0
Ligeramente Caluroso (LC) 112.0 - 169.5
Confortable (CO) 169.5 — 227.0
Ligeramente Fresco (LF) 227.0—284.4
Fresco (F) 284.4 —341.9
Frio (Fr) >341.9

Tabla 6. Escala de sensaciones térmicas de TE una vez estandarizada a la escala ASHRAE a través
del termopreferendum y rango de oscilacién

Sensacion térmica Limites de K (°C)

Muy Caluroso (MC) >29.1

Caluroso (C) 26.0 — 29.1
Ligeramente Caluroso (LC) 22.8-26.0
Confortable (CO) 19.7 - 22.8
Ligeramente Fresco (LF) 16.5-19.7
Fresco (F) 13.4-16.5
Frio (Fr) <134

Como se observa en las Figuras 1y 2, las
sensaciones térmicas obtenidas después de es-
tandarizar los indices son un tanto similares. En el
caso del mes de enero, las sensaciones térmicas
de TE oscilan de FR (Frio) a Ligeramente Fresco

(LF). en tanto que para K solamente lo hacen en-
tre Frio (FR) y Fresco (F). Desde luego, las sensa-
ciones de mayor “frio” ocurren hacia las horas de
la salida del sol, mientras que las de mayor “cao-
lor'” ocurren hacia las primeras horas de la tarde.

Figura 1. Marcha horaria diurna promedio de TE y K durante el mes de enero de 1999 en la ciudad de Xalapa, Ver.
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Figura 2. Marcha horaria diurna promedio de TE y K durante el mes de abril de 1999 en la ciudad de Xalapa, Ver.
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En el mes de abril, ambos indices oscilan en-
tre tres sensaciones térmicas: Ligeramente Fresco
(LF), Confortable (CO) y Ligeramente Caluroso
(LC). Comparadas con el mes de enero, desde
luego, son sensaciones de mayor “calor”. En este
contexto, al menos en la sensacion térmica, la
coincidencia de los indices es alta.

DISCUSION S

La relacién bidireccional que existe entre el cuer-
po humano vy la atmdsfera es evidente; de tal
forma que muchos de los estudios que iniciaron
con el objetivo de mantener una alta produccién
(agricola, minera, industrial, etc.) se han extendi-

do en la actualidad con fines de mejorar el de-
sarrollo manual, perceptivo e intelectual del ser
humano (Tudela, 1982).

Son muchas las variables, factores y condicio-
nes que se requieren para alcanzar el desarrollo
6ptimo del ser humano, ademds de que este
fipo de estudios se han generado para latitudes
y grupos étnicos especificos, por lo que en este
frabajo sélo se presentan dos indices térmicos
sencillos que combinan a la temperatura con
otra variable (en este caso, humedad relativa
para un indice y viento para ofro). Este tipo de
indices han sido utilizados en nuestro pais desde
hace ya varias décadas y actualmente y a futuro

La sensacion térmica depende de muchos factores: edad,
género, actividad fisica que se realiza, estado de salud,
ambiente alrededor, etc. Pero en su mayor parte depende de
las condiciones meteoroldgicas.

La relacién bidireccional que existe entre el cuerpo humano y la
atmosfera es evidente.
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Los indices empiricos TE y K pueden ser aplicados a una ciudad
de clima templado como Xalapa, Ver.

con los mismos fines (por ejemplo Jauregui, 1971;
Jauregui et al., 1997; Jauregui y Tejeda, 2001), y
aunqgue existen nuevas tendencias y modelos, la
aplicacién de encuestas de confort para zonas
y lugares especificos son una fuente de informa-
cién referente a las preferencias de los individuos
en cuanto a sus necesidades para alcanzar el
confort (Garcia, 2008). Si bien en este trabajo no
se aplicaron encuestas como se senala en el pd-
rrafo anterior, se buscd atacar la adecuacién y
estandarizacion de escalas de dos indices para
compararlos.

CONCLUSIONES I

Con base en lo aqui presentado, se concluye que
los indices empiricos TE y K pueden ser aplicados
a una ciudad de clima templado como lo es la
ciudad de Xalapa, Ver., después de llevar a cabo
la estandarizacion, las sensaciones térmicas ob-
tenidas son muy similares. La estandarizacién a
través del termopreferendum considera, de al-
guna manera, la aclimataciéon de las personas al
sitio de estudio, pues conlleva en su cdlculo tanto

NUmero 48, (38-43) Enero-Abril 2010

a la temperatura media como a la oscilacion tér-
mica del lugar.

Los indices aqui expresados representan la
ventaja de utilizar para su cdlculo informacién
que, generalmente, es medida en un observato-
rio meteoroldgico como lo es la temperatura, la
humedad relativa y el viento.

Finalmente, es importante destacar dos as-
pectos: la informacién bioclimdtica tiene diferen-
tes tipos de aplicaciones como la arquitectura
(bioclimdtica), la planeacion urbana, la evalua-
cion de gastos de energia y la medicina, entre
otras. Y si bien, hoy dia se habla del efecto del
cambio climdtico, el crecimiento urbano tiene un
efecto mayor a éste, pues los materiales con los
gue se construyen las ciudades son buenos ab-
sorbedores y emisores de calor, para cuyo caso
se deben redalizar ofro tipo de estudios que que-
dan fuera del objetivo del presente.

Agradecimientos: Esta investigaciéon fue parcial-
mente financiada por DGAPA-PAPIIT, UNAM en el
proyecto IN213209-3.
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La informacién bioclimatica tiene diferentes tipos de
aplicaciones como la arquitectura (bioclimatica), la planeacién
urbana, la evaluacién de gastos de energfa y la medicina, entre
otras.
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Lixiviados de biosdlidos sobre la biota
dulceacuicola

Francisco José Flores Tena ', Lizbeth Flores Pardavé ',
Iris del Carmen Valenzuela Cdrdenas ', Eduardo Andrés Flores Salinas 2

RESUMEN I

El objetivo de este estudio es conocer los efectos
gue producen los lixiviados de los biosdlidos sobre
diversos representantes de la biota dulceacuico-
la. Los efectos sobre el crecimiento o la mortali-
dad (CL,, en las diferentes especies se evalian
a través de diversos bioensayos. Nannochloris
oculata resultd afectada en su crecimiento por
concentraciones mayores a 500 ppm de lixivia-
dos. Las CL50, alas 48 h., para las especies de la
fauna fueron 8.6%, 42.4% y >80% para Oreochro-
mis niloticus, Lecane quadridentata y Limnodrilus
hoffmeisteri, respectivamente. Los drenajes del
suelo adicionado con biosdélidos también afec-
taron a N. oculata, mientras que las CL50, a las
48 h; para la fauna acudtica fueron 90 t/ha, 206
t/ha y 432 t/ha para las especies ya menciona-
das. Las concentraciones obtenidas en los bio-
ensayos son altas y dificiimente se presentardn
en la naturaleza, a menos que por descuido en
el manejo de los biosdlidos se concentren los
lixiviados en el campo, lleguen y permanezcan
en los ecosistemas dulceacuicolas.
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ABSTRACT |

The goal of this study is to know the effects of
biosolid leachates on freshwater biota. Several
bioessays were conducted in order to evaluate
the effects on the growth and mortality (LC50)
in selected species. For Nannochloris ocula-
ta 500 ppm or more of elutriates inhibited their
growing. Elutriates LC50, values elutriates af 48 h;
for Oreochromis nilotficus, Lecane quadridenta-
ta and Limnodrilus hoffmeisteri were 8.6%, 42.4%
and >80%, respectively. Soil drainages amended
with biosolids affected to N. oculata. Drainages
LC50, values at 48 h; for aquatic fauna were 90
t/ha, 206 t/ha and 432 t/ha, for species mentio-
ned previously. LC50 values obtained are higher
and they are not common in nature, only with an
accident a high leachate concentration and its
draining reach to fresh water ecosystems.

INTRODUCCION [ ]

Los biosdlidos, subproducto del tratamiento de
las aguas residuales, constifuyen una fuente
importante de materia orgdnica y de minerales
que pueden utilizarse como fertilizante y mejoro-
dor de suelo (Girovich,1996). Los beneficios en la
productividad agricola ha sido ampliamente re-
portada (Salcedo-Pérez et al., 2007). Sin embargo,
en algunos de ellos se presentan  altas concentra-
ciones de varios elementos como los metales, com-
puestos orgdnicos toxicos y patdgenos que pue-
den disminuir su uso benéfico (Epstein, 2003).

Recientemente, la Universidad Auténoma de
Aguascalientes (UAA) ha realizado diversos es-
tudios con el objetivo de conocer y evaluar los
efectos adversos de los biosdlidos provenientes
de la planta tratadora de aguas residuales en
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Aguascalientes (Floresy Flores, 2005; Flores, et al.,
2008), de los cuales se ha obtenido informacion
importante para su uso.

Para conocer de una manera mds comple-
ta los efectos del uso de los biosdlidos, se consi-
derd pertinente evaluar su accién sobre la biota
del medio acudtico, realizando bioensayos con
lixiviados de biosdlidos y de drenajes agricolas si-
mulados, adicionados con biosdlidos en especies
representativas de ecosistemas dulceacuicolas:
Nannocloris oculata, especie fitoplanctdnica,
Lecane quadridentata, representante del zoo-
plancton, Oreochromis niloticus, especie necté-
nica exdtica que, junto con otras especies tam-
bién exdticas, conforman el 80% de la ictiofauna
en los cuerpos de agua de la entidad (Martinez y
Rojas, 2008), y Limnodrilus hoffmeisteri, habitante
del bentos.

MATERIALES Y METODOS ]

Se tomaron muestras de 5 kg de biosdlidos en
peso humedo de la planta tratadora de aguas
residuales de la ciudad de Aguascalientes. Los
elutriados se obtuvieron con la técnica propues-
ta por la Environmental Protection Agency (EPA),
en 1998. Para obtener los drenajes agricolas a
un matraz de 1 L se le agregaron 100 g de suelo
seco, proveniente de la Posta Zootécnica de la
UAA del tipo planosol eUtrico, 20 g de biosdlidos y
520 ml de agua destilada (representa 600 t/ha de
biosdlidos) y se siguid el procedimiento senalado
por la EPA para la obtencidn de elutriados. Tanto
alos lixiviados como a los drenajes agricolas se les
determinaron las siguientes caracteristicas quimi-
cas: pH, Sdélidos Disueltos Totales (SDT), conduc-
tividad, nitratos, sulfatos, nitrdgeno amoniacal,
fosfatos, cloruros, alcalinidad, dureza, Demanda
Quimica de Oxigeno (DQO) y los metales pesa-
dos Cd, Cr, Cu, Fe, Ni, Pb y Zn.

Los organismos planctdnicos seleccionados
para este estudio fueron la clorofita N. oculata y
el rotifero L. quadridentata, ambos proporciona-
dos por el Laboratorio de Toxicologia a cargo del
Dr. Roberto Rico; las crias de tilapia (O. niloticus)
se obtuvieron de la estacion piscicola de Pabe-
llébn de Hidalgo, Ags. y el tubificido L. hoffmeisteri
se obtuvo de la localidad de Mangas, Hgo. To-
dos los organismos fueron sometidos a las con-
diciones de laboratorio minimo dos semanas. La
cepa de N. oculata fue crecida en medio Bold
con 12 hluz (1700 Lux) y 12 h oscuridad durante
14 dias. Concluido este periodo, se anadieron los

lixiviados en la cantidad necesaria para obtener
concentraciones de 50, 200, 500 y 1000 ppm vy los
drenajes agricolas para probar las dosis de 400 y
800 t/ha. Se realizaron dos experimentos con dos
réplicas cada uno; el fiempo de exposicion fue de
una semana. Para conocer la densidad (células/
mL) se realizaron conteos con el microscopio a
diferentes densidades opticas para construir una
curva, posteriormente, se interpolaron los resulta-
dos obtenidos colorimétricamente bajo las dife-
rentes condiciones experimentales, obteniendo
de esta manera la densidad poblacional bajo las
diferentes condiciones experimentales. La con-
centfraciéon de clorofila fue evaluada de acuer-
do ala técnica descrita por Vollenweider (1974).
También se realizaron bioensayos con medio Bold
diluido un 50% y concentraciones mayores de
lixiviados (1000, 2000 y 5000 ppm) y de drenagjes
agricolas (2000 y 4500 t/ha).

Los bioensayos con L. quadridentata consis-
tieron en tres repeticiones con lixiviados y fres con
drenajes agricolas con cada una de las siguientes
concentraciones: 0, 6.25, 12.5, 25y 50% y 0, 37.5,
75, 150, y 300 t/ha para el caso de drenajes agri-
colas. También se utilizd un control negativo (tres
gotas de metil paration). Se colocaron diez roti-
feros en cada pocillo para cada concentracion,
se expusieron durante 48 h después de las cuales
se cuantificaron el nUmero de organismos sobre-
vivientes. Con los resultados de los bioensayos se
calcularon las CL50 para lo cual se utilizd el soft-
ware de la Universidad de Montpellier (1983). De
la misma manera para L. hoffmeisteri se realizaron
tfres repeticiones con lixiviados y tres con drena-
jes agricolas en cada una de las siguientes con-
cenfraciones: 0, 10, 20, 40 y 80%, para el caso de
los elutriados 0, 200 y 600 t/ha para los drenajes
agricolas. Se colocaron diez tubificidos en cada
frasco de 250 ml que contenian 15 g de arena y
185 ml de solucion. El bioensayo durd cuatro dias;
alas 48h, 72h y 96h se realizaron los conteos para
determinar el nUmero de sobrevivientes. Con los
resultados obtenidos se calcularon las CL50 para
cada uno de los tiempos y para cada bioensayo.

Para la realizacién de los bioensayos con la
tilapia (O. niloticus ) se colocaron 20 peces de
una talla de 5+ 1 cm en cada pecera de 20 |
de capacidad. Se seleccionaron las concentra-
ciones de 0, 5, 10, 15y 20% para el caso de los
lixiviados y de 0, 60, 120, 180, 240 y 300 t/ha para
los drenajes agricolas (Figura 3). Cada 24 horas se
revisaron las peceras y se retiraron los ejemplares
muertos. Con los datos recabados a las 48 h, 72
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h 'y 96h se calcularon las CL50 para los diferentes
bioensayos. Para los andlisis estadisticos se utilizd
el paquete estadistico Minitab (2008).

RESULTADOS Y DISCUSION I

Las caracteristicas quimicas de los lixiviados de
los biosdlidos y de los drenajes agricolas utilizados
para los bioensayos se presentan en la Tabla 1,
en ellos se aprecia que el contenido de metales
pesados es muy bajo en ambos casos, al menos,
un orden de magnitud inferior a lo establecido en
la NOM-001-ECOL-1996 para la proteccidon de la
vida acudtica (SEMARNAP, 1996), hecho que in-
dica que no existe contaminacion por parte de
estos elementos.

La composicion quimica de los lixiviados mos-
tré una cantidad importante de sales minerales:
Nitratos, fosfatos, sulfatos, cloruros, bicarbonatos,

mismos que pueden ser utilizados por los vegeto-
les para su crecimiento, en este caso la clorofila,
hecho que ya ha sido reportado por ofros autores
como Bell y Elmeteri (2007). Los bioensayos con
N. oculata mostraron que dosis de 50 ppm de
lixiviados producen un mayor crecimiento que
cuando no se agrega lixiviado, la dosis de 200
ppm produjo un crecimiento similar al testigo y
solamente dosis de 500 y 1000 ppm produjeron un
decremento con respecto a él. Ya que el medio
Bold contiene todos los elementos en concen-
fraciones optimas, un exceso de sales como las
dosis superiores produjeron una disminucién en el
crecimiento. Cuando se diluyd al 50% el medio
Bold sélo la adicion de 5000 ppm de lixiviados y
de 4500 t/ha de drenagje causaron efecto ne-
gativo en la especie, concentraciones menores
proporcionaron parte de los minerales faltantes,
debido a la dilucién, y que son necesarios para
su crecimiento (Reynolds et al., 1988). La concen-

Tabla 1. Caracterizacién quimica de elutriados de biosdlidos y de drenajes agricolas utilizados en los bioensayos

de toxicidad
Parametro Elutriados Drenaje agricola Elutriados* Drenaje agricola
600 t/ha 600 t/ha*
pH 8.92 7.37 8.29 7.22
SDT (g/L) 0.436 1.034 1.059 0.933
Conductividad (uS/cm?)
671 1590 1629 1435
Nitratos (mg/L) 12 186 36.3 161.3
Sulfatos (mg/L) 30 186 80 123
Nitrogeno Amoniacal (mg/L)
70 64 142 5
Fosfatos (mg/L) 0.19 52 86.5 45.5
Cloruros (mg/L) 23.9 2.39 14.39 4.79
Alcalinidad (mg/L) 180 160 386 750
Dureza (mg/L) 480 940 880 460
DQO (mg/L) 138 168 131 55
Metales (mg/L)
Cd 0.04 0.04
Cr 0.61 0.01
Cu 0.02 0.7
Fe <0.05 6.84
Ni <0.01 <0.01
Pb <0.01 <0.01
Zn <0.01 0.03

* Utilizados solamente con O. niloticus
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tracion de clorofila solamente aumenté significa-
tivamente cuando se agregd 50 ppm de lixiviado
y disminuyd significativamente cuando se utilizé
el medio Bold diluido y se agregd 5000 ppm de

lixiviado y 4500 t/ha de drenagje. Lo anterior coin-
cide con la disminucion en la densidad bajo es-
tas mismas condiciones (Tabla 2).

Tabla 2. Densidad y concentracién de clorofila “a” de N. oculata bajo diferentes condiciones experimentales

Condicién Densidad Clorofila “a”
(10° células/ml) ( mg/l)

Testigo 8.64 £ 1.122 7.29 +0.28°
50 ppm lixiviado 10.72 £ 0.22° 8.29+0.73°
200 ppm lixiviado 8.36 £ 0.40? 7.42 £0.51%
500 ppm lixiviado 6.50 + 0.36° 7.23 £0.092
1000 ppm lixiviado 6.23 £ 0.31° 7.10£0.102
MB (50%) + 1000 ppm lixiviado 9.34 £ 0.242° 7.47 £0.432°
MB (50%) + 2000 ppm lixiviado 8.19 £ 0.572 6.51 £ 0.522
MB (50%) + 5000 ppm lixiviado 6.78 + 0.26° 3.83 £ 0.31°
Drenaje 400 t/ha 7.12 £0.222 6.90 £ 0.162
Drenaje 800 t/ha 7.22 £+ 0.252 7.03+£0.212
MB (50%) + Drenaje 2,000 t/ha 7.67 £ 0.422 6.93 £ 0.422
MB (50%) + Drenaje 4,500 t/ha 6.42 + 0.36° 4.54 + 0.28°

Diferente literal significa diferencia significativa o = 0.05.
MB = Medio Bold.

Los valores de las CL,, obtenidas de los bioen-
sayos con la fauna dulceacuicola se muestran en
el Cuadro 3, en el que se observa que la especie
mds sensible en este estudio fue O. niloticus y la

mds resistente L. hoffmeisteri.

El nUmero de organismos muertos de L. qua-
dridentata se incrementd en la medida en que
se aumentd la concentracion de lixiviados y de
drenaje agricola. La mortalidad pudo deberse,
entre otros factores, al pH vy la salinidad; Wallace
et. al., (1993) mencionan que el pH dptimo para
esta especie oscila entre 6.5y 8.5, y el pH de lixi-
viados fue de 8.92.

L. hoffmeisteri mostré una gran tolerancia a
los lixiviados (Figura 1), ya que adn a una con-
centracion del 80%, sélo se registrd un 6% de mor-
talidad, probablemente, la concentraciéon de los
diversos componentes de los lixiviados no produ-
jo cambio importante en la fisiologia de los ani-
males, o bien, no contenian algin componen-
te toxico que les causara dano. El contenido de
salinidad en la concentracion del 80% (400 mg/l)
estuvo cercano al limite inferior de las aguas sa-
lobres de 500 mg/I (Lewis, 1980), sin embargo, de
acuerdo con Kennedy (1965) y Berezina (2003)
estos organismos son resistentes a cambios en la
salinidad. Cuando se utilizaron drenajes agricolas
si se observaron efectos negativos en la concen-

Tabla 3. Valores de CL,, en bioensayos con lixiviados y drenajes agricolas en O. niloticus, L. quadridentata y L. hoffmeisteri

Especie Lixiviados (%) Drenaje agricola (t/ha)
48 h 72 h 96 h 48 h 72 h 96 h
O. niloticus 8.6 7.9 7.6 90 90.5 121
L. quadridentata 42.4 206
L. hoffmeisteri >80 >80 >80 432 388 373

4]
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Figura 1. Ejemplar de L. hoffmeisteri expuesto a una con-
centracién de 80% de elutriados durante 96 h.

fracién de 600 t/ha, la cual puede ser una dosis
recomendada para suelos pobres en minero-
les como litosoles y planosoles, comunes en la
entidad, para ciertos cultivos forrajeros como
el maiz (Flores y Flores, 2005); en esta concen-
tracién se registraron muertes significativas a las
48h, 72h y 96h, debido a un posible factor como
mayor salinidad del drenaje agricola (1.1 g/l). Lo
anterior, indica que existe un limite de tolerancia
al contenido de sales para la especie, a pesar de
reconocerse como resistente ala salinidad (Lin y
Yo, 2008).

Sibienla tilapia (O. niloticus) es muy resistente
a la variacion de los pardmetros fisico-quimicos
del hdbitat (El-Shafai et al., 2007), las concentra-
ciones que presentan los lixiviados, especifica-
mente la salinidad y la DQO, pudieron conftribuir
de manera importante para incrementar la mor-
talidad a concentraciones del 10% o superiores
(Figura 2). En el bioensayo con drenaje agricola,
no hubo mucha mortalidad ya que la salinidad
y, sobretodo, la DQO fueron menores. Un hecho
que desconcertd fue que la mayor mortalidad
ocurrié a concentfraciones intermedias (180 t/hal),
en periodos de exposicion relativamente cortos
(48 h).

CONCLUSIONES I

Los lixiviados y los drenajes agricolas adicionados
con biosdlidos contienen sales que pueden servir

NUmero 48, (38-43) Enero-Abril 2010

Figura 1. Bioensayo de elutriados con O. niloticus. Se
aprecian ejemplares muertos a una concentracién de
10%.

como fertilizante para el desarrollo de N. ocula-
fa. Aunque con las concentraciones utilizadas
se observaron efectos negativos, en condiciones
naturales, la concentracién de sales en los cuer-
pos de agua suele ser menor a la del medio Bold
utilizado en este estudio.

Las CL,, obtenidas para los representantes

del zooplancton, del necton y bentos (L. qua-
dridentata, O. niloticus y L. hoffmeisteri) indican
diferente grado de susceptibilidad, siendo el pez
el mds sensible y el tubificido el mds tolerante,
tanto para los lixiviados como para los drenajes
agricolas con suelo de tipo planosol eUtrico de
la regién.
En general, los resultados obtenidos indican que
la biota acudtica se ve poco afectada por los
biosdlidos, por lo que la implementacién de este
subproducto como fertilizante en los cultivos re-
comendados, como los forrajes, no debe consi-
derarse como un riesgo ambiental, a menos de
que suceda algun derrame accidental de ellos
o algun ofro suceso que eleve la concentracién,
de tal manera, que se alcance en los cuerpos de
agua las concentfraciones que produjeron dano
en los bioensayos realizados en este estudio. Por
otro lado, también se tiene que considerar que
aungue se utilicen concentraciones de 400 y 600
t/ha de biosdélidos para la fertilizacion de los sue-
los de la regién, sélo una fraccién alcanza a lle-
gar a los cuerpos de agua y afectar a la biota
dulceacuicola.
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RESUMEN B | INTRODUCCION [

Se presenta un esquema no estdndar de
diferencias finitas para aproximar las soluciones
positivas de una ecuaciéon modificada de Fisher-
KPP que aparece en el estudio de la dindmica
de poblaciones. El método es consistente de
orden cuadrdtico y provee aproximaciones no
negativas para cualquier eleccidén de un perfil
inicial positivo. La técnica fue validada contra
soluciones analiticas para un problema de valor
inicial.

ABSTRACT |

We infroduce a non-standard finite-difference
scheme to approximate positive solutions of
a modified Fisher-KPP equation appearing in
the investigation of population dynamics. The
method is consistent to the second order, and it
provides non-negative approximations for non-
negative initial profiles. The method is validated
against known analytical solutions for an initial-
boundary-value.

Palabras clave: Problema hiperbdlico de valor inicial, es-
quema de diferencias finitas, positividad, ecuacion linea-
lizada de Fisher-KPP.
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Las condiciones de no negatividad en las
soluciones de modelos matemdticos son de gran
importancia cuando las variables a esfudiar son
medidas en unidades absolutas. Por ejemplo,
cuando la variable de interés es la densidad de
poblacién en biologia matemdatica o, cuando la
temperatura es manipulada en Kelvin, entonces,
el requerimiento de positividad en las soluciones
se convierte en una condicién fisica significativa
que debe ser observada.

Hoy dia, algunos problemas fisicos asociados
a la ecuacién de onda con amortiguamiento
(Mickens y Jordan) y la evolucién temporal de
poblaciones (Mickens, Moghadas y Moghadas)
han sido resueltos a través de varias técnicas
numéricas que fueron disefadas con el objetivo
de garantizar que las aproximaciones fuesen no
negativas. En su mayoria, la construccion de estas
técnicas estd basada en la nocidon de esquemas
de diferencias finitas no estdndares introducidas
(Mickens). Estos métodos han generado
resulfados satisfactorios fanto para ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas de segundo
orden como para elipticas. En este trabajo se
estudia un modelo hiperbdlico que describe la
densidad de ciertas poblaciones, basado en una
generalizacién de un método no estdndar de
diferencias finitas propuesto (Mickens y Jordan).

Los modelos parabdlicos han sido empleados
conun éxito parcial en cuanto ala descripcién de
fendmenos difuso-reactivos. Como ejemplo, Fisher
y Kolmogorov et al. estudiaron simultdneamente
la propagacioén de genes mutantes que son
cruciales para la supervivencia de poblaciones
distribuidas en hdbitats lineales. Su modelo llegd
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a ser conocido como la ecuacidén de Fisher-
Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (en la literatura
también se puede encontfrar como la ecuacion
de Fisher-KPP o simplemente como la ecuacion
de Fisher). Su expresidn es la siguiente:

u 0’u
E=K§+f(u) (1)

Agqui K juega el papel del coeficiente de
difusion, el cual es un nUmero real positivo,
y, f@)=muQ-u), siendo m una constante
también positiva. La ecuacion de Fisher-KPP es el
caso mds simple de una reaccién no lineal difuso
reactiva y ha sido extensivamente estudiada
tanto por la literatura matemdtica como por
la fisica y bioldégica. A pesar de la importancia
gue ha tenido desde su concepcidén, en 1937,
la ecuacion de Fisher presenta la desventaja
de que cuadlquier perturbacion en el medio
descrito por este modelo, se propaga con una
rapidez infinita. Para poder salvar esta dificultad,
se han propuesto varias modificaciones de la
misma, siendo las generalizaciones a ecuaciones
diferenciales parciales no lineales hiperbdlicas
las mds interesantes. De hecho, la inclusion
de un tfiempo de relgjacion ha sido aplicada
satisfactoriamente en el estudio de la dindmica
de poblaciones de pardsitos (Hadeler y Dietz),
la propagacién de virus en placas cuando se
considera el tiempo de retraso afribuido a la
reproduccion del mismo (Fort y Mendez) vy la
migracion de poblaciones durante el periodo
Neolitico en Europa (Fort y Mendez), entre otras
situaciones realistas.

El modelo postulado en este articulo puede
ser considerado como una generalizacion de la
ecuacion de Heaviside propuesta para el estu-
dio del fenédmeno de transferencia de calor para
escalas de tiempo del orden de zeptosegundos
(Marciak-Kozlowska y Koslowski), la investigacion
de la ecuacion modificada de Schrédinger pro-
puesta para describir las interacciones de los
electrones dentro de los dtomos en una escala
de fiempo de los attosegundos (Marciak-Kozlows-
ka y Koslowski), y de la ecuacién modificada de
Klein-Gordon que fue empleada para estudiar la
propagacion del estado térmico inicial del uni-
verso (Koslowski y Marciak-Kozlowska). Como se
mencionard al final de este trabajo, este articu-
lo infenta construir un puente que comunique el
estudio de la ecuacién de onda amortiguada a
través de esquemas no estdndares de diferencias

finitas que conservan la positividad de las solucio-
nes, y el correspondiente estudio de las versiones
hiperbdlicas generalizadas de la ecuacion de Fis-
her-KPP que incluyen, entre ofras caracteristicas,
la presencia de coeficientes no constantes.

Es importante mencionar que los métodos
numeéricos que se presentan en este trabajo han
sido disenados siguiendo los paradigmas postu-
lados por Mickens. En particular, se aprovecha la
idea de representar a las derivadas parciales de
primer orden como una suma distribuida de di-
ferencias adelantadas y centradas. Ademds, se
aproximan las derivadas parciales de segundo
orden con respecto a una variable fija utilizando
la aproximacién de Dufort-Fraenkel (Lari), esto
con el objetivo de simplificar la expresién de los
esquemas explicitos que resulten.

En la segunda seccidon de este articulo,
presentamos la ecuacidén lineal hiperbdlica
de interés. A continuacién, se infroduce
la notacidn numérica y los esquemas no
estdndares de diferencias finitas para aproximar
nuestro problema. Luego, se lleva a cabo una
validacién sistemdtica y detallada del codigo
computacional, contrastdndolo con soluciones
exactas derivadas anteladamente. Finalmente, el
frabajo termina con una seccidn de conclusiones.

Problema matematico

Sean T, Kk y § nUmeros reales positivos, sea una
constante no negativay sea/unintervalo cerrado
y acotado del sistema de los nUmeros redles .
Asumase que u es una funcion de (x,t), donde x&/
y t > 0. El punto de partida de esta investigacion
es la ecuacion diferencial lineal parcial vy
homogénea con coeficientes constantes:

0%u

ot?

82
aXL;'F'}/a—ﬁZu:O. (2)

Cabe mencionar que esta ecuacidn puede
ser facilmente identificada con otras en ciertos
casos especiales. Por ejemplo, ésta se tfransforma
en la ecuacion de onda cldsica con rapidez de
propagacién igual a vk /t en el caso en que
ambos y y B sean iguales a cero; la ecuacién
de onda amorfiguada con la misma rapidez
de propagacion aparece en la ecuacion (2)
si B = 0. La ecuacién de Helmholtz (Zwillinger)
— una expresion derivada de la ecuacién de
Maxwell para estudiar la propagacion de
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ondas — es obtenida si ambos, Ty y, son iguales
a cero. La ecuacién clésica de Schrédinger con
potencial constante ¥ =-° aparece cuando
=0, y=—in y Kk =h*>/(2m)donde h denota
la constante original de Planck dividida por 27, y
mrepresenta la masa; por ofro lado, la ecuacién
de Klein-Gordon amortiguada de la mecdnica
cudntica relativista resulta de (2) si g es un nUmero
complejo puro. Sin embargo, como se menciond
anteriormente, en este frabagjo se enfoca la
atencién al caso cuando y es un nUmero real no
negativoy T, Ky 8% son positivos.

Otras variantes de (2) ecuacién aparecen
en varias ramas de la fisica, quimica y biologia.
Como ejemplo, la ecuacion linedlizada de
Landau-Ginzburg de la superconductividad
(Kudryavtsev), se obtiene si y = 0, y la
ecuacion de Maxwell-Cattaneo con uso en la
termodindmica se deriva de (2) cuando B = 0.
Mds relevantemente, (2) es una modificaciéon de
la ecuacion de Heaviside (fambién conocida
como la ecuacién del telégrafo), la ecuacion
cldsica de Heaviside siendo obtenida de (2) si B
es un numero complejo puro.

Problema en un dominio acotado

En el terreno de la fisica, y es dificimente cero.
Ademds, la ecuacion (2) estd acompanada de
las condiciones iniciales y/o de frontera en el
conjunto 1. Para propdsitos de validaciéon serd de
particular importancia considerar el conjunto de
condiciones iniciales y de frontera

u(x,0) - sin(mx), O< x <1,
Z—“(x,o)= 0 ,0<x<1
200) = 0 . t>]
u(l,1) 0 , t>]

asociadas con la ecuacion modificada de Fisher-
KPP bajo estudio, en el intervalo I =[0,1]. Después
de aplicar la técnica de separacion de variables,
la solucién analitica con las condiciones de valor
inicial y de frontera generada por la ecuacioén (2)
y las condiciones (3), es:

(3)

u(, )= exp(_g)sm(m)np(,) (4)
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donde
1 ] ﬁ <T Y T< Tc,
cosh(wt)+\/Xsmh(wt)’{ B>, 5
- T
lp(;)_4 1+2rt B=ryT=1,
cos(wt)+isin(wt)
\/w P<myT>1,
Y

2 2_4 2_ 2
gy A o 1

Esquema de diferencias finitas
-Nomenclatura

En la presente seccidn, se introduce el esquema
de diferencias finitas no estdndar utilizado para
aproximar las soluciones de (2). En lo que resta
de la misma, I representard un intervalo fijo
y cerrado de la forma [a,b], y las soluciones de
la ecuacidon modificada de Heaviside serdn
aproximadas en el intervalo temporal [O,T]
. Con este fin, fijaremos particiones regulares
a=xy<x <--<xy=byO0=t <t <---<t,, =T de
los intervalos 7'y O,T], respectivamente, de normg
Ax y At en cada caso. Con esta notacion, U,
denotard la aproximaciéon numérica del valor de
uen (xn,tk ) paran=0,1,....Nyk=0,1,...,.M.

Después de haberse desarrollado el andlisis
no dimensional de (2), es fdcil observar que una
simplificacion para su estudio se encuentra al
alcance al tomar k =y =1, una convencién que
se seguird a partir de este punto en adelante.
Ademds, porsimplicidad, se empleardla siguiente
notacion estdndar:

(5(2)1/lk _ uf” —2uf +Ltf_1 (7)

' (Aaxy (ary

asi como la nomenclatura (no tan estdndar)

k k k
u, . —2u, +u

n+l n n-1 (2) k _

b 5[ u, =

k+1 k k+1 k-1 k k+1 k-1 k

w," —u u," —u < u,, - +u ™ u

k_ n n n n @)k _ Upn Q"u n n-1 (8)
0, i, —(l—oc oty §Phf el S~ on S el

At 2A1 (Axy

donde se sobreentiende que a es un nUmero
real. Es claro que las férmulas para las segundas
diferencias cenfrales en (7) aproximan las
segundas derivadas parciales de u respecto a
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X Yy t, respectivamente, mientras que la primera
expresidon en la ecuacién (8) aproxima la primera
derivada parcial de u respecto a ¢, y la segunda
aproximalasegundaderivadarespecto ax. Cabe
senalar que el pardmetro a. es un parédmetro de
ponderacion entre dos aproximaciones de la
primera derivada con respecto al tiempo. En
estos términos, la primera ecuacion en (8) es
una manera no estdndar de aproximacién a la
primera derivada temporal.

-Esquema de diferencias finitas

El esquema de diferencias finitas no estdndar
utilizado para aproximar las soluciones de (2) es:

/32
s =l vaJ-00 )
Es importante mencionar que el tipo de
segunda diferencia utilizada en este esquema
para aproximar la segunda derivada parcial de
u respecto x es conocida como la aproximacion
de Dufort-Frankel (Lari), la cual fue empleada
exitosamente en el estudio de la ecuacién de
onda cldsica con amortiguamiento (Mickens
y Jordan). Esta Ultima expresion es obtenida
de la anterior al reemplazar u* por @**' +u'™" )2.
Una aplicaciéon de los criterios de Neumann
facilmente expone que el esquema antes
presentado es estable bajo la correcta seleccion
de los pardmetros computacionales. No es dificil
comprobar que el esquema de diferencias finitas
puede ser reescrito de la manera siguiente:

0Pk - 5@k + 5

k™ = e+ ™ kGl vk ) (00
donde las constantes &, k,,k; k,ER dependen
de los pardmetros computacionales Ax y At, y de
los del modelo 7,x,y y B> De hecho, la Tabla 1
proporciona una expresidon concreta para cada
constante.

Tabla 1. Relacién de la expresién de cada pardmetro
k ky,k; k,€ER con la expresién explicita del esquema
considerado

Coeficientes
k, k, k, k,

2
—+R+1-— 2—T+1—oc e T R+ﬁAt
A At 2 At 2

Por simplicidad se definea R = At/(Ax)z,

- Positividad

En la esta seccién, se establecen condiciones
en los pardmetros ki.ky, ks Y k, en (21), con
el objeto de garantizar que las aproximaciones
en el (k+1)-ésimo paso de tiempo sean no
negativas, asumiendo que las aproximaciones en
los k—y (k—l)— €simos pasos son no negativas.
Definase

At
R=—. 11
™ (11)
Sea k; —el coeficiente de u'™ —igual a R. Es

posible establecer rdpidamente que el valor de
o y los valores de los coeficientes de u**'y u*son,
respectivamente,

a=2(2R+i), k =1-R, k,=1-4R (12)

Se opta por forzar laigualdad con el objetivo

de simplificar la expresidn del esquema explicito;

- 1 . . .
es decir, igualamosr = T Bajo estas circunstancias,
el esquema se transforma en:

(13)

u = ”r]:_l + (1 + 2ﬁ2At)(u:+1 + ”:-1)
" 3

Por conveniencia, la Tabla 2 presenta el valor
de a que hace que el coeficiente k3 serigual a
R, y los valores de los coeficientes k,k, y k; en
términos de a.

Validaciéon computacional

Considérese el problema con valor inicial-
frontera descrito por la versibn no lineal de
la ecuacion diferencial (2) y las condiciones
(6). Ademds, con el propdsito de generar
soluciones no negativas de este problema
de valor mixto, se seleccionan los pardmetros
B=1y1=0.0001/2z).Computacionalmente,
se [fjan A7r=0.0004 y Ax=0.04, de forma que
R=1-Bojo estas circunstancias, el coeficiente
2 para este esquema es cero. Se procede a
aproximar las soluciones del problema con valor
inicial y de frontera, utilizando el esquema para
diferentes valores de tiempo. Los resultados de
las simulaciones y las soluciones exactas son
presentados en la Figura 1. Estos, exhiben que,
bajo las condiciones computacionales antes
mencionadas, las aproximaciones se encuentran
en excelente acuerdo con los resultados
esperados.
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