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Resumen

El analisis dinamico es un procedimiento esencial para disefiar una estructura sujeta a cargas dinamicas. Su objetivo
es determinar la respuesta estructural e interpretar los resultados teéricos para obtener un disefio adecuado para la
estructura. Sin embargo, la existencia de incertidumbres asociadas a parametros geométricos, propiedades de
materiales y dindmica no modelada, que afectan la respuesta dinamica de la estructura, actualmente no son
consideradas en los modelos estructurales. Aunque se han desarrollado diferentes herramientas para el tratamiento de
incertidumbre en sistemas, la incertidumbre estructurada resulta idonea para ser incorporada en modelos
estructurales debido a que permite modelar las variaciones tanto en parametros fisicos como en la dindmica no
considerada en los sistemas dinamicos. Este trabajo presenta una descripcion de incertidumbre paramétrica para un
modelo de tribuna metalica construido en la Escuela de Ingenieria Civil y Geomatica de la Universidad del Valle. Los
resultados muestran que el modelo analitico con incertidumbre es capaz de representar un conjunto de modelos
identificados a partir de ensayos de vibracion forzada mediante la variacion de los parametros de masa y
amortiguamiento.

Palabras Claves: Modelacion de incertidumbre, Dindmica estructural, Descripciones de incertidumbre,
Identificacion de sistemas.

CIVIL ENGINEERING

Parametric uncertainty in dynamic
models of civil structures

Abstract

Dynamic analysis of a structure is an essential procedure to design structures subjected to dynamic loads. The
objective of dynamic analysis is to determine the structure's response and interpret those results in order to design the
structure. However, the presence of uncertainties associated with geometric parameters, material properties and
unmodelled dynamics affects the structural response, and these uncertainties are not considered in the structure's
dynamical model. Although several tools for treatment of uncertainty have been developed, structured uncertainty is
ideal for inclusion into structural models because it allows modelling the variations in both physical parameters and
neglected dynamics in systems. This paper presents a parametric uncertainty description for a steel grandstand model
built at School of Civil Engineering and Geomatics, Universidad del Valle. Results show that analytical uncertainty
model of the structure is able to represent a set of dynamical systems identified by forced vibration tests under
different occupation conditions with variations in mass and damping parameters.

Keywords: Modeling uncertainty, Structural dynamics, Uncertainty descriptions, System identification.
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1. Introduccion

Los modelos dinamicos de estructuras civiles son
derivados de las ecuaciones de movimiento de la
mecanica newtoniana. Estos modelos son creados
con el fin de predecir y describir el
comportamiento dindmico de las estructuras. Sin
embargo, un modelo que describa exactamente el
comportamiento de un sistema real no puede ser
construido. Por consiguiente, el modelo es en
cierto nivel una aproximacion del
comportamiento del sistema fisico, y su calidad
depende de la exactitud entre la respuesta
calculada y la respuesta medida del sistema. Estas
diferencias entre respuestas son referidas como
incertidumbres, las cuales pueden ser modeladas
de diferentes maneras y su descripcion
matematica depende de la herramienta utilizada
para el andlisis de los sistemas. Algunas
herramientas utilizadas para la representacion y
analisis de incertidumbre en modelos han sido los
métodos estocasticos, sensibilidad diferencial,
multi-modelos, algebra de intervalos y conjuntos
difusos.

En el enfoque estocastico, la incertidumbre es
modelada por variables aleatorias o procesos
aleatorios, lo cual requiere de informacion
estadistica para estimar las funciones de
distribucion probabilisticas que describen la
variabilidad de los parametros y consideraciones
de riesgo.  Ahora, cuando la informacion
estadistica no esta disponible y los limites de la
incertidumbre no son conocidos, resulta practico
analizar el sistema ante pequefas variaciones en
los parametros. Este procedimiento es llamado
sensibilidad diferencial, y es definido por
derivadas parciales de primer orden con respecto a
un parametro (Weinmann, 1991).

En el marco del algebra de intervalos, la
incertidumbre en los elementos es representada
por un conjunto cerrado de parametros que pueden
variar entre los valores extremos de intervalos, por
tanto, los sistemas deben ser analizados utilizando
operaciones entre intervalos (Modarreszadeh,
2005). En el marco de la logica difusa la
incertidumbre es expresada por conjuntos difusos,
cuyos elementos tienen grados de pertenencia
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descritos por funciones de pertenencia valoradas
en el intervalo real entre 0 y 1. EI dominio de la
funciéon es conocida como el intervalo de
confianza y el rango como el nivel de suposicion
(Modarreszadeh, 2005). Por otra parte, el enfoque
de multi-modelos esta basado en la existencia de
diferentes modelos para describir un sistema. En
este, no se requiere asignar una probabilidad o
credibilidad a los valores de los parametros del
modelo para evaluar la incertidumbre, ya que los
modelos se obtienen directamente de datos
experimentales (Monte, 2009).

En estructuras civiles, la incertidumbre ha sido
reconocida en las metodologias de diseno basadas
en la confiabilidad y célculo del riesgo de falla, y
en el ajuste de modelos de elementos finitos
basados en datos de vibracion. El objetivo general
del ajuste de modelos es la generacion de modelos
confiables a través de ajustes paramétricos en los
mismos, de tal forma que se minimice Ia
diferencia entre las predicciones analiticas y los
resultados experimentales (Vélez et al., 2009).
Este método ha sido usado en la identificacion de
dafios estructurales y cambios de frecuencias
naturales, principios basicos del monitoreo de
salud estructural.

Adicionalmente, técnicas probabilisticas han sido
fusionadas con el método de los elementos finitos,
dando lugar al método de elementos finitos
estocastico (Haldar & Sankaran, 2000). En éste,
las variables que representan las cargas, el modulo
de elasticidad y las propiedades geométricas son
caracterizadas por distribuciones de probabilidad
o por distribuciones aleatorias espaciales. Ademas
se introduce el concepto de funcion de desempeiio
donde se establecen criterios y limites que el
sistema debe satisfacer. El método estocastico ha
estado presente en la caracterizacion de matrices
de rigidez para vigas Euler-Bernoulli aleatorias,
estimacion de la variabilidad de la respuesta a
excitaciones estacionarias y transitorias
deterministicas y el desarrollo de métodos de
simulaciéon para examinar cuantitativamente la
influencia sobre la respuesta estructural de varios
modelos de densidad probabilistica para campos
de sistemas aleatorios (Gupta, 2000).
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De igual forma, el analisis de intervalos ha sido
incorporado al método de elementos finitos donde
el objetivo es encontrar los limites superior e
inferior de los diferentes parametros del modelo y
utilizar estos resultados en el proceso de disefio.
Durante la tltima década, investigaciones sobre el
problema de intervalos de valores propios han sido
realizadas enérgicamente, proponiendo diferentes
métodos que permiten encontrar los limites de las
frecuencias naturales del sistema
(Modarreszadeh, 2005).

Por otra parte, en el marco del control déptimo y
robusto se ha desarrollado una herramienta
poderosa, denominada transformacion lineal
fraccional, para estudiar sistemas con
incertidumbre en el dominio de la frecuencia. Esta
herramienta, introducida por Doyle (Zhuo et al.,
1991) aproximadamente 20 afios atras, utiliza
perturbaciones complejas estructuradas alrededor
de un modelo nominal. Dichas perturbaciones
consideran no solo variaciones en parametros
fisicos sino también la dindmica no modelada de
los sistemas, y son organizadas en un arreglo
matematico diagonal de norma limitada lo cual
hace mas eficiente el calculo computacional.
Adicionalmente, esta formulacion reconoce la
presencia de incertidumbre durante todo el
proceso de analisis de los sistemas y garantiza el
desempefio deseado para todo el conjunto de
modelos descritos, siendo esta su principal ventaja
ante las demas herramientas utilizadas para el
tratamiento de incertidumbre.

Debido a estas ventajas, el presente trabajo
propone la expresion de los modelos dinamicos de
estructuras civiles como transformaciones lineales
fraccionales que permitan el tratamiento y analisis
de los sistemas con parametros de incertidumbre.
Para esto, se presenta una descripcion de las
posibles fuentes de incertidumbre y los
fundamentos basicos de su representacion
matematica, y finalmente se obtiene un modelo
con incertidumbre para una estructura metalica
tipo tribuna construida en la Escuela de Ingenieria
Civil y Geomatica de la Universidad del Valle a
partir de un modelo analitico y datos
experimentales de vibracion.

2. Fuentes de incertidumbre en estructuras
civiles

Universalmente el método de los elementos finitos
es utilizado como herramienta para analizar el
comportamiento dinamico de sistemas
estructurales. Sin embargo es bien sabido que
existen discrepancias entre las respuestas
calculadas por dichos modelos y las respuestas
reales de los sistemas fisicos. Para estructuras
civiles en particular, estas variaciones se
encuentran relacionadas con los coeficientes de
masa, amortiguamiento y rigidez del modelo
estructural y son originadas por diferentes fuentes,
algunas de ellas se mencionan a continuacion.

Variaciones en la masa de la estructura son
generadas por las condiciones de ocupacion y uso
de la estructura que no son constantes a lo largo de
su vida util (Reynolds et al., 2004) (Moncayo et
al., 2006). Por otra parte, el amortiguamiento de
una estructura resulta muy dificil de determinar
debido a los numerosos mecanismos que
contribuyen a la disipaciéon de energia, entre los
que se pueden incluir la friccidon entre conexiones,
friccion entre elementos no estructurales y grietas
(Chopra, 1995). Por tal motivo, con el fin de
simplificar el modelo, la propiedad de
amortiguamiento en la estructura es representada
por un amortiguador viscoso lineal. En general, la
fuente de incertidumbre mas grande se encuentra
en la cuantificacion de este parametro.

Por ultimo, la variacion en la rigidez puede ser
atribuida a las propiedades de los materiales
asumidos en la creacién del modelo estructural,
que pueden cambiar en cada miembro de la
estructura. La interacciéon suelo-estructura,
usualmente no modelada, también afecta
notablemente la rigidez de las estructuras. De
acuerdo a Trifunac etal. (2001), las no linealidades
del suelo pueden generar una reduccion del 64%
de las frecuencias naturales cuando las amplitudes
del movimiento sismico son considerables.

Igualmente, existen otros factores generales que

pueden generar incertidumbre en la modelacion de
estructuras civiles. Por ejemplo, los elementos no
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estructurales, representados por paredes y
divisiones, usualmente se suponen
independientes de la estructura para la modelacion
pero en la construccion terminada aportan al
sistema de resistencia.

Otro tipo de incertidumbre en estructuras se
refiere a las diferencias entre la respuesta
calculada por el modelo parametrizado y la
respuesta real del sistema. En esta se incluyen la
dindmica no modelada y las no-linealidades
presentes en el sistema asi como también el ruido
producido por los sensores de medicion.

La dindmica no modelada del sistema
generalmente se incluye debido a componentes no
estructurales, variaciones en las conexiones de
vigas y columnas, y la interacciéon suelo-
estructura. Estos componentes con frecuencia
tienen un comportamiento no lineal cuando estan
sujetos a excitaciones sismicas, aun si los
miembros estructurales no han fluido (May,
1997). Ahora, la incertidumbre generada por los
sensores utilizados en la medicion de la respuesta
estructural es minima comparada con las otras
fuentes de incertidumbre. Esto se debe a que la
precision de los instrumentos para medir las
vibraciones en estructuras civiles es menor del 1%
(May, 1997).

En aplicaciones sismicas, la magnitud, duracion y
contenido de frecuencias del movimiento en la
base es dificil de cuantificar, lo cual genera gran
incertidumbre. Esta incertidumbre no esta
directamente relacionada con el modelo pero de
igual forma debe incorporarse en el analisis de
sistemas, especialmente en estructuras civiles
donde la excitacion externa es usualmente mas
incierta que el propio modelo. Estos parametros
pueden ser medidos en cierta forma al modelar las
condiciones de sitio locales, tales como la
cercania a fallas, propiedades del suelo y en
general la sismicidad de la region (May, 1997).

3. Modelo dinamico estructural

Los modelos de estructuras civiles generalmente
son representados por ecuaciones diferenciales
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ordinarias de orden finito. Para el caso de un
sistema sujeto a excitaciones dinamicas, las
ecuaciones diferenciales que lo describen son
(Moreno etal. 2010).

d’u du
M=—+C—=+Ku=P( (1)
dr’ dt ©

Donde M, Cy K representan las matrices de masa,
amortiguamiento y rigidez, respectivamente. u
representa el vector de desplazamiento, du/dt el
vector de velocidad, d’'u/dt’ el vector de
aceleraciones y P(¢)el vector la excitacion externa.

La relacion entre las entradas y salidas de un
sistema lineal invariante en el tiempo puede ser
representada por el diagrama de bloques mostrado
enlaFigural.

y G w

Figura 1. Representacion de sistemas lineales

Donde w representa las entradas del sistema, y
representa las salidas del sistemay G representa
el modelo del sistema. Cuando el modelo es
descrito por un conjunto de ecuaciones lineales de
primer orden es conocido como modelo en el
espacio de estados, y es expresado de la siguiente
forma:

A|B X = Ax+ Bw
Gi=| | = @)
C|D y=Cx+Dw

En esta expresion, x es llamado vector de estados,
A es la matriz de estados, B es la matriz de
entrada, C la matriz de saliday D la matriz de
transmision directa.
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Al definir las variables de estado x y el vector de
entradas y, como:

’

x=P %} 3)
we P “)

Se obtienen las siguientes matrices que
conformaran el espacio de estados,

0 I
A:LM_IK —M‘IC} )

B:L;J (6)

Las salidas del sistema se pueden tomar como
desplazamientos, velocidades o aceleraciones
totales o relativas de la estructura, dependiendo de
la respuesta que se quiera visualizar. En caso de
medir las aceleraciones del sistema, la matriz de
salida y de transmision directa toman la forma,

C= EM’IK —M’]C] (7)

p=u] (8)

De esta manera, se obtiene el modelo dinamico
estructural en el espacio de estados, cuya
representacion resulta muy util para el tratamiento
de las incertidumbres presentes en el sistema.

4. Representacion de sistemas con
incertidumbre

La idea basica para modelar sistemas con
incertidumbre es separar las variables que se
conocen de las que son desconocidas en un ciclo
realimentado y poner limites de posibles valores a
los elementos desconocidos. Para esto, la

transformacion lineal fraccional, en inglés linear

fractional transformation (LFT), resulta ser una

herramienta poderosa y flexible (Balas et al.,
2001).

Zhuo (1991) introdujo el concepto de LFT con el
fin de examinar la robustez de los sistemas de
control dindmicos bajo incertidumbres
estructuradas. Una LFT es una interconexion de
operadores ordenados en una configuracion
retroalimentada representada generalmente por
un diagrama de bloques entrada-salida.

La Figura 2 muestra una LFT con realimentacion
superior.

BB,

— 1321 P22

V2

—_—

Figura 2. Transformacion lineal fraccional superior

Matematicamente esta LFT se expresa por un
conjunto de ecuaciones tal que,

yi| [ Pu Pp|w
|:J’j - {le Py, }{Wj 2
w; =Ay, (10)

La solucion para este conjunto de ecuaciones esta
dadapor

y:@zz +P21A(I_P11)71P12)W (11)

y :Fu(P’A)W
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Analogamente, una LFT con realimentacion
inferior tiene la forma

y= @+ PAG=Py) Py )w (12)
y=F,(P.A)w

Fisicamente la LFT se puede interpretar como la
funcion de transferencia del sistema con
incertidumbre donde el operador P representa el
modelo generalizado y A representa las
incertidumbres del sistema, las cuales se formulan
como un conjunto de operadores de norma
limitada |al<1. De esta forma se asume que la
planta real existe dentro de la familia de modelos
descritos por la LFT. Por otra parte, el bloque de
incertidumbre A puede estar compuesto por las
dos clases de incertidumbre que se describen en la
siguiente seccion.

5. Descripciones de incertidumbre

Las descripciones de incertidumbre determinan la
relacion entre el comportamiento deseado del
sistema y la robustez ante cambios o
perturbaciones en el mismo. Una descripcion de
incertidumbre demasiado conservativa limita el
desempefio del sistema al incluir posibles sistemas
que no alcancen el comportamiento deseado. Por
esta razon se requieren limites de incertidumbre
ajustados que mejoren el desempeno de los
sistemas (Balas, 1990).

En el marco de la incertidumbre estructurada, el
conjunto de posibles modelos puede ser descrito
de dos formas, mediante variaciones paramétricas
y/o funciones de peso en del dominio de la
frecuencia. Para explicar estas descripciones se
utiliza la siguiente notacion (Skogestad &
Postlethwaite, 2003):

IT: Conjunto de posibles modelos perturbados.
G(s)ent - Modelo nominal sin incertidumbre.
G,(s)eT1 : Modelos particulares perturbados.

A:  Incertidumbre de norma limitada.
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5.1 Descripciones de incertidumbre en el
dominio de frecuencia

Las descripciones de incertidumbre en el dominio
de frecuencia permiten tener en cuenta la
variacion en los datos experimentales en ciertas
frecuencias causadas por la dindmica no modelada
y no linealidades presentes en el sistema. Esta
incertidumbre es representada por una funcion de
peso limitada en frecuencia, W, y un bloque de
incertidumbre de norma limitada A. Sin embargo,
puede ser descrita en diferentes formas como se
observa a continuacion.

5.1.1 Incertidumbre aditiva

La incertidumbre aditiva puede usarse para tener
en cuenta la dinamica no modelada. En estructuras
civiles es causada por la aparicion de modos en
baja o alta frecuencia que no son reproducidos por
el modelo (Balas, 1990). La incertidumbre aditiva
esexpresadaenlaEc. (13)

1, : G, (s)=G(s)+w, (s)Als) (13)
|A (]m} <1 Vo
De esta forma, la incertidumbre aditiva envuelve

el modelo nominal, tal como se muestra en la
Figura3.

F W, % A 7
— G -—
.Gl! -

Figura 3. Diagrama de incertidumbre aditiva

+ |t

5.1.2 Incertidumbre multiplicativa

La incertidumbre multiplicativa es usada para
representar variaciones relativas en las sefales de
entrada o salida y es ttil para describir los errores
de actuadores a alta frecuencia y su dinamica no
modelada (Balas, 1990). La incertidumbre
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multiplicativa es utilizada para modelar
actuadores y sensores, independientes o
combinados, para tener en cuenta las variaciones
en las entradas o salidas, representadas en una
funcién de transferencia. En estructuras civiles,
esta situacion es representada por los dispositivos
de control activo utilizados para reducir
vibraciones excesivas y en pruebas de sensores
que miden la respuesta estructural con un
porcentaje de error que puede variar a través de la
frecuencia.

En este caso el conjunto de posibles plantas se
expresa matematicamente en la Ec. (14) y
graficamente como se muestra en la Figura 4.

I1, :Gp(s): G(s)(1+ WM(S)A(S)) (14)
|A(j0))|£1 Vo

1 ;
+} G }—»

Figura 4. Diagrama de incertidumbre multiplicativa

G

5.1.3 Incertidumbre inversa

Ademas de la incertidumbre aditiva y
multiplicativa, existen otras descripciones de
incertidumbre en el dominio de la frecuencia.
Estas incertidumbres tienen en cuenta variaciones
en la dinamica del sistema e incertidumbre de baja
frecuencia y pueden expresarse en las siguientes
formas:

G, ()= +W, ()N )" G s) (15)

|A(j0) <l Vo

I1, :Gp(s)z G(s)(]+ WM(S)A(S))_I (16)

Aol Vo

M,:G,(s)=G6)" +m,(:)A6)) (17)
|A(/'0) )|S 1 Vo
Las Figuras 5, 6 y 7 muestran los diagramas de

bloque para las distintas incertidumbres inversas
descritas anteriormente.

- G —

Figura 5. Incertidumbre multiplicativa inversa en la salida

i {5

!

i) - G -

G;

Figura 6. Incertidumbre multiplicativa inversa en la entrada

Figura 7. Incertidumbre inversa aditiva
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5.2 Descripciones de incertidumbre
paramétrica

La incertidumbre paramétrica se cuantifica
asumiendo que cada parametro esta limitado en
alguna region [o,,,0.. |, teniendo un conjunto de
parametros de la forma (Skogestad &
Postlethwaite, 2003):

a, = (+rA) (18)

donde o es el valor promedio y 7, la
incertidumbre relativa en el parametro, calculada
por

nax — Amin
p, = o (19)

inax + A nin

Una propiedad de esta descripcion, es que las
incertidumbres en los coeficientes de modelos
estan relacionadas con variaciones reales, es decir,
que el bloque de incertidumbre esta limitado por el
rango de valores reales, [A|<1. Debido a que la
incertidumbre paramétrica real no puede ser
manejada directamente por los métodos de
analisis en frecuencia, es necesario formular estas
variaciones como incertidumbres complejas. Una
aproximacion para esto, es limitar las variaciones
reales por una variacion compleja, sin embargo
esta aproximacidén resulta conservadora al
introducir posibles sistemas que no estan
presentes en el conjunto original de modelos. Por
lo tanto, resulta de gran importancia seleccionar
una adecuada variacion compleja que se ajuste a
las variaciones reales (Balas, 1990).

Una alternativa para obtener la descripcion
compleja es encontrar para cada frecuencia el
radio mas pequeiio que incluye todas las posibles
plantas del conjunto (Skogestad & Postlethwaite,
2003). Para una descripcion de incertidumbre
aditiva, el radio es

Li(@)=maxG, (jo)-G(jo) (20)

Gl (o) e
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Para el caso de una descripcion de incertidumbre
multiplicativa, el radio es

1y (@)= max S ('2 ()j_w(;(’.w) (22)
|WM 003 )|2 Ly (w) (23)

5.2.1 Incertidumbre en el espacio de estados

Laincertidumbre paramétrica puede ser expresada
también en el modelo de espacio de estados, tal
que:

&[4 B &[4 B
G—G0+ZSiG,.—[CO D, +28 c p| @

Siendo m el numero de parametros de
incertidumbre y r el rango de G, se puede
factorizar cada una de las matrices de
incertidumbre relacionadas como sigue:

4, B _[E
[Ci DHF}[H 1] (25)

1

Donde E,, F, tienen » columnas y H,, [, tienen r

filas, y el sistema puede ser representado como
unaLFTde G, respectoa A, expresada como:

x 4, B, E - E,| x (26)

y C, D, F, - Folw

z, |=|H, I, 0 0 | v

Zm H, I, 0 0 |va
A=diagls.1,,,..8,1,,] 27)
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6. Caso de aplicacion: estructura metalica tipo
tribuna

Se realiza un analisis de incertidumbre a una
estructura metalica tipo tribuna conformada por
dos porticos separados 2 m. Cada portico posee
dos columnas que forman una V, esto con el
objetivo de replicar la geometria del Estadio
Olimpico Pascual Guerrero (Moncayo et al 2006).
Laviga que une las columnas tiene una longitud de
3.6 m, de los cuales 1.5 m quedan en voladizo en
ambos extremos. Adicionalmente, los porticos son
unidos lateralmente por 5 viguetas en forma de T
que a su vez cumplen la funcion de los peldafios de
la tribuna. Un esquema de la estructura descrita es
mostrado en la Figura 8. Este tipo de estructura es
seleccionada debido a que estudios previos han
comprobado que escenarios publicos como
estadios, coliseos y auditorios tienen una gran
variacion en las propiedades dinamicas producida
por el movimiento de las personas (Ortiz et al.
2007). Con el objetivo de tener en cuenta las
variaciones de la estructura representadas por su
ocupacion, se presenta a continuacion un modelo
con incertidumbre paramétrica que incorpora
dichas variaciones.

6.1 Identificacion de sistemas dinamicos

Con el objetivo de observar la variacion de la
respuesta de la estructura construida como
plataforma experimental, se realizan ensayos de
vibracion forzada para diferentes condiciones de
ocupacion mediante un excitador de masa ubicado
en la parte central del primer peldano. La
recoleccion de datos experimentales se realiza
mediante el sistema de adquisicion portatil de la
Escuela de Ingenieria Civil y Geomatica, que
consta de 8 acelerometros, acondicionadores de
senal y una tarjeta de adquisicion de datos. La
Figura 9 muestra la plataforma experimental.

Los registros de aceleracion se adquieren a una
tasa de muestreo de 256Hz. Las sefales de entrada
seleccionadas para los ensayos de vibracion
forzada corresponden a barridos lineales entre 0-
10Hz ejecutado entre 10-15 min. Se realizan en
total 20 ensayos de vibracion forzada repartidos
en ensayos para las diferentes condiciones de
carga que son la tribuna vacia y la tribuna con una,
dos y tres personas sentadas y paradas, ubicadas
en diferentes posiciones.

Figura 8. Estructura metdlica tipo tribuna
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Figura 9. Instrumentacion experimental

6.1.1 Tribuna sin personas

Las funciones de transferencia encontradas para la
tribuna sin personas incluyendo la masa del
actuador se muestran en la Figura 10. En los tres
ensayos realizados se observa claramente la
presencia de dos modos dindmicos en las
frecuencias de 2.94Hz y 4.45Hz, los cuales
corresponden a un modo de flexion y un modo de
torsion respectivamente. Adicionalmente, se
realiza un ensayo de vibracion libre con el objetivo
de encontrar el factor de amortiguamiento modal
de la estructura vacia, el cual corresponde a 0.33%.

6.1.2 Tribunacon una persona

Se realizan tres ensayos con una persona sentada
ubicada en tres diferentes posiciones, las cuales
corresponden al primer peldano, tercer peldafio y

quinto peldafio. Igualmente, se realizan otros
tres ensayos con una persona parada en las
mismas ubicaciones anteriores. La Figura 11
muestra los resultados de los sistemas
identificados en estas condiciones de
ocupacion, donde la linea solida corresponde
a los sistemas con la persona sentada y la
linea punteada a los sistemas con la persona
parada.

6.1.3 Tribuna con dos y tres personas

Deigual forma, se realizan diferentes ensayos
cuando la tribuna esta ocupada por dos y tres
personas ubicadas en diferentes posiciones.
Para estas condiciones la Figura 12 muestra
los sistemas dinamicos identificados, donde
la linea solida corresponde a la tribuna con
dos personas y la linea punteada corresponde
alatribuna con tres personas.

120




Ingenieria y Competitividad, Volumen 12, No. 1, p. 111 - 125 (2010)

FUNCION DE TRANSFERENCIA U, /by : TRIBUNA SIN PERSONAS
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Figura 10. Funciones de transferencia de estructura sin personas
FUNCION DE TRANSFERENCIA u,/Ug : TRIBUNA CON 1 PERSONA
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Figura 11. Funciones de transferencia de estructura con una persona sentada

(linea sdlida) y una persona parada (linea punteada)
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FUNCION DE TRANSFERENCIA U /b, : TRIBUNA CON 2y 3 PERSONAS
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Figura 12. Funciones de transferencia de estructura con dos personas
(linea solida) y tres personas (linea punteada)

6.2 Modelo dinamico

Se construye un modelo analitico calibrado en un
software comercial de analisis de estructuras para
la tribuna sin personas. Sin embargo, debido a que
la mayoria de los programas comerciales de
elementos finitos son cajas negras que no permiten
modificaciones ni la inclusion de nuevos codigos
para implementar nuevas metodologias, como el
caso particular de modelacién de incertidumbre,
se decide utilizar la herramienta ESTRULAB
desarrollada en el programa matematico
MATLAB por la Escuela de Ingenieria Civil y
Geomatica de la Universidad del Valle y el
Departamento de Ingenieria Civil y Ambiental de
la Universidad de South Carolina (Caicedo et al.
2005). Extrayendo las propiedades geométricas,
informacién de materiales y tipos de elementos
estructurales del software comercial, se pueden
obtener las matrices de masa, rigidez y
amortiguamiento necesarias para la formulacion
del modelo dinamico en el espacio de estados
como se expresa en la Ec. (2).
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6.3 Modelo dinamico con incertidumbre
paramétrica en el espacio de estados

El modelo con incertidumbre se genera al asociar
operadores de incertidumbre al modelo nominal
descrito anteriormente. Al introducir
incertidumbres paramétricas a las matrices de
masa, rigidez y amortiguamiento se describen
errores y variaciones no modeladas en elementos
y coeficientes especificos en el sistema de
ecuaciones dinamicas, los cuales pueden
expresarse en LFTs como en la Figura 13.

A ™

W,y YA
G E, E,

w ro 4 B y

—=iF, C D|[—*

Figura 13. Configuracion general para sistema con incertidumbre
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Donde w,y Va representan las entradas y salidas
de incertidumbre, respectivamente, asi como y y
w representan las salidas y entradas del sistema, y
las matrices G, E, E, F, F, relacionan las
variables de incertidumbre relativa ., , y ;. con
el sistema nominal descrito por las matrices 4, B,
C, D. Por ultimo, la matriz A representa la
incertidumbre del sistema, organizada de la
siguiente forma:

85I 0 0 (28)
A=| 0 81 0
0 0 3,1,

-1<%,,0.,0, <1

Basandose en los modelos identificados y las
condiciones de ocupacion en que fueron
realizados los ensayos, se definen los valores de
incertidumbre relativa para el pardmetro de masa,
amortiguamiento y rigidez, los cuales
corresponden a r, =0.2, ., =095 y 1, =0 .Aqui
se observa una alta variacion en el factor de
amortiguamiento, lo cual es producido cuando los
ensayos se realizan con personas en posicion
sentada.

La Figura 14 muestra los resultados obtenidos del
modelo analitico con incertidumbre cuando se

tienen bloques de incertidumbre que afectan los
parametros de masa y amortiguamiento del
sistema. Adicionalmente, la Figura 15 muestra las
envolventes maxima y minima obtenidas del
modelo analitico, para comparar estos resultados
con los modelos identificados
experimentalmente, observandose que los
sistemas identificados se encuentran incluidos
dentro del conjunto de modelos descritos.

7. Conclusiones

Mediante registros de aceleracion producidos por
ensayos de vibracion forzada para diferentes
condiciones de ocupacion de la estructura en
estudio, se pudo identificar satisfactoriamente
funciones de transferencia cuando su ocupacion
era hasta de tres personas. Estos resultados
evidencian claramente las variaciones que las
personas producen sobre las propiedades
dinamicas, observandose que la mayor variacion
en frecuencias naturales es debida al incremento
de la masa en la estructura, la cual esta
representada por el peso de las personas. De igual
forma, se observa que la variacion del
amortiguamiento en la estructura esta controlada
por la posicion de las personas, bien sea sentadas o
paradas.

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA ANALITICAS U/l

20
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Frecuencia (Hertz)

200

100
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o

-100

25 3.0 35

1
4.0 4.5 5.0 5.5

Frecuencia (Hertz)
Figura 14. Funciones de transferencia del modelo analitico con incertidumbre en pardametros de masa y amortiguamiento
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COMPARACION DE FUNCIONES DE TRANSFERENCIA U /g
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Figura 15. Comparacion de resultados de modelo analitico y sistemas identificados experimentalmente

Surge entonces la necesidad de formular un
modelo analitico con incertidumbre que pueda
cubrir el conjunto de modelos identificados
experimentalmente, lo que se constituye en el
objetivo principal del trabajo. Para esto, se
propuso la introducciéon de variaciones
paramétricas en un modelo analitico calibrado y se
describieron diferentes bloques de incertidumbre
para cada uno de los casos de ocupacion
ensayados. De aqui se observa que es posible
representar un conjunto de modelos identificados
experimentalmente a partir de un modelo nominal
analitico. Sin embargo cabe anotar que, aunque la
incertidumbre paramétrica resulta facil de
comprender por estar relacionada directamente
con los parametros fisicos del sistema, requiere un
gran esfuerzo para su modelacion al tratar con
bloques de incertidumbre repetitivos de magnitud
considerable, que para el caso particular
presentado donde se toman variaciones en nueve
grados de libertad, el bloque de incertidumbre
generadoes A e R*™™ , lo cual hace su tratamiento
matematico tedioso. Ademas de esto, se requiere
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un conocimiento detallado del sistema a modelary
no permite incorporar la dindmica no modelada de
los sistemas.
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