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Resumen

Se presenta la solución en el espacio de Laplace para la ecuación de difusión generalizada para un yacimiento con naturaleza 
fractal, incluyendo la derivada fraccional en el tiempo. Se establecen las soluciones en el espacio de Laplace y se realiza 
la inversión numérica, obteniendo gráficas comparativas del comportamiento atendiendo a la difusión anómala (derivada 
fraccional en el tiempo). Una vez validado lo anterior, se introduce un término fuente representando la transferencia matriz-
fractura en estado transitorio a través de la integral de convolución, para considerar el caso de un yacimiento naturalmente 
fracturado, tomando en cuenta diferentes geometrías de los bloques de matriz, desde el modelo de cubos Warren and 
Root (1963) para flujo pseudoestacionario matriz-fractura, hasta geometrías de esferas y eslabones para flujo transitorio 
matriz-fractura. Establecido lo anterior, se resuelve la ecuación de difusión resultante; la cual tiene las características 
siguientes: generalizada (fractal), anómala (derivada fraccional respecto al tiempo), yacimiento naturalmente fracturado 
con transferencia matriz–fractura transitoria, con diferentes bloques de matriz (Integral de Convolución). Se presentan los 
resultados gráficos validando las geometrías de flujo convencionales; radial, lineal, bilineal y esférico. Al ser una solución 
con naturaleza fractal se puede establecer un modelo analítico generalizado, además de considerar la difusión anómala para 
evaluar la memoria del yacimiento. Adicional a lo anterior se establecen soluciones analíticas en el espacio del tiempo, para 
el caso particular de yacimiento naturalmente fracturado con transferencia matriz–fractura en estado pseudoestacionario, 
pero atendiendo a los aspectos fractal y de difusión anómala.
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Anomalous diffusion in naturally fractured reservoirs with fractal behavior

Abstract

In this paper is obtained the generalized diffusion equation solution for fractal reservoir in Laplace domain, including 
the fractional derivative in time. The numerical inversion is applied to obtain comparative plots for anomalous diffusion 
(fractional derivative in time). A source was introduced in order to modeling the matrix-fracture transient transfer through the 
convolution integral, to consider a naturally fractured reservoir taking account different matrix block geometries including 
the Warren and Root cubes model, for pseudo-steady state, spherical and slabs geometries. The final solution obtained 
in this paper has the following characteristics: Generalized (fractal), anomalous (fractional derivative in time), Naturally 
Fracture Reservoir with matrix-fracture transient transfer for different matrix blocks (Convolution).

Several plots results are presented validating the conventional flow geometries; radial, linear, bilinear and spherical. 
A generalized analytical model was obtained considering fractal aspects, anomalous diffusion to evaluate the reservoir 
memory and naturally fractured reservoir

Keywords: Fractal nature, anomalous diffusion, naturally fractured.
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Introducción

Barenblatt and Zheltov, (1960) fueron los primeros autores 
en abordar el tema de flujo radial de un fluido ligeramente 
compresible para un yacimiento naturalmente fracturado, 
asumiendo que el flujo solo ocurre a través de las fracturas; 
la matriz solo actúa como un medio de recarga hacia las 
fracturas, además de considerar flujo pseudoestacionario 
matriz-fractura.

Warren and Root, (1963) establecen la solución analítica 
para el mismo planteamiento de Barenblatt and Zheltov 
(1960), la cual es útil para el análisis de pruebas de presión 
en pozos de yacimientos naturalmente fracturados; 
determinaron que el comportamiento de presión de un 
pozo en una gráfica semilog respecto al tiempo presenta 
dos pendientes paralelas, características de la respuesta de 
presión de este tipo de pozos.

Kazemi, (1969) estableció a través de un modelo 
de simulación radial el comportamiento de presión 
considerando flujo transitorio matriz–fractura, con 
resultados similares a los de Warren and Root (1963), 
pero con diferente comportamiento durante el periodo de 
transición donde actúa la recarga de matriz.

Agarwal et al., (1970) definieron el comportamiento 
transitorio de la presión ante efectos de daño y 
almacenamiento en los pozos, estableciendo las soluciones 
en el espacio de Laplace.

De Swaan, (1976) establece la solución analítica para el 
comportamiento de presión de un pozo en un yacimiento 
naturalmente fracturado, considerando flujo transitorio 
matriz–fractura y diferentes formas de bloque de matriz.

Mavor and Cinco-Ley, (1979) muestran la solución para un 
yacimiento naturalmente fracturado considerando efectos 
de daño y almacenamiento, dicha solución es en el espacio 
de Laplace, considerando un flujo pseudoestacionario 
matriz-fractura.

Cinco-Ley and Samaniego-V, (1982) Establecen el 
comportamiento de presión para un pozo en un yacimiento 

naturalmente fracturado para flujo transitorio de la matriz 
tal como lo establece De Swaan (1976), demostrando que la 
diferencia del comportamiento entre un flujo transitorio, y 
flujo pseudoestacionario, Warren and Root (1963), matriz-
fractura puede correlacionarse utilizando tres parámetros 
adimensionales.

Moench, (1984) considera la solución para un medio 
de doble porosidad con flujo a través de las fracturas, 
incluyendo el efecto de daño en las fracturas, determinando 
que el flujo transitorio matriz-fractura puede convertirse 
en un flujo pseudoestacionario dependiendo del daño 
presente en las fracturas.

Barker, (1988) define una solución generalizada para un 
flujo radial en un medio fracturado. Establece la primera 
solución generalizada en términos de funciones gamma 
incompletas, validando su solución con la solución previa 
de Theis (1935).

Chang and Yortsos, (1990) fueron los primeros en establecer 
la ecuación de difusión considerando un medio fractal, 
considerando dicha solución en función de la dimensión 
fractal del medio y la conectividad de las fracturas.

Metzler et al., (1994) establece la solución de la ecuación 
de difusión anómala, la cual considera derivada fraccional 
respecto al tiempo, que se traduce en la evaluación de la 
memoria del yacimiento.

Acuña et al., (1995) muestran la solución de un medio 
fractal definiendo que dicho comportamiento obedece a 
una ley de potencias, al establecer el medio fractal como 
una red de fracturas discretas.

Ascencio, (1994) y Ascencio (2006) establece una forma 
generalizada de la ecuación de difusión en función de un 
parámetro, que se relaciona directamente con el valor 
característico de la pendiente de cada uno de los diferentes 
tipos de flujo.

Caputo, (1999) define el comportamiento de presión en 
un medio poroso considerando efectos de memoria en 
el yacimiento a través de la consideración de la derivada 
fraccional respecto al tiempo.
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Desarrollo de la ecuación de difusión generalizada

Considerando la ecuación de difusión generalizada, fractal, anómala para un yacimiento naturalmente fracturado, definida 
por la Ec.1, cuya ecuación es desarrollada en el Apéndice A del presente documento

...(1)

donde

Resolviendo en el Espacio de Laplace la Ec.1 para un pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento infinito considerando 
daño y almacenamiento, las condiciones iniciales y de frontera en forma adimensional quedan definidas por las Ecs. 2, 4 y 3:

Condición inicial, (CI):

...(2)

Condición de Frontera Externa, (CFE):

...(3)

Condición de Frontera Interna, (CFI):

...(4)

...(5)

Considerando las variables adimensionales:

...(6)

...(7)
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...(8)

...(9)

La solución de la Ec.1 para las condiciones de frontera expresadas por las Ecs. 3 a 5; desarrollada también en el Apéndice A, 
es la Ec.10

...(10)

donde;

Para el caso de flujo pseudoestacionario matriz-fractura, de acuerdo al modelo Warren and Root, (1963) la función F(s) se 
expresa en la forma siguiente:
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Para estratos:

Para esferas:

La aproximación de la Ec.10 para tiempos donde el efecto de almacenamiento en el pozo es despreciable y para el caso de un 
pozo sin daño S = 0, se obtiene la Ec.11:

...(11)

A partir de la Ec.10 se pueden obtener soluciones 
presentadas previamente por los autores mencionados 
en la introducción, en la Tabla 1 se presenta un resumen 
de las soluciones obtenidas para los casos previamente 

publicados considerando aspectos fractales y también 
aquellos que no lo consideran con la finalidad de validar la 
solución propuesta:
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Tabla 1. Soluciones obtenidas a partir del modelo propuesto.

Autor S CD n f(s) α θ df

Theis (1935) 0 0 0 1 1 0 2

Nabor (1964) 0 0 1/2 1 1 0 1

Van Everdingen and Hurst (1949) 0 ≠0 0 1 1 0 2

Chatas (1966) 0 0 -1/2 1 1 0 3

Cinco-Samaniego (1981) ≠0 ≠0 1/4 1 1 0 1.5

Warren and Root (1963) ≠0 0 0 ≠1 1 0 2

Ascencio (2006) 0 ≠0 -1/2≤n≤1/2 1 1 0 2

De Swaan (1986) ≠0 0 0 ≠1 1 0 2

Moench (1984)* ≠0 0 0 ≠1 1 0 2

O’Shaughnessy & Procaccia (1985) 0 ≠0 -1/2≤n≤1/2 1 1 ≥0 1≤df≤3

Chang and Yortsos (1990) ≠0 0 -1/2≤n≤1/2 1 1 ≥0 1≤df≤3

Barker (1988) 0 0 -1/2≤n≤1/2 1 1 0 1≤df≤3

Metzler et al (1994) 0 0 -1/2≤n≤1/2 1 ≠1 ≥0 1≤df≤3

Ascencio-Posadas (2017)* ≠0 ≠0 -1/2≤n≤1/2 ≠1 ≠1 ≥0 1≤df≤3

* Como parte de la continuación del presente trabajo se encuentra en proceso la inclusión del pseudo-daño en la 
matriz de la roca.

Aproximación de la solución general para tiempos largos

Realizando inversión para flujo pseudoestacionario matriz-fractura a partir de la Ec.11:

...(12)

Donde G (a, x) es la función gamma incompleta:

...(13)
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La solución gráfica de la Ec.12 se muestra en la Figura 1, en la que se incluye la solución particular de Warren and Root (1963), 
para el caso de n = 0.

Figura 1. Solución de la Ec.12, sensibilidad a la variable del aspecto fractal n.

La derivada de la Ec.12 se expresa en la forma siguiente:

...(14)

Por lo cual, aplicando la derivada de la función gamma incompleta:

...(15)
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El comportamiento gráfico de la Ec.15 se muestra en las Figuras 2 a 5.

Figura 2. Sensibilidad de la función derivada de la presión a la capacidad de almacenamiento de la fractura ω.

Figura 3. Sensibilidad de la función derivada de la presión al coeficiente de flujo interporoso matriz-fractura λ.
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Figura 4. Sensibilidad de la función derivada de la presión al coeficiente de difusión anómala α.

Figura 5. Sensibilidad de la función derivada de la presión a aspectos fractales y de flujo, en función del parámetro n.
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Si n=0 (flujo radial), θ=0 (conectividad total entre fracturas, no fractal) y α = 1 (difusión no anómala), la Ec.12, se simplifica a 
la solución para yacimientos naturalmente fracturados para tiempos largos establecida por (Warren and Root, 1963).

...(16)

Simplificación para un yacimiento homogéneo

La Ec.12 se simplifica al no considerar el flujo matriz-fractura, daño, condición fractal ni ser anómalo obteniendo la Ec.17 que 
representa la solución de Barker, (1988).

...(17)

La solución gráfica de la Ec.17 se presenta en la Figura 6, mostrando la solución particular de línea fuente de Theis (1935), 
para el caso de n = 0.

Figura 6. Solución de la Ec.17, sensibilidad a n, θ=0.
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Simplificación para un yacimiento fractal y anómalo

La Ec.12 se reduce al no considerar el flujo matriz-fractura, obteniéndose la Ec.18:

...(18)

En la Figura 7, se muestra el comportamiento gráfico de la Ec.10 para diferentes valores de daño del pozo, S, considerando el 
caso de un yacimiento radial homogéneo: n = 0, ω = 1, α = 1, θ = 0, AfD = 1, Estratos ηmD = 1e−7, CD = 10.

También si el medio no es fractal ni anómalo:

y su función derivada es:

Por lo cual:

De donde se podrá obtener el daño del pozo, si se considera la solución para tD=1:

Gráficamente mediante la relación de Chow (1952), se puede extrapolar este comportamiento para determinar el daño, tal 
como se muestra en la Figura 7.
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Figura 7. Gráfica relación pD/ p’D, sensibilidad al daño del pozo S.

Para el caso donde ya existen aspectos fractales y anómalos, el comportamiento de la gráfica pD / (d(pD )/d[ln (tD)]) tiene 
diferentes pendientes, en la forma mostrada en la Figura 8, siendo un reflejo de la respuesta mostrada en la Figura 9.

Figura 8. Gráfica relación pD/ p’D, sensibilidad a la conectividad de fracturas θ.
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La Figura 9 muestra la solución de la Ec.10 para el caso de 
un flujo radial homogéneo, sin considerar aspectos fractales 
ni difusión anómala; es decir: n = 0, f (s) = 1, α = 1, θ = 

0, df = 2, y realizando sensibilidad al conjunto de variables 
CDe2S. Observando que para la interpretación de pruebas de 
presión sirve como una gráfica más de diagnóstico.

Figura 9. Gráfica adicional de diagnóstico, con sensibilidad a CDe
2S.

Solución gráfica de ecuación generalizada

La Figura 10 muestra la solución de la Ec.10 para el caso de variación a la capacidad de almacenamiento de la fractura, 
parámetro ω.

Figura 10. Gráfica de sensibilidad a la capacidad de almacenamiento de la fractura, ω.
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La Figura 11 muestra la solución de la Ec.10 para el caso de variación del flujo de la matriz hacia la fractura mediante el 
parámetro ηmD.

Figura 11. Gráfica de sensibilidad a transferencia matriz-fractura, ηmD.

La Figura 12 muestra la solución de la Ec.10 sensibilizando la conectividad de las fracturas, θ.

Figura 12. Gráfica de sensibilidad a la conectividad de las fracturas, θ.
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La Figura 13 muestra la solución de la Ec.10 sensibilizando el parámetro n, el cual agrupa los aspectos dimensión fractal y 
conectividad de fracturas.

Figura 13. Sensibilidad a dimensión fractal y conectividad de fracturas, parámetro n.

Conclusiones

En el artículo presente se discute una propuesta de la 
solución en el Espacio de Laplace para la ecuación de 
difusión generalizada para un yacimiento naturalmente 
fracturado con naturaleza fractal considerando flujo 
transitorio matriz-fractura, incluyendo la derivada fraccional 
en el tiempo como difusión anómala, además del daño y 
almacenamiento en el pozo.

A partir de la solución generalizada se pueden obtener 
soluciones previamente publicadas por diferentes autores.

Con la finalidad de obtener soluciones en el espacio 
del tiempo, se realizó una aproximación de la solución 
anterior para tiempos largos, para el caso de un YNF con 
flujo pseudoestacionario matriz-fractura, con naturaleza 
fractal y difusión anómala, validando la solución obtenida 
para cualquier tipo de geometría de flujo; lineal, bilineal, 
radial y esférica. También se incluye el uso de la relación de 
Chow(1952) de pd/pd’ como gráfica adicional de diagnóstico.

Nomenclatura

pD Presión adimensional en el espacio de Laplace 
[adim]

AfD Área característica adimensional del flujo matriz-
fractura [adim]

B Factor de volumen del aceite [bls/stb]
CD Almacenamiento adimensional [adim]
ctf Compresibilidad total en fracturas [psi-1]
ctm Compresibilidad total en matriz [psi-1]

df Dimensión fractal [adim]
Ei[x] Integral exponencial
f(s) Función de transferencia matriz fractura en el 

Espacio de Laplace
h Espesor del yacimiento [ft]
hm Tamaño del bloque de matriz [ft]
Iv(x) Función Bessel modificada de primera clase de 

orden v
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kf Permeabilidad en fracturas [mD]
Kv(x) Función Bessel modificada de segunda clase de 

orden v
N Variable del aspecto fractal que define la 

geometría de flujo [adim]
pD Presión adimensional [adim]
pf Presión en las fracturas [psi]
pi Presión inicial [psi]
pDf Presión adimensional de las fracturas [adim]
pDm Presión adimensional de la matriz [adim]
pwDf Presión adimensional de las fracturas en el pozo 

[adim]
pwD Presión adimensional en el pozo [adim]
q Gasto [bpd]
qD1 Término de flujo en integral de convolución [adim]
r Radio [ft]
rD Radio adimensional [adim]
rw Radio del pozo [ft]
S Daño [adim]
s Variable de transformación al espacio de Laplace
t Tiempo [hrs]
tD Tiempo adimensional [adim]

Símbolos griegos

α  Difusión anómala [adim]
ηmD  Difusividad adimensional de la matriz [adim]
G[n, x] Función gamma incompleta
λ Parámetro de flujo interporoso matriz-fractura 

para flujo pseudoestacionario [adim]
μ  Viscosidad [cp]
∇pD1m Función de presión adimensional de 

transferencia matriz-fractura
ω Coeficiente de capacidad de almacenamiento 

de las fracturas [adim]
ϕf Porosidad de fracturas [frac]
ϕm Porosidad de matriz [frac]
t Variable de integración en la integral de 

convolución
θ Conectividad entre fracturas [adim]
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Apéndice A

Solución para YNF con naturaleza fractal considerando difusión anómala

Partiendo de la ecuación fractal, nómala, para YNF:

...(A.1)

Introduciendo las variables adimensionales:

...(A.2)

...(A.3)
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...(A.4)

...(A.5)

Se obtiene:

...(A.6)

Para determinar el comportamiento transitorio de la matriz ∇pD1m, dependiendo de la forma del bloque de la matriz se hace 
referencia a las soluciones establecidas por De Swaan, (1976):

Para estratos:

...(A.7)

Para esferas:

...(A.8)

(Cinco-Ley y Samaniego-V, 1982), definieron las siguientes variables adimensionales:

Para estratos:

...(A.9)

Para esferas:

...(A.10)
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De acuerdo a Warren and Root, (1963) combinando las Ecs.A.6 a A.10, considerando la definición de ω y las sumatorias de 
las Ecs. A.7 y A.8 a partir de z = 0;

...(A.11)

donde;

...(A.12)

Resolviendo en el Espacio de Laplace la Ec.A.11 para un pozo produciendo a gasto constante y yacimiento infinito, las 
condiciones iniciales y de frontera en forma adimensional quedan definidas por las Ecs.A.13, A.14 y A.15.

La condición inicial (CI):

...(A.13)

Condición de Frontera Externa (CFE), yacimiento infinito:

...(A.14)

Condición de Frontera Interna (CFI), pozo produciendo a gasto constante con daño, S, y almacenamiento CD:

...(A.15)

...(A.16)

En el Espacio de Laplace:

...(A.17)
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...(A.18)

Realizando la transformación al espacio de Laplace de la variable del tiempo adimensional tD, haciendo uso de la solución de 
Caputo, (1999) para derivadas fraccionales en el tiempo:

...(A.19)

La Ec.A.19 puede resolverse a través del planteamiento de la solución de (Lebedev, 1965) como el producto de dos funciones:

La solución general para la Ec.A.19 es:

...(A.20)

donde:

...(A.21)

De acuerdo a De Swaan, (1976)

Para estratos:

...(A.22)
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Para esferas:

...(A.23)

Para evaluar las constantes C1 y C2 que intervienen en la Ec. A.20, se emplean las CFI y CFE, obteniendo una solución en 
términos únicamente de la función Bessel K�:

...(A.24)

En el pozo, se obtiene pwDf evaluando A.18 a partir de A.24:

...(A.25)

donde:
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Para el caso de flujo pseudoestacionario matriz-fractura, (Warren y Root):

Para estratos:

Para esferas:
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