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Resumo. Neste artigo, apresentamos resultados de uma pesquisa qualitativa, realizada no primeiro semestre do
ano de 2014, numa disciplina de Geometria, que teve como objetivo responder ao questionamento: como
estudantes de um mestrado profissionalizante em ensino de Matematica utilizam recursos didaticos e
tecnolégicos para resolver problemas envolvendo Geometria do Téxi? A partir de atividade inicial de
localizacdo de pontos e constru¢iio de conhecimentos sobre a métrica do taxi ou dos catetos, foram propostas
situagcdes-problema reais distintas a cada aluno, para que resolvessem durante certo periodo e as reunissem em
um semindrio com a turma toda. Durante a realizac@o desse, foram retomadas algumas solugdes e chegamos a
formalizacdo dos conceitos de ponto médio e mediatriz na Geometria do Taxi e respectiva comparagio com 0s
mesmos conceitos na Geometria Euclidiana. As representacdes dos estudantes, em papel milimetrado e
quadriculado, e o auxilio do software GeoGebra, na resolu¢io da sequéncia de situa¢des-problema, permitiram
concluir que tais conceitos foram adquiridos e aplicados de forma satisfatéria.

Abstract. This article presents results of a qualitative research conducted in the first semester of 2014 in a
Geometry course, which aimed to answer the question: how students of a professional Masters in Mathematics
Teaching, using didactic and technological resources to solve problems involving Taxicab Geometry? From an
initial activity of location of points and building knowledge about the taxi’metric, it was proposed situations-
problem real and distinct for every student to solve for some time and they meet at a workshop with the whole
class. During the realization of this we resumed some solutions and we come to formalize the concepts of
midpoint and mediatrix in Taxicab Geometry and its comparison with the same concepts in Euclidean
Geometry. The representations of students, on squared paper and the help of GeoGebra in the resolution of the
sequence of situations-problem activities, showed that such concepts were purchased and applied to fully
satisfactorily.
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Introducao

A riqueza de conhecimentos que a Geometria tem oferecido, no decorrer dos
tempos, € muito grande, parece ndo parar de crescer, cabendo novos desafios aos
estudiosos dessa drea, a cada €poca, na tentativa de resolver problemas. Conforme a
histéria, aproximadamente ha 2.400 anos, o grego Aristételes estava em pé, na orla
maritima, observando navios desaparecerem na distancia, quando se questionou sobre
como poderiam ir diminuindo na linha do horizonte até sumirem, se a terra, até entdo,
era considerada plana. Dessa forma, surgiu a hipdtese de ela ser curva. (MLODINOW,
2010).

Com a genialidade de Descartes, o qual associou coordenadas aos objetos
geométricos, esses foram amplamente contextualizados com a Fisica, por exemplo, com
a ideia dos espagos curvos e, com isso, foi questionado como ficaria a soma dos angulos

internos de um tridngulo nesses espacgos. Continuaria a ser igual a 180° ou somaria mais

ou menos do que esse valor?
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A Geometria assumiu, assim, novos horizontes, além do euclidiano grego, que
tratou da representagdo dos objetos do mundo real ou perceptivel (ponto, reta, plano e
espaco) aos quais estd atrelada a questdo de medida, ou seja, a métrica euclidiana. Foi
nos séculos XIX e XX que ela passou ao mundo imagindrio, 0 que permitiu a
explicacdo de fendmenos ndo newtonianos para a Nova Fisica, a partir da qual os
fendmenos ndo sdo mais locais. Criaram-se as geometrias ndo euclidianas Eliptica e
Hiperbdlica.

De Maio e Chiummo (2008, p.4) fazem o seguinte questionamento: “Se nosso
Universo ndo € euclidiano e a Fisica newtoniana ndo representa a realidade, por que, no
cotidiano e nas escolas, continuamos a utilizar a Geometria euclidiana e a Fisica
newtoniana?”’. Afirmam esses autores que a resposta estd nos mundos fisico e
perceptivel e, por causa do ultimo, é que continuamos a ensinar, exclusivamente, a
Geometria euclidiana.

A esse respeito, os Parametros Curriculares Nacionais-PCN (BRASIL, 1998)
apontam que a Matemdtica “caracteriza-se como uma forma de compreender e atuar no
mundo e o conhecimento gerado nessa area do saber é como um fruto da construcdo
humana na sua interac@o constante com o contexto natural, social e cultural.” (p. 24). De
acordo com o documento, na sequéncia, essa visdo da disciplina opde-se ao que €
comumente encontrado, na escola e na sociedade, as quais consideram “a Matematica
como um corpo de conhecimento imutdvel e verdadeiro.” (p. 24)

Os PCN, documento orientador para o ensino de Matematica, reiteram,
portanto, o que indica Granger (1974, p. 16): “o conhecimento cientifico, tido como um
processo de conceitualizagdo, consiste em reduzir o que é experimentado, na percepgao,
como individual, isto é, como momento concreto vivido em tal situa¢do”. Portanto,
proporcionar aos estudantes situacdes-problema para resolver e que possam vislumbra-
la em seu cotidiano, possibilitard a aquisi¢cdo de novos paradigmas para a Geometria,
como 0S que expomos no presente artigo € que o justificam, a saber, resolu¢do de
problemas envolvendo uma métrica nao euclidiana, a denominada “dos catetos” ou “do
tdxi” ou “urbana”, a qual gera uma geometria ndo euclidiana, chamada Geometria do
Téxi.

A resolu¢do de problemas é recomendada nos PCN como sendo o eixo
organizador do processo de ensino e aprendizagem de Matemadtica e se resume em

alguns principios, dos quais destacamos:
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o problema certamente ndo € um exercicio em que o aluno aplica, de forma
quase mecanica, uma férmula ou um processo operatério. S6 ha problema se
o aluno for levado a interpretar o enunciado da questdo que lhe é apresentada.

2

A resolug@o de problemas ndo € uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode aprender
conceitos, procedimentos e atitudes matematicas. (BRASIL, 1998, p. 41)

No que diz respeito ao bloco Espaco e Forma, o documento explicita que o
estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situaces-problema, sendo
um tema de interesse natural por parte dos alunos. Em particular, para o terceiro ciclo
do Ensino Fundamental, indica a “interpretacdo, a partir de situagdes-problema (leitura
de plantas, croquis, mapas), da posicdo de pontos e de seus deslocamentos no plano,
pelo estudo das representacdes em um sistema de coordenadas cartesianas” (Idem, p.
72). Dessa forma, a Geometria do Téaxi é aquela que entendemos como mais proxima da
realidade cotidiana, pois € utilizando um sistema retangular ideal que podemos realizar
deslocamentos em uma cidade ideal imagindria, organizada em ruas, de modo similar ao
sistema cartesiano ortogonal. Nessa geometria, denominada por Fossa (2001) como
Geometria Urbana, a métrica euclidiana n3o se coaduna. Portanto, interpretar e
representar localizagdes e deslocamentos no plano € uma das necessidades para o
desenvolvimento do pensamento geométrico.

Além do exposto, comungamos com Duval (2011) quando, ao tratar da
revolucdo semidtica para a representacdo e o conhecimento, afirma: “A andlise do
conhecimento nao deve considerar apenas a natureza dos objetos estudados, mas,
igualmente, a forma como os objetos nos sio apresentados ou como podemos ter acesso
por n6s mesmos” (p.15).

Assim, € interessante considerar que a interatividade e a aprendizagem
colaborativa ocorrem, por meio da participacdo dos alunos, nas diversas formas de
utiliza¢do da Geometria do Téxi.

A partir desses pressupostos, justifica-se o seguinte problema de pesquisa:
como estudantes de um mestrado profissionalizante em ensino de Matematica, em uma
disciplina de Geometria, utilizam recursos didaticos e tecnoldgicos para resolver

problemas envolvendo a Geometria do Téxi?

Geometria do Taxi
A Geometria do Taxi [Taxicab Geometry] € pouco conhecida no Brasil, muito

embora a métrica dos catetos seja familiar para estudantes de Topologia. Ela recebeu
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esse nome e foi divulgada por Hermann Minkowski (1864-1909). Segundo Krause
(1986, p.vi, trad. nossa), “aparentemente, ninguém ainda configurou uma geometria

completa com base na métrica do taxi”.

Denominamos métrica do taxi ou métrica dos catetos a funcdo d: R*> R? que

associa, a cada par ordenado A=(x4,ya), B=(Xp,yB), 0 nimero real ndo negativo definido
por

d(4,B)=lx, — x|+ lv, — vzl

O ndmero real ‘d’ € denominado de distancia de A até B.

A interpretacdo geométrica dessa métrica é dada na figura 1. Enquanto na
Geometria Euclidiana a distancia entre os pontos A e B é dada pela medida do segmento
tracejado, na Geometria do Téxi, ela ocorre pela reunido das medidas dos segmentos
AC e CB. Em virtude disso, por vezes, ¢ denominada métrica dos catetos, em vez de

meétrica taxi.

0 1 2 3 4

Figura 1-Métrica do taxi ou dos catetos.

E interessante observar que,

para apreciar plenamente a geometria euclidiana, € preciso ter algum contato
com uma ndo-euclidiana. Idealmente, uma geometria nao-euclidiana
escolhida deve: (1) estar muito préxima da Geometria euclidiana em sua
estrutura axiomdtica; (2) ter aplicacdes importantes; (3) ser entendida por
qualquer pessoa que tenha passado por um curso de geometria euclidiana. A
condi¢do (1) exclui as diversas geometrias finitas, bem como a (eliptica)
geometria da esfera. (Ibidem, p.v, trad. nossa)
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As geometrias finitas, por exemplo, como o proprio nome indica, sdo
constituidas de finitos pontos, ao contrario da euclidiana; a eliptica ndo possui retas
paralelas e a hiperbdlica apresenta mais do que uma reta passando por um determinado
ponto. A Geometria Hiperbdlica, assim como a Geometria Eliptica, satisfaz a primeira e
a segunda condi¢do, entretanto, difere da ultima, por ser uma construcio matematica
relativamente sofisticada, havendo varios modelos axiométicos como, por exemplo, o
de Poincaré e o de Klein.

Por sua vez, a Geometria do Taxi, uma das nido-euclidianas, satisfaz as trés
condi¢des de maneira relativamente simples e, até certo ponto, de facil visualizacdo
geométrica, uma vez que pode ser empregada na urbanizacdo de uma cidade ideal, na
qual as ruas sdo organizadas em quarteiroes.

Visualizacdo € um tema de investigacdo atual, ja existindo literatura abundante
a respeito. Neste artigo ela é compreendida no sentido indicado por Zimmermann e
Cunningham (1991, p. 3), como: “o processo de formacdo de imagens (mentalmente, ou
com papel e lapis, ou com o auxilio de tecnologia) e utilizacdo dessas imagens para
descobrir e compreender matematica”. Wagner e Flores (2015) discutem mobilizacdes
de discussdes sobre modos de ver a Matematica, na tentativa de “desnaturalizar préticas
instituidas, problematizando os modos de ver existentes e criando outras condi¢des para
pensar sobre a visualizacdo matemaética e os efeitos dela no ensino”. (p. 110)

Trabalhar com essa geometria, no ensino médio, pode ser uma boa forma de
incentivar os estudantes a aprendizagem da funcdo modular, essencial para os que irdo
frequentar cursos superiores na drea de ciéncias exatas. Também pode despertar a
curiosidade para representacoes dos lugares geométricos correspondentes aos da
Geometria Euclidiana, como pardbolas, elipses e hipérboles (LEIVAS, 2014).

Para Laatsch (1982), em vez de ser usada a defini¢do de "ponto-reta", alguns
resultados interessantes podem ser mostrados com forte analogia entre as figuras na
Geometria do Téxi, e as conicas euclidianas. Em primeiro lugar, as tixi-figuras, obtidas
usando o foco e a diretriz da elipse, pardbola e hipérbole podem ser obtidas projetando
secoes planas de uma pirdmide quadrada sobre um plano perpendicular ao eixo da
piramide. (A piramide quadrada € o objeto natural para a secdo, visto que € a andloga ao
cone circular reto).

Uma analogia entre a taxi-circunferéncia e a circunferéncia euclidiana ¢é
construida por Leivas (2003), que denomina a regido limitada por ela de bola quadrada,

o que desperta nos estudantes um interesse grande, pelos cdlculos analiticos e a
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respectiva representacdo geométrica ou visualizacdo. Em termos de ensino de equagdes
de retas, a atividade com coeficientes angulares e lineares, no plano, pode ser
desenvolvida no Ensino Médio, estabelecendo importante conexao entre a visualiza¢do
geométrica de retas e expressoes analiticas correspondentes.

Sowell (1989), no estudo de movimentos rigidos do plano, usa grades

isométricas, para trabalhar com a métrica da Geometria do Taxi. O autor afirma que,

na iso-tdxi geometria, dois segmentos sao definidos como sendo congruentes,
se e somente se eles t€m o mesmo iso-tdxi comprimento. As transformagdes
do plano que preservam as iso-taxi distancias sdo reflexdes sobre qualquer
linha, de tal forma que o dngulo que ela faz com a horizontal é um madltiplo
de 30°. Em todas as translacGes e rotacdes em torno de qualquer ponto, o
angulo de rotagdo é um multiplo de 60°. (p. 239, traducio nossa)

Neste artigo, tratamos conceitos dessa geometria correlatos a ponto médio e
mediatriz de segmentos da Geometria Euclidiana, por exemplo, como partes do
arcabouco geométrico organizado légica e rigorosamente a partir de uma estrutura.
Assim, a partir de procedimentos de ensino adequados, € possivel desenvolver uma
geometria de forma conceitual, perfeitamente estruturada e compativel, a exemplo do
que fez Euclides.

Fossa (2001) considera que a Geometria Analitica impde a métrica usual, de
maneira puramente formal, o que dificulta uma compreensao mais profunda das funcdes
e seus graficos. Diz o autor que, “para ajudar o aluno a construir as estruturas
matemadticas necessdrias para o referido estudo, propomos uma volta a situagdes-
problema que retratam mais fielmente a experiéncia vivida pelo aluno do que
geralmente encontradas na abordagem tradicional.” (p. 90).

O autor indica que, para garantir a existéncia de uma distancia entre dois
pontos, na cidade imagindria ideal, é necessario que consideremos um nimero infinito
de ruas, ou seja, para cada nimero real k, x=k e y=k sdo as ruas que formam uma malha
retangular. Se for considerado k um nimero real, a fim de obter um nimero infinito de
ruas, a situacdo ndo seria real, pela continuidade do conjunto dos nimeros reais, pois
ndo haveria espagos entre uma e outra para deslocamentos e construgdes, como ocorre
concretamente.

Souza (2015) realizou uma pesquisa com estudantes do Ensino Médio, na qual
utilizou o GeoGebra, para estudar o deslocamento deles desde suas residéncias até a
escola. Utilizou, também, situagdes hipotéticas de corridas e deslocamentos em
maratonas. Concluiu que o software foi um aliado relevante para a construcdo de

conceitos nessa geometria.
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Para Kaleff e Nascimento (2004, p. 13):

[...] a Geometria do T4xi pode ser apresentada, com a intencdo de se integrar
a Matemdtica ao cotidiano do aluno, pois essa se apresenta em todos o0s
lugares, ndo podendo, portanto, deixar de ser encontrada no espaco das
“ruas”. Dessa forma, confrontado com esta nova Geometria, o aluno pode ser
levado a perceber que existem outras Geometrias, além da Euclidiana,
possibilitando que tenha despertada a sua curiosidade para novos ambientes
matematicos.

Ekici, Kocayusufo e Akca (1998) informam que ela difere da Geometria
Euclidiana em apenas um axioma, dentre aqueles que correspondem a congruéncia de
tridangulos (lado-angulo-lado) e que t€ém uma ampla gama de aplicacdes no mundo

urbano, sendo facil entendé-la.

Resolucao de Problemas

A metodologia de resolu¢do de problemas é uma das mais empregadas na
Educagcdo Matemética, talvez por ser preconizada pelos documentos oficiais brasileiros.
O Referencial Curricular Nacional para a Educacao Infantil-RCNEI (BRASIL, 2006),
no que diz respeito as orientacdes diddticas para esse segmento do ensino, indica a

resolucao de problemas como forma de aprendizagem e, quanto a Geometria, salienta:

o pensamento geométrico compreende as relagdes e representagdes espaciais
que as criancas desenvolvem, desde muito pequenas, inicialmente, pela
exploragdo sensorial dos objetos, das acdes e deslocamentos que realizam no
meio ambiente, da resolugdo de problemas. Cada crianga constréi um modo
particular de conceber o espago, por meio das suas percepcdes, do contato
com a realidade e das solugdes que encontra para os problemas. (p. 109)

Por sua vez, os PCN indicam “a Resolucdo de Problemas como ponto de
partida da atividade Matematica e discutem caminhos para ‘fazer Matematica’ na sala
de aula, destacando a Histéria da Matemdtica e as Tecnologias da Comunicagdo”
(BRASIL, 1998, p. 16). Quanto ao Ensino Médio, afirmam que essa metodologia
envolve o tratamento de situagdes complexas e diversificadas, a fim de que o estudante
tenha oportunidade de ‘“pensar por si mesmo, construir estratégias de resolucdo e
argumentacOes, relacionar diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar na busca da
solugdo. E, para isso, os desafios devem ser reais e fazer sentido.” (BRASIL, 1999,

p.110). Indicam, ainda, que,

para alcancar os objetivos estabelecidos de promover as competéncias gerais
e o conhecimento de Matemadtica, a proposta dos PCNEM privilegia o
tratamento de situacdes-problema, preferencialmente tomadas em contexto
real. A resolucdo de problemas é a perspectiva metodolégica escolhida nessa
proposta e deve ser entendida como a postura de investigacdo frente a
qualquer situag@o ou fato que possa ser questionado. (p.126)
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Polya (2006), um dos precursores da metodologia da resolucdo de problemas,
aponta quatro fases: compreensao do problema; plano de resolucdo; execugdo do plano;
retrospecto da resolu¢do completa. Na primeira, o aluno tem de entender claramente o
que € solicitado e resolver; na segunda, deve buscar ligacao entre a incognita e os dados
fornecidos, a fim de elaborar ideia de como proceder a resolugdo; na terceira, precisa
executar o plano delineado na etapa precedente para, finalmente, na dltima, revisitar sua
resolucao, discutindo-a.

Um problema para Hiebert et al. (1997, apud VAN DE WALLE, 2009) € uma
“tarefa ou atividade na qual os estudantes ndo tenham nenhum método ou regra ja
receitados ou memorizados e nem haja uma percep¢ao por parte dos estudantes de que
haja um método ‘correto’ especifico de solug¢ao”. (p. 57).

A metodologia ensino-aprendizagem-avaliacio de Matematica, através da

resolucao de problemas,

tem o objetivo de expressar uma concepc¢do de que ensino e aprendizagem
devem ocorrer simultaneamente durante a constru¢do do conhecimento,
tendo o professor como guia e os alunos como co-construtores desse
conhecimento. Além disso, essa metodologia integra uma concep¢do mais
atual sobre avaliacdo.” (ONUCHIC; ALLEVATO, 2009, p. 97).

Para as autoras, as etapas da metodologia s@o: preparacdo do problema; leitura
individual; leitura em conjunto; resolucdo do problema; observacdo e iniciativa;
exploracdo, na lousa, dos diferentes resultados encontrados; estimulo para que os grupos
defendam seus pontos de vista; promoc¢ao de consenso; formalizagdo das devidas
defini¢des.

Ao tratar sobre as perspectivas matemadticas de problemas os quais sdo
problematicos, Schoenfeld (1992) afirma que é dificil haver unanimidade entre

matematicos sobre concepgdes de resolucdo de problemas e indica que

cursos em resolugdo de problemas, em nivel universitdrio, t€m objetivos que
vdo desde a ‘remediacdo’ e ‘pensamento critico’ até ‘desenvolver a
criatividade’. No entanto, hd um particular ponto de vista matemdtico em
relacdo ao papel que os problemas t€ém na vida daqueles que fazem
matematica. (p.15).

Apesar das diferentes correntes nessa metodologia, ha coincidéncia sobre a sua
relevancia para o ensino. Assim, propomos desenvolver, durante algumas aulas de uma
disciplina de Geometria, num Mestrado Profissional em Ensino de Matematica,
atividades relativas a Geometria do Téxi, utilizando caracteristicas dessa metodologia,
ndo necessariamente seguindo rigorosamente cada passo daqueles indicados pelos

autores citados neste artigo.
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A pesquisa

A pesquisa foi realizada, no primeiro semestre letivo do ano de 2015, no
desenrolar da disciplina de Geometria, com treze alunos, sob a responsabilidade do
autor deste artigo. Caracteriza-se como qualitativa ou naturalista, segundo Moreira
(2011), por ndo envolver a manipulagdo de varidveis € nem o tratamento experimental.
Para D’ Ambrosio (2004), a “pesquisa qualitativa € outra coisa. No meu entender, é o
caminho para escapar da mesmice. Lida e dd aten¢do as pessoas e as suas ideias,
procura fazer sentido de discursos e narrativas que estariam silenciosas. E a analise dos
resultados permitird propor os novos passos” (p. 21). Nessa disciplina, buscamos
desenvolver com os estudantes uma postura para o ensino de Geometria que nao seja a
pura reproducgao de conceitos e demonstracoes.

Entendemos que a pesquisa em aprego contribui para o desenvolvimento da drea
de Geometria junto ao Programa de Pds-Graduagdo no qual a disciplina esté inserida, o
que corrobora o preconizado por Alves-Mazzotti e Gewandsznajder (2002), segundo os
quais deve trazer beneficio para a comunidade e para a instituicdo e, em se tratando de
formacdo continuada de professores, terd uma expansdo no ambito regional, estadual e
nacional.

Considerando que, nas pesquisas qualitativas, os dados sao multimetodolégicos,
isto €, usam grande variedade de procedimentos e instrumentos, segundo Alves-
Mazzotti e Gewandsznajder (2002), utilizamos produgdo escrita dos alunos, antecipada
ao desenvolvimento do contetido novo pelo professor (Geometria do Téxi); atividades
preliminares sobre o contetido; proposi¢ao de situacdes-problema envolvendo o novo
conteddo (uma vez que nenhum aluno tinha conhecimento prévio do assunto); resolugcao
de atividade individual de situacdo-problema distribuida a cada aluno; encaminhamento
dessas, por escrito, ao professor pesquisador; apresentacdo e discussdo, em grande
grupo, das solugdes encontradas; retomada pelos participantes que ndo obtiveram
solugdo correta.

Como um dos procedimentos da coleta de dados é a observagdo, durante as
apresentacOes e debates do grande grupo, tivemos oportunidade de anotar para,

posteriormente, analisar.

As seguintes vantagens costumam ser atribuidas a observagdo: a) independe
do nivel de conhecimento ou da capacidade verbal dos sujeitos; b) permite
‘checar’, na prética, a sinceridade de certas respostas que, as vezes, sdo dadas
s0 para ‘causar boa impressdo’; c¢) permite identificar comportamentos nao-
intencionais ou inconscientes e explorar tépicos que os informantes ndo se
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sentem a vontade para discutir; d) permite o registro do comportamento em
seu contexto temporal-espacial. (Ibidem, p. 164)

Duas semanas antes da aula na qual iniciariamos o conteido Geometria do Téxi,
solicitamos que os alunos encaminhassem um texto de, no maximo, uma pagina, dentro
de um template previamente fornecido, a respeito do tema. Essa prética € utilizada na
disciplina, a fim de que a aula possa fluir a partir de um conhecimento prévio dos
estudantes a respeito de cada assunto novo. O encaminhamento € feito, por meio da
postagem, em um grupo criado especificamente para a disciplina e 24 horas antes de
acontecer a aula para a respectiva andlise e correcdo. A partir desse contato prévio com
o tema, desenvolvemos atividades diversas envolvendo os conceitos iniciais sobre
Geometria do Té4xi e representacdes geométricas em malhas quadriculadas. Utilizamos
papel milimetrado, quadriculado e o software GeoGebra.

Retomando o problema ja citado: como estudantes de um mestrado
profissionalizante em ensino de Matematica, em uma disciplina de Geometria, utilizam
recursos didéticos e tecnoldgicos para resolver problemas envolvendo Geometria do
Téxi?, definimos os seguintes objetivos da pesquisa:
¢ relacionar observagdes do mundo real com diversos tipos de se registrar graficamente

representacdes, tais como: esquemas, tabelas, figuras e mapas;

¢ relacionar as representacdes com principios e conceitos matematicos;

e identificar os conhecimentos matemadticos como meios para compreender e
transformar o mundo a sua volta;

e resolver situacOes-problema adotando estratégias, desenvolvendo formas de
raciocinio e procedimentos matemdticos ligados a intui¢do, inducgdo, analogia e
estimativas de dados;

¢ interagir com os colegas de modo cooperativo, aprendendo a trabalhar em conjunto
na busca de solugdes.

Todas as situacOes-problema foram realizadas pelos alunos da disciplina de
Geometria do mestrado, como citado antes. A que segue foi proposta e resolvida em
aula, consideramos que ela € necesséria para a sequéncia proposta aos alunos.

Para a realizagdo da situacdo-problema 1, utilizamos o GeoGebra e os estudantes
gravaram suas representagdes e as encaminharam diretamente por meio digital.

O objetivo da situagdo-problema foi representar pontos na Geometria do Téxi

que se encontravam a uma mesma distancia de um ponto fixo e buscar analogia com o
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lugar geométrico circunferéncia na Geometria Euclidiana. Para sua resolucdo, os alunos

utilizaram os notebooks individuais, mas poderiam conversar entre si sobre o problema.

Situacao-Problema 1

Dado o ponto A=(1,1) localize os pontos P; (i=1,2,3,...,16), na Geometria do
Téxi, cuja distancia ao ponto A seja igual a 4 unidades, sendo:
Pi=(-3,1); P=(-2,2); P3=(-1,3); Ps=(0,4); Ps=(1.5); Pe=(2,4); P7=(3.3,); Ps=(4.2);
Po=(5,1); P10=(4,0); P11=(3,-1); P12=(2,-2); P13=(1,-3); P14=(0,-2); Pys=(-1,-1); Pis=(-
2,0).

Nao houve dificuldade, por parte dos estudantes, de representarem os pontos Pi.

A figura 2 ilustra uma solucgao realizada no GeoGebra.

Ps=(1,5)
54 °
P.=(2 4
P,=0.4) 49 ) 6724
Py=(-1,3) 'PT =(3.3)
Py=(22)4 ) ] o8- (42
Pi=(3.1) | A=(11) AR
Pig = (-2,0) o . 0 o P10= ('4' 0)

-4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
Pig=(-1,-1)® 11 e Py=(-1
P14=(0.-2), g e P12=(2-2)

-3 1 e Piy,=(1,-3)

Figura 2 — Pontos na métrica do Téxi.
Fonte: construcdo no GeoGebra, feita pelo autor.

a) Como vocé enunciaria essa situacao algebricamente?

Os alunos tiveram algumas dificuldades para escrever corretamente, o que
comprova problemas existentes de interpretacdo e escrita de docentes oriundos de uma
Licenciatura em Matematica, segundo nossa experiéncia de mais de uma década como
coordenador de uma dessas e como professor do ensino superior por mais de trinta anos.
Assim, os pontos P;j constituem o conjunto:

{Pil dr(P;,A)=4} em que i= 1,2,3,....,16}.
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b) Identifique, se possivel, o lugar geométrico, na Geometria Euclidiana, dado

por essa lei algébrica.

Alguns confundiram circunferéncia com a regido limitada pela mesma e outros
ndo conseguiram elaborar a definicdo. Confundiram-se quanto ao conceito de
equidistancia. Julgamos importante, em se tratando de definir lugares geométricos por
leis matematicas, a distin¢d@o entre linhas e regides, porquanto uma circunferéncia € uma
curva (igualdade na lei de definicdo) e circulo € uma regidao (desigualdade na lei de
defini¢do). Ao primeiro, deve estar associada a grandeza comprimento, enquanto que,
ao segundo, a grandeza drea, objetos geométricos discutidos durante a disciplina.
Assim, na Geometria Euclidiana, o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um
ponto dado € denominado de circunferéncia.

¢) A partir da representagdo feita, obtenha o lugar geométrico dos infinitos

pontos que seguem a sequéncia légica dada pelos pontos representados na
Geometria do Téxi.

Como foi realizada discuss@ao em torno das representacdes e das definicoes,

todos os alunos assimilaram tais conceitos e obtiveram uma representacdo como a da

figura 3.

Py =(1,-3)

Figura 3 — Circunferéncia na métrica do taxi.
Fonte: construcdo no GeoGebra, feita pelo autor.
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Naturalmente, houve dificuldade na aceitacdo de que a representacdo dada pela
figura 3 é de uma circunferéncia de centro em A e raio 4, muito embora isso fosse
inegdvel a partir da definicdo do lugar geométrico, formalizada. Isso fortalece a
indicacdo de que ha dificuldades em sair do espago perceptivo ou real, segundo
Euclides, para a aceitagdo desses novos espagos, muito embora a Geometria do Téxi
seja muito concreta.

d) Em uma terceira representacio, reina aquelas do mesmo lugar geométrico

nas duas geometrias.

circunferéncia na métrica euclidiana

circunferéncfa na métrica do taxi
2 -

A=(1,1)

Py =(1,-3)

Figura 4 - Circunferéncia nas duas métricas.
Fonte: construcdo no GeoGebra, feita pelo autor.

Entendemos que essa primeira situacao-problema atendeu a um dos objetivos da
metodologia, indicado por Onuchic e Allevatto (2009), quanto ao ensino e a
aprendizagem ocorrerem simultaneamente durante a constru¢do do conhecimento em
que o professor € o guia do processo.

Apés essa etapa e, considerando que os alunos adquiriram conhecimentos
basicos sobre o conteudo, foi distribuida uma folha com uma situa¢ido-problema
envolvendo a Geometria do Téxi para cada aluno resolver. Tal situacdo se encaixava
num problema hipotético de uma cidade imaginéria ideal em que as ruas formavam
quadras bem organizadas, como se constituissem um sistema ortogonal plano.
Destinamos um prazo de duas semanas para a resolucio do problema e a organizacdo de

um semindrio no qual seriam apresentadas as respectivas solu¢des de cada situacdo-
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problema. Consideramos que, durante as aulas, ndo foram resolvidas situagdes
similares. Para facilitar a descri¢do e andlise, os participantes foram nomeados por Aj,
A2, ...., A3, para preservar suas identidades.

Escolhemos para este artigo, a sequéncia de problemas que conduziram aos
conceitos de ponto médio e mediatriz, uma vez que ndo caberiam, em um sé artigo,
todos eles, pela limitacdo de espaco.

Para o que segue, estipulamos o seguinte objetivo: levar o aluno a perceber que é
possivel obter diferentes caminhos para realizar um deslocamento entre dois pontos e
averiguar o menor percurso possivel, utilizando a Geometria do Téxi.

A tarefa foi proposta para ser resolvida em casa, sem auxilio do professor e os
recursos a serem utilizados poderiam ser o GeoGebra, papel quadriculado ou
milimetrado. Cada aluno recebeu uma tarefa com dados diferentes, embora houvesse

alguma similaridade.

Situacfio-problema 2'

Alice e Bruno estdo olhando apartamentos numa cidade ideal. Alice trabalha no
parque de diversoes, localizado em A = (-3, -1), e Bruno, na padaria localizada em B =
(3,3). Sendo eles ecologicamente conscientes, caminham até onde trabalham. Decidiram
comprar seu apartamento e que ele deveria ser localizado préximo, de modo que a
distancia que Alice teria de caminhar para seu trabalho, mais a distancia que Bruno teria
de caminhar para o seu, fosse a menor possivel. Localize, no mapa, onde eles devem
procurar apartamento. Descreva o procedimento matemadtico utilizado para obter sua
resposta.

Solucdo apresentada pelo aluno A;.

Inicialmente, o aluno calculou o nimero minimo de quadras que separam o

trabalho de Alice do de Bruno, obtendo o valor de 10.

Todas as possibilidades em que a soma seja 10 devem ser levadas em
consideracdo (5 +5,6 +4,7 + 3,8 + 2,9 + 1). Logo, podemos considerar um
retangulo de 7 x 5 e todos os seus pontos internos (Figura 5), que podem ser
7 x 5 = 35; porém, devemos desconsiderar o ponto onde fica a padaria e o
parque: 35 — 2 = 33 sdo as possibilidades de moradia para Alice e Bruno,
capazes de satisfazer o problema inicial. (A;)

" As atividades foram adaptadas de Krause (1986).
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Figura 5 — Possibilidade de moradia para Alice e Bruno.
Fonte: A,

O aluno, no entanto, ndo interpreta adequadamente o problema e acrescenta uma
condi¢cdo que nao faz parte do mesmo, a saber, “para que fique justo, se deve sugerir a
Alice e Bruno que ambos caminhem a mesma distancia entre sua casa € o trabalho”
(A;). Nesse sentido, considerou que a casa deveria estar localizada a 5 quadras da
padaria em que Bruno trabalha e do parque em que Alice trabalha. Para tal, determinou
um eixo de simetria no qual identificou 5 pontos os quais satisfazem essas novas
condi¢Oes propostas (Figura 6). O que o aluno fez corrobora o que Polya (2006) indica
como primeira etapa na Metodologia da Resolu¢do de Problema: o aluno tem de
entender, claramente, o que é solicitado resolver, o que ndo aconteceu ao acrescentar

novas hipéteses a0 mesmo.

Figura 6 — Sugestdes de moradia entre o emprego de Alice e Bruno.
Fonte: A;.
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A solucdo correta para o problema € apresentada na figura 7. Observe que a
solugdo inicial, dada por Aj, se aproxima do correto, muito embora ele tenha indicado
apenas os pontos de coordenadas inteiras, o que corresponderia as esquinas da cidade

ideal. A solucdo € dada pelo quadrilatero ACBD, exceto os pontos A e B.

Figura 7 — Solucéo da situacido-problema 2.
Fonte: autor.

Para a situacdo-problema 3, o procedimento foi 0 mesmo aplicado a anterior. O
objetivo foi identificar e localizar pontos no espaco, comparando distancias a dois

pontos dados.

Situacido-problema 3

Alice e Bruno estdo comprando apartamento numa cidade ideal, sendo que ela
trabalha no local A=(-3,-1) e ele, no B=(3,3). Como eles caminham até seus trabalhos e
Bruno ¢ um cavalheiro, ele decidiu que a soma das distancias de seu apartamento até
aos respectivos trabalhos dever ser a minima, mas Alice ndo teria de caminhar mais do
que ele. Localize, no mapa, onde eles devem procurar apartamento. Descreva o

procedimento matematico utilizado para obter sua resposta.

Solucdo apresentada pela aluna A,.
A aluna utilizou a métrica dos catetos, para obter a distincia de A até B,

encontrando 10 unidades. Afirmou:

como eles querem comprar um apartamento em que Alice ndo caminhe mais
que Bruno, podemos dividir a distdncia do tdxi pela metade e fazer uma
projecdo ao redor do ponto “A” em que distem 5 unidades, que representa
exatamente a metade da distancia do tixi, até todos os lugares possiveis, até
formar o quadrado que chamamos de “circunferéncia do taxi”. Também
podemos concluir que, se o apartamento estiver nos pontos G,F,C,D ou E, os
dois caminhardo exatamente a mesma distancia.(A,).
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Ela expds sua solu¢cdo em papel milimetrado, como na figura 8, e parece que o
feito pela aluna reafirma as palavras de Van de Walle (2009) a respeito do indicado por
Hiebert sobre os estudantes ndo terem um método, ou memorizado solugdes de um

problema, uma vez que concluiu a tarefa satisfatoriamente.

Figura 8 — Solucdo da situacido-problema 3.
Fonte: A,.

A solucdo apresentada, inicialmente, se aproximou bastante da solug¢do correta

(figura 9). Por isso, entendemos que a mesma atendeu as trés etapas indicadas por Polya
(2006), mas ndo a quarta: revisitar sua resolucdo, caso em que teria, possivelmente,
observado, por exemplo, que o ponto (-2,0) seria uma localizacdo que atenderia as
exigéncias da situacdo-problema que lhe fora designada. Por outro lado, apds a
discussdo de sua solugdo com o grupo, complementou-a, desta vez utilizando o
recurso do GeoGebra.

A taxicircunferéncia de centro B e raio 5 (IKHP) fornece os lugares que distam
Su da padaria, enquanto que a LQM]J corresponde ao entorno do trabalho de Alice. A
regido interna ao quadrildtero ACBQ representa o local em que a soma das distincias
aos dois locais € igual a 10u, enquanto que a regido ACPQ representa os lugares em que
poderiam comprar o apartamento, de modo a Alice caminhar menos do que Bruno. O
segmento PQ corresponde aos locais que equidistam dos dois trabalhos e foi,
aproximadamente, aquele representado pelo aluno A;, uma vez que ndo observou a

possibilidade de mais de um ponto, além dos cantos das quadriculas.
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M
L ] -6

Figura 9 — Soluc¢do correta da situagdo-problema 3.
Fonte: autor.

N

Dando continuidade a situacdo-problema anterior, o qual preparou para a
obtencdo de pontos equidistantes de dois pontos dados, e a consequente diferenca em
termos da unicidade desses, na Geometria Euclidiana, a atividade 4 objetivou obter “os
pontos médios” das distancias. A partir da discussdo em grande grupo das solucdes da
situacdo-problema 3, foram trazidas as resolucdes para a sala de aula de forma mais
dindmica, com alguns retomando e fazendo no papel milimetrado e outros no

GeoGebra.

Situacio-problema 4

Alice e Bruno procuram um apartamento na cidade ideal para comprar, sendo
que ela trabalha no local A=(-3,-1), ele no B=(3,3) e ambos querem fazer o
deslocamento até o local de seus trabalhos caminhando. Eles decidem que o
apartamento deve estar localizado de modo que os dois caminhem exatamente a mesma
distancia até seus locais de trabalho. Localize onde o casal poderia comprar um

apartamento. Faca a representacdo no mapa e apresente os cdlculos realizados para tal.

Solugdo apresentada pelo aluno A4.
A aluna apresentou a solugdo correta feita no papel quadriculado, como
apresentado na figura 10. Nao justificou sua solucdo, apenas calculou a taxidistancia

entre os dois pontos, corretamente, construiu as taxicircunferéncias de raio iguais a 5
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unidades e, de centro, nos pontos A e B. Grifou em colorido o segmento e indicou,
abaixo, “Pontos Médios das distancias” (Asz). Ao que tudo indica, essa aluna atinge
aquilo que ¢ indicado nos PCN¥, ao conseguir estratégia de resolucdo e relacionar

diferentes conhecimentos, tendo perseverado até obter a solucdo.

Figura 10 — Solucio correta da situagcdo-problema 4.
Fonte: A;.

Os objetivos da situacdo-problema 5 foram:
e promover consenso para a formalizacdo dos conceitos de ponto médio e
mediatriz;
e formalizar os conceitos de ponto médio e mediatriz;
e estabelecer semelhancas e diferencas desses conceitos nas duas geometrias.
O procedimento adotado foi a discuss@o, em sala de aula, coletivamente, das
solugdes sugeridas pelos estudantes, como indicativo do que recomendam Onuchic e
Allevatto (2009) para a metodologia de resolucdo de problemas.

Cada aluno fez o registro em papel milimetrado ou no GeoGebra.

Situacdo-problema 5
Considerando a situacdo da cidade ideal, ja abordada e discutida, e ndo
conseguindo encontrar o local apropriado que atendesse as exigéncias que foram sendo

acrescentadas, Alice e Bruno decidiram ampliar sua drea de pesquisa. A tnica exigéncia
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que permaneceu foi de que deveriam manter a mesma distancia que ambos teriam de
caminhar até seus empregos. Para onde deveriam olhar?
Solucdo

A solugdo discutida e obtida em consenso foi a apresentada na figura 11.
Observamos que, a partir do segmento de reta PQ, surge uma infinidade de
possibilidades em que as distancias entre os pontos A e B irdo aumentando. Entretanto,
a exigéncia de que Alice e Bruno continuem percorrendo a mesma distancia aos seus
empregos ocorre ao longo das semirretas PH e QI. No segmento PQ estdo os pontos que
ddo a distancia minima. Assim, de acordo com o conceito de mediatriz: conjunto de
pontos equidistantes de dois pontos dados, obtemos o lugar geométrico mediatriz na

Geometria do Taxi (figura 11).

|
|
|
3 B

Figura 11 — Solugdo da situacdo-problema 5.
Fonte: autor.

A ultima situacdo-problema que analisamos no presente artigo teve como
objetivo conceituar ponto médio e finalizar o de mediatriz a partir da aplicacdo dos
principios da resolucdo de problema na formalizagcdo. Neste ponto, os alunos reunidos
no semindrio previsto puderam discutir e trocar ideias, com 0 nosso apoio, a respeito do

que haviam elaborado individualmente.
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Situaciao-problema 6

Na cidade ideal, desejamos refletir sobre alguns conceitos de Geometria. Tome
os pontos A=(-3,2) e B=(4,-1). Represente-os e calcule a distancia entre os dois na
Geometria do Taxi. Onde se localizaria(m) o(s) ponto(s) médio(s) desse segmento nessa
geometria? E a mediatriz do segmento? Estabeleca semelhancas ou diferencas entre tais
conceitos nas duas geometrias.

Solugdo apresentada pelo aluno A, para discussdo com 0 grupo:

Deixamos um periodo de tempo a disposicdo para quem desejasse explicar a
solucdo obtida, para os demais colegas poderem discutir e chegar ao consenso. Para
iss0, poderiam dirigir-se ao quadro e utilizar os recursos didaticos ou apontamentos que
haviam registrado. O aluno A, aceitou ir ao quadro apresentar o que havia feito. Disse
ele:
sejam os dois pontos A e B, com coordenadas (x;,y;) € (X2,y2), respectivamente. Para
calcular a distancia entre esses pontos, devemos utilizar as seguintes formulas:

- na Geometria Euclidiana, a distancia é dada por

dy =/(x,— %,)* + (¥, — ¥, )% enquanto que na Geometria do Téxi é dada por
dr = Xo-x11 + lyz-yil.

Assim, para os pontos A=(-3,2) e B=(4,-1) temos
dg=7,62cm (figura 12 a esquerda) e dr=10cm (figura 12 a direita).

2 = =

\ A A2 F AC=7 BC=3
DA=1
1
P DE=7 E
3 2 -1 0 1 3 4 4 2 0 2 A -
G B
B
- GR=5

Figura 12 — Distancias nas duas métricas.
Fonte: aluno Aj».

O aluno afirma:

podemos concluir que, na Geometria Euclidiana, existe apenas um caminho
entre A e B, precisamente o segmento AB (esquerda da figura 12),
correspondente a respectiva distdncia. Na Geometria do Tédxi existem varios

outros caminhos que correspondem a dr(A. B (direita da figura 12). Essa
dltima indica algumas possibilidades. (A;,)

Assim, entendemos que a resolucdo da situagao-problema pelo aluno vai ao

encontro do que € indicado no RECNEI (BRASIL, 2006), quanto a forma particular
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que cada individuo possui ao conceber uma solug¢ido de um problema, a partir do que
percebe sobre o mesmo, assim como a realidade envolvida.
No que segue, ele conclui a respeito de ponto médio e mediatriz de um

segmento na Geometria Euclidiana:

o ponto médio de um segmento AB é um ponto C desse segmento tal que
AC=CB. O segmento AB tem um unico ponto médio. A mediatriz de um
segmento AB € a reta perpendicular a AB passando pelo seu ponto médio,
além disso, € o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam dos
pontos A e B. Isso significa que qualquer ponto escolhido da mediatriz ird

estar a mesma distancia das extremidades do segmento de reta que a
originou. (Ayy)

A sua conclusdo expressa o que a totalidade dos alunos deduziu ou
formalizou a partir do que havia obtido, evidentemente, com alguns ajustes oriundos

do debate com os demais. Ele ilustra com a constru¢do a seguir, realizada no

GeoGebra.

c
: 4 6
B

Figura 13 — Mediatriz na Geometria Euclidiana.
Fonte: aluno A,.

Consideracoes finais

O artigo apresentou resultados de uma investigagdo sobre Geometria do Téxi
envolvendo resolucdo de situagdes-problema que podem ser encontradas. Ao tratar
de questdes reais de localizagdo urbana, essa geometria é a que mais se aproxima da
realidade, embora aborde situacdo ideal, mas que se encontra no cotidiano das
pessoas, a saber, como realizar o deslocamento em cidades urbanizadas. Para isso,
em lugar da métrica euclidiana, usamos a métrica do tdxi ou dos catetos, a fim de
obter ponto médio e mediatriz de um segmento, estabelecendo alguns comparativos

entre os conceitos nas duas geometrias.
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As representagdes dos alunos, em papel milimetrado, quadriculado ou no
software GeoGebra foram relevantes para a aprendizagem do conteddo
desenvolvido, o qual ndo era de conhecimento de nenhum dos estudantes de uma
disciplina de Geometria num Mestrado Profissionalizante em Ensino de Matematica.
Nesse sentido e, a partir das resolucdes apresentadas e discutidas num seminério
final da disciplina, destinado para tal, entendemos que o problema de pesquisa foi
respondido, ou seja: como estudantes de um Mestrado Profissionalizante em ensino de
Matematica, em uma disciplina de Geometria, utilizam recursos didaticos e tecnoldgicos
para resolver problemas envolvendo Geometria do Téxi?

Consideramos que, embora nem todos os estudantes tenham resolvido
plenamente cada uma das situagdes-problema que lhes foram designadas, apds a
realizacdo do semindrio, todos eles concluiram, de forma plena, as atividades. Além
disso, a aprendizagem de um contetido novo, a partir dessas situagdes-problema, sem
que os estudantes tivessem métodos ou regras pré-estabelecidas para a resolucdo,
fortalecem o preconizado pelos autores e documentos citados no artigo sobre a
importancia da Resolucdo de Problemas.

Um dos principais ganhos que detectamos sobre a aplicagdo deste trabalho
em relacdo ao utilizado em anos anteriores com outras turmas estd no envolvimento
dos estudantes na busca de solucdes para as situagdes-problema propostas. Isso pode
ser comprovado, por exemplo, na disponibilidade do aluno A;; em,
espontaneamente, ir a0 quadro apresentar sua solucdo e discuti-la com os colegas na
presenca do professor, ou seja, houve uma interatividade que contribuiu para a
aprendizagem da turma.

Outro aspecto relevante foi o fato de os alunos aprenderem um pouco mais a
‘pensar por si’, como sugere o0 PCN*. A perseveranca na busca e obtencdo da solucdo
completa da situacdo-problema 4 como, por exemplo, a ilustrada pela aluna (Aj3), a
qual utilizou apenas o papel milimetrado e outras realizadas no software, por grande
parte dos estudantes, foi altamente produtiva para a aquisi¢cdo de um conhecimento de
conteddo novo para eles, o que foi feito por meio de procedimentos matematicos
associados a intui¢do, analogia e estimativa originadas dos dados fornecidos na
sequéncia de situagdes-problema realizada.

Mesmo que, em algumas situagdes, a solugido ndo esteja completa, como no caso
de A, o método e os recursos dos estudantes, que ndo sabiam o que utilizar para

resolver o que fora proposto, atendem aos indicativos dados pelos pesquisadores e
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autores que tratam da Resolucdo de Problemas como metodologia produtiva para o
ensino, relacionando representagdes a principios e conceitos matematicos, sendo esses
ultimos o de ponto médio e mediatriz em duas geometrias.

Os procedimentos utilizados individualmente e a interagdo no grupo, de forma
colaborativa, foi outro ponto relevante que a pesquisa conseguiu identificar.

Portanto, acreditamos que a pesquisa aqui relatada, ao dar atengdo especial ao
trabalho dos estudantes na aquisicdo de seu conhecimento a respeito de uma
Geometria que ndo era, até entdo, conhecida, reitera o afirmado por D’ Ambrosio
(2004), segundo o qual esse é um caminho para escapar da mesmice. Esperamos
poder divulgar, em outro artigo, demais resultados obtidos nessa mesma

investigagdo.
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